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1 Wprowadzenie

1.1 Organizacja pracy

Niniejsza rozprawa sklada sie z czterech czeSci: wstepu, czeSci gléwnej, podsumowania oraz
dodatku.

Zadaniem wstepu jest wprowadzenie czytelnika w bogaty §wiat czarnych dziur w teoriach z
wyzszymi czlonami krzywiznowymi. W podrozdziale 2.1 w sposéb zwiezly przedstawiam podstawowe
informacje na temat klasycznych czarnych dziur. W podrozdziale 2.2 podaje ogélng charakterystyke
klasycznej i pétklasycznej grawitacji z wyzszymi czlonami krzywiznowymi, a takze omawiam typowe
problemy pojawiajace sie w tego typu teoriach. W podrozdziale 2.3 dokonuje przegladu literatury
dotyczacej tematyki czarnych dziur w teoriach z wyzszymi czlonami krzywiznowymi.

Celem czesci gléwnej rozprawy jest przedstawienie oryginalnych wynikéw uzyskanych w latach
2004-2014, z ktorych czest nie zostala jeszcze opublikowana. Wszystkie oryginalne rezultaty zostaly
na potrzeby niniejszej pracy przeliczone raz jeszcze, czesto z wykorzystaniem innych strategii i tech-
nik obliczeniowych. Pozwolilo to nada¢ przedstawionemu materiatlowi bardziej jednolity charakter.
Rozdzial 3 zawiera podstawy teoretyczne oraz metody stosowane w oryginalnej czesci pracy. Rozdzi-
aly 4 i 5 przedstawiaja wyniki, ktére sa zawarte w 8 artykulach, ktérych jestem wspétautorem.
Rozdzial 6 przedstawia opis projektéw komputerowych wykorzystywanych do otrzymywania wynikéw
z oryginalnej czeSci rozprawy oraz analize szybkosci jezykéw programowania i metod obliczeniowych.

Podsumowanie zawiera wnioski ptynace z rozprawy oraz krétka dyskusje mozliwych uzupelnien
i uogdlnien prezentowanych tutaj rezultatow.

W dodatku znajduja sie informacje szczegélowe, ktére z réznych przyczyn nie mogly zostaé
wlagczone do czeSci gléwnej rozprawy. Zawarte tam informacje zawierajs dodatkowe rozwazania

teoretyczne, wyniki oraz przyktady kodu zrédlowego programéw.
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Spis publikacji na ktérych oparta jest niniejsza rozprawa

1. J. Matyjasek i D. Tryniecki, Charged black holes in quadratic gravity, Phys. Rev. D69, 124016
(2004).

2. W. Berej, J. Matyjasek, D. Tryniecki i M. Woronowicz, Regular black holes in quadratic gravity,
Gen. Rel. Grav. 38, 885 (2006).

3. J. Matyjasek, M. Telecka i D. Tryniecki, Higher dimenstonal black holes with a generalized
gravitational action, Phys. Rev. D73, 124016 (2006).

4. J. Matyjasek, D. Tryniecki i M. Klimek, Regular black holes in an asymptotically de Sitter
universe, Mod. Phys. Lett. A23, 3377 (2009).

5. J. Matyjasek i D. Tryniecki, Next-to-leading term of the renormalized stress-energy tensor of
the quantized massive scalar field in Schwarzschild spacetime. The back reaction, Phys. Rev.
D79, 084017 (2009).

6. J. Matyjasek i D. Tryniecki, ADSyx 8% geometries and the extreme quantum-corrected black
holes, Mod. Phys. Lett. A24, 2517 (2009).

7. J. Matyjasek, D. Tryniecki i K. Zwierzchowska, Vacuum polarization of the quantized massive
scalar field in Reissner-Nordstrom spacetime, Phys. Rev. D81, 124047 (2010).

8. J. Matyjasek, P. Sadurski i D.Tryniecki, Inside the degenerate horizons of regular black holes,
Phys. Rev. D87, 124025 (2013)

1.2 Cele rozprawy doktorskiej

Teorie z wyzszymi czlonami krzywiznowymi pojawiajg sie dosy¢ powszechnie w teorii grawitacji:
jako alternatywa dla ciemnej energii, jako czion Zrédlowy poétklasycznych réwnan Einsteina, jako
niskoenergetyczne przyblizenie teorii strun. Stanowig one naturalne uogdlnienie teorii Einsteina
prowadzace do teorii Lanczosa-Lovelocka i sa niezbedne w procedurze renormalizacji p6l kwan-
towych. W niniejszej pracy zamierzam zajac si¢ kilkoma interesujacymi mnie problemami, gléwnie z
obszaru fizyki czarnych dziur, ktére wiaze obecno$¢ wyzszych czlonéw krzywiznowych w réwnaniach
pola grawitacyjnego. Problemami, ktérymi zamierzam si¢ zaja¢ i pytaniami, na ktére zamierzam

odpowiedziet sa:

1. Znalezienie przyblizonego rozwigzania réwnan kwadratowej grawitacji, opisujacego naladowang
elektrycznie, statyczng i sferycznie symetryczng czarng dziure oraz zbadanie jej wlasnoSci.
Podobny problem byt dyskutowany w pracy [1], jednak nasze podejécie jest zdecydowanie

prostsze, a uzyskane rezultaty réznig sie w sposéb istotny od rezutatéw otrzymanych wcze$niej.

10
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2. Znalezienie rozwiazania réwnan kwadratowej grawitacji sprzezonych z elektrodynamika nielin-
iowa, opisujacego klase regularnych czarnych dziur. W przypadku réwnan Einsteina takie
rozwiazanie zaostalo skonstruowane w pracy [2], a nstepnie krytycznie zreinterpretowane przez
Bronnikova w pracach [3, 4]. Celem jaki stawiam przed soba w tej czeéci rozprawy jest préba

znalezienia regularnych rozwigzan tego typu w teoriach kwadratowych.

3. Skonstruowanie jednopetlowego dziatania efektywnego skwantowanego pola skalarnego w granicy
duzych mas z dokladnoéciag do wyrazéw rzedu 1/m*, a nastepnie zbadanie konsekwencji fizy-
cznych, jakie wynikaja z przyjecia takiej doktadnoSci. W szczegdlnosci zbadanie wpltywu pét
kwantowych na geometri¢ czarnej dziury Schwarzschilda i Reissnera-Nordstroma. Nalezy przy
tym zauwazy¢, ze dotychczas zrenormalizowany tensor energii-pedu skwantowanego pola anal-
izowany byty tylko przy wykorzystaniu dzialania efektywnego w pierwszym rzedzie przyblize-
nia, tzn. z dokladnoécia do czlonéw rzedu 1/m2. Obliczenia te naleza do klasy obliczen

wielkoskalowych.

4. Okreslenie typu kwantowo-skorygowanej geometrii bezpoéredniego sasiedztwa ekstremalnej czarnej
dziury, przy uwzglednieniu wyzszej doktadnoéci obliczen (z dokladnoscig do cztonu 1/m?) w
jednopetlowym dzialaniu efektywnym. Klasycznie, geometria najblizszego sasiedztwa hory-
zontu zdarzen ekstremalnej czarnej dziury Reissnera-Nordstroma jest geometriag Bertottiego-
Robinsona. Wilaczenie efektéw polaryzacji prézni w pierwszym rzedzie przyblizenia zaburza
geometrie czasoprzestrzeni Reissnera-Nordstréoma, jednak w otoczeniu horyzontu zdarzen ek-
stremalnej czarnej dziury geometria jest typu Bertottiego-Robinsona. Powstaje pytanie, jaka
jest geometria otoczenia horyzontu zdarzen ekstremalnej czarnej dziury w wyzszej doktadnosci
obliczen. Rozwazania zostaly ograniczone do pola skalarnego. Problem ten jest zwigzany
z poszukiwaniem samozgodnych rozwigzan péitklasycznych réwnian Eisteina w klasie czaso-

przestrzeni z maksymalnie symetrycznymi podprzestrzeniami.

5. Analiza zachowania tensora energii-pedu dla pél o dowolnym spinie (pole skalarne, spinorowe
i wektorowe) w czasoprzestrzni ABGB z niezerowsa stata kosmologicznag wewnatrz czarnej dzi-
ury. W szczegdlnoSci zbadanie zachowania tensora-energii pedu w otoczeniu centrum symetrii
czarnej dziury (regularno$c), otoczeniu horyzontu ekstremalnego z uwzglednieniem analizy typu

geometrii.

6. Poszukiwanie rozwigzan czarnodziurowych teorii z uogélnionym dzialaniem grawitacyjnym w

D-wymiarach i w teorii Lanczosa - Lovelocka (21).

Zrealizowanie wymienionych powyzej zadan zalezy w sposéb krytyczny od zrealizowania zadan

obliczeniowych, na ktére sktadaja sie:
1. Poprawne obliczenie wspolczynnika [ay4] dla pola skalarnego przy wykorzystaniu czterech metod:

(a) metody rekurencyjnej (jawnie kowariantnej) zaproponowanej DeWitta [5],

11
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(b) poprzez rozwiniecie Taylora we wspélrzednych normalnych,

(c) metody rekurencyjnej (jawnie kowariantnej i bezindeksowej) zaproponowanej przez Avrami-
diego [6],

(d) metody wykorzystujacej wspélczynniki Hadamarda.

Aby obliczy¢ dziatanie efektywne w przyblizeniu duzych mas pola, nalezy zna¢ wspoétczynniki
[an] . W czterech wymiarach dzialanie efektywne W, konstruowane z dokladnoscia do cztonu
1/m* wymaga znajomoéci wspétczynnikéw [as] i [a4]. Wspélezynnik [a4) byt obliczony réznymi
metodami [7, 8, 9], jednak przedstawione wyniki nie sa identyczne co prowadzi do wniosku, ze

zawieraja one techniczne lub typograficzne biedy.

. Stworzenie metodologii obliczen opartej na komputerowej algebrze symbolicznej stuzacej do:

(a) rozwigzywania réwnan prowadzacych do znalezienia biskalaréw i ich pochodnych kowari-
antnych w granicy koincydencji (przykladem jest obliczanie wspétczynnikow [ay]),

(b) obliczania jawnej postaci tensora energii-pedu na podstawie dzialania skladajacego sie z
dowolnych obiektéw krzywiznowych,

(c) upraszczania tensoréw przy wykorzystaniu wlasnodci ich symetrii,

(d) komunikacji miedzy jezykami programowania polegajacej na translacji wyniku fizycznego
ze sktadni danego jezyka do innego. Translacja ma kluczowe znaczenie w rozwigzywaniu

probleméw poruszanych w niniejszej pracy.

. Rozwiazanie probleméw poruszanych w niniejszej pracy za pomoca szerokiego wachlarza strate-

gii programistycznych oraz jezykéw programowania (Mathematica, Maple, Form, Perl, Lisp,
C++ (pakiet GiNaC) oraz C). Zalozenie to stwarza mozliwo$¢ przetestowania poprawnoSci
wynikéw obliczen o duzej komplikacji, oraz oceny przydatnoSci poszczegdlnych jezykéw pro-

gramowania do obliczen wykonywanych na potrzebe¢ niniejszej rozprawy.

12



2  Wstep 13

2 Wstep

2.1 Czarne dziury
2.1.1 Geneza czarnych dziur

Obszar w czasoprzestrzeni, z ktérego w wyniku dzialania pola grawitacyjnego niemozliwa jest ucieczka
Swiatla, nazywamy czarng dziurg. Brzeg tego obszaru to powierzchnia czarnej dziury, zwana takze
horyzontem zdarzen. Zaden fizyczny obiekt nie moze wydostaé sie z czarnej dziury, cho¢ nie zaprzecza
to oczywiscie mozliwosci dostania sie do jej wnetrza. Chot¢ termin ,czarna dziura” zostal po raz
pierwszy wprowadzony dopiero w 1967 roku, to na mozliwoSci istnienia takich obiektéw wskazywano
znacznie wezedniej. Istotnie, juz w roku 1784 John Mitchell, a nastepnie w roku 1795 Pierre Laplace
zauwazyli, ze konsekwencja dwoch teorii Newtona (teorii grawitacji i korpuskularnej teorii $wiatla)
jest mozliwo$¢ powstania obiektéw o tak duzej masie i tak matych rozmiarach, ze nawet $wiatto nie
bedzie moglo si¢ z nich wydostac.

Problematyka czarnych dziur pojawila sie¢ w Ogdlnej Teorii WzglednoSci bardzo wczesnie, bo za-
ledwie kilka tygodni po jej ostatecznym sformutowaniu przez Einsteina i do tego w bardzo naturalny
sposéb. W grudniu 1915 roku Karl Schwarzchild jako pierwszy otrzymat Sciste statyczne rozwigzanie
prézniowych réwnan Einsteina w przypadku sferycznie-symetrycznym [10]. W rozwiazaniu tym po-
jawia sie osobliwo$¢ zaréwno w centrum symetrii (r = 0), jak i na powierzchni o promieniu ry = 2M
(gdzie M to masa ciala, r4 to tzw. promien grawitacyjny, uzywane s jednostki w ktérych ¢ = G = 1).
Wkrétce tez pojawily sie i inne interesujace rozwiazania, takie jak rozwiazanie de Sittera, Reissnera-
Nordstroma i Kottlera i wszystkie one posiadaly zagadkowe wigsnosci. Minelo kilkadziesiat lat zanim
doglebnie zrozumiano strukture takich czasoprzestrzeni i otrzymano pelne rozwigzanie tego problemu
[11, 12, 13, 14, 15, 16, 17]. Sukces ten zawdzieczano jednak réwniez i pracom wcezesniejszym, z ktérych
warto wymieni¢ [18, 19, 20, 21, 22], a takze prac, autorzy ktérych starali sie zrozumie¢ fizyka obiektéw
o bardzo duzej gesto$ci materii. Badaniem obiektéw zwartych zajmowali sie: Chandrasekhar (biale
karty) [23], Landau [24], Baade i Zwicky [25] oraz Oppenheimer i Volkoff [26] (gwiazdy neutronowe).
Ich badania wykazaly, ze gwiazdy neutronowe moga mie¢ wielko§¢ nawet kilku promieni grawita-
cyjnych. Z kolei grawitacyjne zapadanie sferycznie-symetrycznego obtoku pytu, ktére prowadzi do
powstania czarnej dziury zostalo po raz pierwszy przeanalizowane przez Oppenheimera i Snydera w
1939 roku [27]. Kolejny okres rozwoju teorii czarnych dziur przypada na polowe lat sze$tdziesia-
tych, wkrétce po opublikowaniu przez Synge’a i Kruskala prac po$wieconych maksymalnemu anali-
tycznemu rozszerzeniu rozwiazania Schwarzsilda oraz pracy Kerra, w ktérej podane jest rozwigzanie
opisujace obracajaca sie czarng dziure [28]. Od tamtego czasu datuje si¢ burzliwy rozwéj fizyki
czarnych dziur, ktéry nieprzerwanie trwa do dnia dzisiejszego.

Roéwnie istotne sa kierunki badan majace na celu do§wiadczalne potwierdzenie istnienia czarnych
dziur. Poniewaz w ramach teorii klasycznej czarne dziury nie emituja same z siebie zadnego promieniowa-
nia, a promieniowanie Hawkinga (poza superlekkimi czarnymi dziurami) jest zaniedbywalne, ich
detekcja mozliwa jest jedynie posrednio. I tak przewidywano pojawienie sie¢ bardzo silnego promie-

niowania X w wyniku akrecji materii do czarnej dziury [29, 30, 31]. Okazalo si¢, ze obserwowanych
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jest kilka obiektéw, ktore potencjalnie moga okazaé sie czarna dziura. Obecnie wiadomo, ze w naszej
galaktyce istnieja czarne dziury w ukladach podwéjnych [32]. Sa tez bardzo silne podstawy do
twierdzenia, ze znajduja sie one w centrach galaktyk [33, 34, 35], [36, 37]). Nasza Galaktyka nie jest
wyjatkiem, obserwacje wskazuja, ze w jej centrum rezyduje supermasywna czarna dziura, utozsami-
ana z radiozrédtem Sagitarius A1*. Inny kierunek poszukiwan czarnych dziur dotyczy badania fal
grawitacyjnych (projekty LIGO, LISA). Przypuszcza sig, ze zderzenie czarnych dziur lub czarnej
dziury z gwiazda neutronowa moze by¢ zrédlem fal grawitacyjnych o takiej energii, iz mozliwe bedzie

ich zarejestrowanie na przez ziemskie detektory.

2.1.2 Horyzont zdarzen, osobliwosci, najprostsze czasoprzestrzenie czarnych dziur

Jesli w czasoprzestrzeni znajduje sie czarna dziura, dzieli ja ona na dwa obszary: wnetrze oraz obszar
zewnetrzny. Istota definicji czarnej dziury jest to, ze z obszaru wewnetrznego nie mozna przestaé
zadnej informacji na zewnatrz. Przedstawiona definicja jest nieprecyzyjna. Aby dokladnie zdefin-
iowaé pojecie czarnej dziury i horyzontu zdarzen, nalezy postuzy¢ sie jezykiem matematyki. Czarna
dziura w asymptotycznie plaskiej czasoprzestrzeni jest obszarem, z ktérego zaden przyczynowy syg-
nat nie moze dotrze¢ do J* (ang. ,future null infinity”) [38]. Kazdy przyczynowy sygnal porusza
sie wzdtuz krzywej czasowej lub zerowej. Aby zdefiniowaé horyzont zdarzen, nalezy wprowadzi¢
nowe pojecia: przyczynowa przysztoé¢ (ang. ,causal future”) punktéw Q, oznaczona jako JT (Q)
oraz przyczynowa przeszloéci (ang. ,causal past”) punktéw Q oznaczong jako J~ (Q). Przyczynows
przysztoscia JT (Q) nazywamy zbiér zdarzen P, ktére mozna polaczy¢ przyczynows krzywa (ang.
ycausal curve”) z punktem Q. Krzywa ta jest skierowana od punktu Q do P w kierunku przysztosci.
Definicja przyczynowej przeszlo$¢ punktu Q oznaczona jako J~ (Q) jest podobna, jednak krzywa

jest skierowana od punktu P do Q w kierunku przysztosci. Horyzont zdarzen definiuje si¢ jako brzeg

zbioru J~ (P7T) i oznacza J~ (PT) lub HT. Wnetrzem czarnej dziury B nazywamy wszystkie punkty
p, ktére nie nalezg do J~ (P1), czyli B= M — J~ (P7), gdzie M oznacza caly czasoprzestrzef.

Czasoprzestrzen moze zawiera¢ wiele czarnych dziur. Horyzont zdarzen J~ (PT) jest wtedy suma
horyzontéw kazdej z nich. Rozwazmy powierzchnie Cauchyego X (7), czyli powierzchnie przestrzenna
okreslajaca ewolucje poprzez warunki poczatkowe. W dowolnej chwili 7 zawiera ona zbiér dwuwymi-
arowych powierzchni 95; (7),(i = 1,...,n), ktérych kazdy element jest traktowany jako brzeg czarnej
dziury istniejacej w danym czasie 7. Czgs¢ przestrzeni X (7) ograniczona przez 0.5; (T) jest nazywana
czarng dziurg S; w danej chwili 7.

W naturalny sposéb nasuwa sie pytanie, jakiego typu powierzchnia jest powierzchnia horyzontu
zdarzen: czy jest przestrzenna, czasowa, czy moze zerowa. Odpowiedzi na to pytanie udziela nastepu-
jace rozumowanie: niech pewien punkt p znajduje sie na powierzchni horyzontu zdarzen i niech w
pewnym sasiedztwie tego punktu horyzont bedzie typu czasowego. Po emisji $§wiatta z punktu p
formuje sie stozek Swietlny skierowany w kierunku przyszioéci. Poniewaz horyzont jest czasowy,
dzieli on stozek na dwie czeSci. Promienie wychodza wéwcezas z czarnej dziury, ale swéj poczatek
maja w jej wnetrzu. Okazuje sie zatem, ze z wnetrza czarnej dziury mozna przesta¢ informacje na

zewnatrz, co jest sprzeczne z definicjg. Analogiczna sprzeczno$é pojawia sie réwniez, gdy horyzont
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bedzie przestrzenny. Z powyzszej analizy wynika wiec, ze horyzont jest zerowa powierzchnig. Jed-
nym z matematykéw, ktory zajmowat sig opisem horyzontu zdarzen, byt Roger Penrose. Dowiédt on
miedzy innymi, ze horyzont zdarzen jest uformowany z zerowych geodezyjnych (tzw. generatoréw),
ktére nie przecinajg sie w przyszloéci. Generatory nigdy nie opuszczajg horyzontu zdarzen H+ w
przyszlosci oraz nigdy nie przecinaja si¢ w przyszioSci. Konsekwencja wynikéw Penrose’a jest to, ze
czarna dziura nie moze znikna¢, ani tez dzieli¢ si¢ na dwie lub wiecej czarnych dziur [39].

Aby okregli¢ brzeg czarnej dziury H ™' nalezy zna¢ calg historie danego wszechéwiata, w ktérym
sie ona znajduje. Przypus$émy, ze w danej czasoprzestrzeni w danej chwili znajduje sie czarna dziura
o masie M. Rodzi si¢ pytanie czy horyzont zdarzefi ma promie 74, = 2M. Ot6z, bez znajomosci
dalszej historii, nie mozna tego stwierdzi¢. Jesli po pewnym czasie w czarnej dziurze znajdzie si¢ cialo
o masie AM, promien horyzontu zdarzen wzro$nie 4, > rg,, a zerowe geodezyjne, ktére przechodza
przez powierzchnie rg, znajdg si¢ wewnatrz czarnej dziury i skofczg swéj bieg w osobliwosci r = 0.
Te geodezyjne nie sg zatem brzegiem czarnej dziury. Nie mozna powiedzie¢ wiegc, ze 14, nalezal do
H™. Bardziej jaskrawy przyktad dotyczy materii, ktéra zapada si¢ grawitacyjnie. W procesie tym w
pewnym punkcie o promieniu zerowym powstaje powierzchnia H+. W miare uplywu czasu promie
horyzontu wzrasta do r;. Jesli przed zapadnieciem sie ponizej promienia grawitacyjnego gwiazda
eksploduje, nie powstanie czarna dziura i nie mozna powiedzie¢, ze istnial kiedykolwiek promien
czarnej dziury ry [38].

Wkrétce po sformulowaniu Ogélnej Teorii Wzglednoéci przez Einsteina znaleziono rozwiazania
réwnan Einsteina: Schwarzschilda i kosmologiczny model Friedmanna. Oba te rozwigzania posiadaja
osobliwoéci w tym sensie, ze krzywizna i gestoSci materii sg nieskonczone w pewnym punkcie cza-
soprzestrzeni. Rozwigzanie Schwarzschilda ma osobliwo$¢ w r = 0, natomiast model Friedmanna w
czasie t = 0, gdzie cala materia jest skondensowana w zerowej objetosci. W poczatkowym okresie
fizyki czarnych dziur panowal poglad, ze osobliwo$ci pojawiaja sie w wyniku narzucenia na czaso-
przestrzen symetrii. Rozwigzanie Schwarzchilda jest osobliwe gdy r = 2M oraz r = 0. Osobliwo§¢ w
r = 2M to osobliwo$¢ pozorna, poniewaz mozna jg usunaé przechodzac do nowych wspélrzednych.
Punkt r = 0 jest natomiast osobliwoécig rzeczywista (poniewaz np. R®Ryp.q — 00) i nie mozna jej
usunaé z pomocy zadnej transformacja wspotrzednych. Czasoprzestrzen Schwarzschilda jest réwniez
osobliwa w tym sensie, ze przyczynowe geodezyjne skierowane w przyszto$¢ majg swdj koniec w
punkcie osobliwym i osiagaja ten punkt w skonczonym czasie wlasnym. O krzywych takich méwi
sie, ze sa geodezyjnie niekompletne [40, 39, 41]. Istnienie osobliwo$ci tam, gdzie skalary krzywiznowe
oraz gestoSci sa nieskonczone, wskazuje na prawdziwg osobliwoS$¢ czasoprzestrzeni oraz zalamanie w
tych punktach znanych nam praw fizyki.

Roger Penrose oraz Stephen Hawking badali problem powstawania osobliwoéci dla ogélnych typéw
czasoprzestrzeni. Twierdzenia o osobliwo$ciach (ang: ,singularity theorem”) orzekaja, ze przy za-
lozeniu pewnych warunkéw (materia spehia fizycznie umotywowane warunki energetyczne, w cza-
soprzestrzeni nie sg naruszone zasady przyczynowosci oraz w pewnym obszarze wystepuje silne pole
grawitacyjne umozliwiajace putapkowanie materii) w czasoprzestrzeni zawsze powstanie osobliwos¢

[39].
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Najprostszym przyktadem czarnej dziury jest czarna dziura Schwarzschilda opisana metryka
2M aM\ !
ds® = — <1 — > dt* + <1 — > dr? + r* (d6? + sin® 0d¢?) . (1)
r r

Jak juz wspomnielismy wczeéniej, rozwigzanie to zostato znalezione przez Karla Schwarzschilda i
opisuje geoemtrie na zewnatrz sferycznie symetrycznego ciala o masie M [10]. Charakterystyczna
cechg tej czasoprzestrzeni jest jej osobliwy charakter gdy r — 2M. Tradycyjnie promienh r = 2M
nazywmy sie promieniem Schwarzschilda lub promieniem grawitacyjnym i okre$la on miejsce geom-
etryczne punktéw, ktére nazywamy horyzontem zdarzen. Nalezy przy tym zauwazy¢, ze osobliwo$é
przy r = 2M jest jedynie osobliwo$cig zwiazang z niefortunnym wyborem wspétrzednych. Istotnie,
Kruskal i Szekeres w 1960 roku wprowadzili nowe wspétrzedne: U, V, ktdére usunety tg osobliwos¢

[14, 15]. Element liniowy Kruskala-Szekeresa ma postaé

32M

3
ds? = — e "M av + r2d0? (2)

r
i jak wida¢ jest on regularny w r = 2M. W punkcie r = 0 znajduje si¢ prawdziwa osobliwos¢, ktorej
nie mozna usunaé przy pomocy zadnej transformacji wspétrzednych.

Oczywiscie czarna dziura Schwarzschilda nie wyczerpuje listy interesujacych rozwigzan tego typu.
Naladowang elektrycznie czarng dziure Reissnera-Nordstréma opisuje sferycznie symetryczny element
liniowy

OM 2 oM €2\ !
ds?=— (1= ==+ 5 )+ (1- 22+ 5 dr? + 0%, (3)
r 72 r 72

bedacy rozwiazaniem réwnan Einsteina-Maxwella, gdzie M to jak poprzenio masa czarnej dziury
a e to jej tadunek. Charakterystyczng cecha tej czasoprzestrzeni jest to, réwnaie gtt = 0 ma w
ogélnoéci dwa rozwigzania r+ = M £ /M2 — e2. Analogicznie jak w przypadku metryki Schwarz-
schilda, osobliwoéci w r4 i1 r— mozna usunac, przechodzac do wspélrzednych typu Kruskala. Nalezy
jednak zauwazy¢, ze tylko r = 0 jest osobliwo$cig prawdziwg. Powierzchnia v, = M + /M2 — e2
jest horyzontem zdarzen, natomiast r— = M — /M2 — €2 jest horyzontem wewnetrznym. Zaréwno
horyzont zdarzen, jak i horyzont wewnetrzny moze w ogoéle sie nie pojawi¢ (tzw. ,naga osobliwo$¢”),
jeéli tadunek i masa spelniajg warunek e? > M?2. W niniejszej pracy bede respektowaé konsek-
wencje hipotezy kosmicznej cenzury, zgodnie z ktéra osobliwosci czarnych dziur sa zawsze ukryte dla

obserwatora zewnetrznego pod horyzontem zdarzen.

2.1.3 Termodynamika czarnych dziur

Pierwszym, ktéry zwrécil uwage na problemy jakie stwarzaja czarne dziury w kontekScie proceséw
termodynamicznych byt John Wheeler. Z jego rozwazan wynikalo, ze czarne dziury musza posiadaé
entropie, w przeciwnym bowiem wypadku nastapi naruszenie drugiej zasady termodynamiki. W lat-
ach siedemdziesigtych Bekenstein wykazal, ze wielko$cig, ktéra ma wlasnoéci podobne do entropii jest

powierzchnia czarnej dziury A [42]. Ukoronowaniem poszukiwan analogii pomiedzy termodynamika a

16
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fizyka czarnych dziur jest sformutowanie czterech praw termodynamiki czarnych dziur [43]. Zerowe
prawo - grawitacja powierzchniowa stacjonarnej czarnej dziury jest stala na horyzoncie zdarzen.

Pierwsze prawo - réznice mas pomiedzy dwiema stacjonarnymi czarnymi dziurami opisuje relacja
K

dM = —dA + QHdJ + o de, (4)
T

gdzie dM to réznica mass, k - grawitacja powierzchniowa, ktéra wiaze sie z temperatura Hawkinga
relacja Ty = K/2m, dA - réznica powierzchni horyzontéw zdarzen, QY - predko$¢ katowa czarnej
dziury, dJ - réznica momentéw pedu, ® - potencjal elektryczny czarnej dziury, de - réznica ladunkéw
dwéch czarnych dziur. Drugie prawo - powierzchnia horyzontu zdarzeh nie moze male¢. Trzecie
prawo - zaden dowolny proces fizyczny nie moze doprowadzi¢ do tego, ze grawitacja powierzchniowa
zmaleje do zera.

W najprostszych przypadkach czarnych dziur entropia wiaze si¢ z powierzchnia horyzontu zdarzen
A prosta zaleznoscig A/4, jednak w ogélnosci, na przyklad dla tzw. brudnych czarnych dziur! (ang.
,dirty black holes”) relacja ta nie jest spelniona. Aby obliczy¢ entropie mozna postuzy¢ sie réznymi
metodami, z ktérych wymienie tutaj tylko trzy.

Tradycyjna metoda (ang. ,Lorentzian techniques”) wymaga znajomosci temperatury Hawkinga

Ty. Dla statycznej sferycznie symetrycznej i asymptotycznie plaskiej czasoprzestrzeni opisanej me-

tryka
2 2 !
ds? = —*1") (1 - (T)> dt* + <1 A} (7”)) dr? 4+ r2dQ2, (5)
T T
obliczenia Ty prowadza do
1 —(r 2
Ty = e Y 12w (ryy)] (6)

gdzie g oznacza promien horyzontu zdarzen [44]. Koncowym etapem jest obliczenie entropii poprzez
scatkowanie dM = TydS.

Druga metoda obliczania entropii jest metoda Euklidesowa. Wymaga ona, aby w czasoprzestrzeni
wykona¢ obrét Wicka t — it [45]. Obrét Wicka zmienia sygnature metryki na Euklidesowa (+, +, +, +).
Euklidesowy Lagranzjan i sume statystyczng laczy relacja Z = [ D (g, ®) exp (—Ig (g, ®) /h), gdzie
® oznacza dowolne pola [45]. Energia swobodna jest powiazana z suma statystyczna relacja F =
—kT'In Z, a ta z kolei z taczy sie sie z entropia poprzez zwiazek F' = U—T'S. Wykorzystujac powyzsze
zalezno$ci mozna pokazac [46, 47], ze dla ogélnej stacjonarnej i osiowosymetrycznej czarnej dziury

entropia ma postaé

Ap
S = T + /Ssurf, /(2)gd2{13, (7)
H

gdzie catkowanie przebiega po czgSci przestrzenne]j horyzontu zdarzen H, a wielkoSci (99 1 Ssury t0

odpowiednio: wyznacznik z metryki indukowanej na horyzoncie zdarzen oraz gesto§¢ powierzchniowa

L brudne” czarne dziury to takie, ktére pojawiaja sie w wyniku wprowadzenia do teorii dodatkowych pél klasycznych
lub kwantowych, a takze czarne dziury w teoriach z wyzszymi cztonami krzywiznowymi.
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entropii na horyzoncie zdarzef. Jawna postac gestosci Ssyrp wymaga specyfikacji Lagranzjanu. Dla
dalszych rozwazan interesujacy jest Lagranzjan typu £ = L (Rgpeq) obejmujacy teorie z wyzszymi
cztonami krzywiznowymi pozbawiong pochodnych tensora Riemanna. W takim przypadku entropia

przyjmuje postac

Ay
S = e + 477/J“degCJL‘Cgbld1 /(2)gd2x, (8)
H
gdzie J d = —9L _ npatomiast g(ﬁ) to rzut na dwuwymiarows podprzestrzen prostopadta do hory-

8Rab cd
zontu zdarzen. Powyzsze wyrazenie przyjmuje szczegdlnie prosta postacé dla przypadku kwadratowej

1
167

sferycznie symetrycznej mozna otrzymac

grawitacji Lrwadrat = (aR2 + 6RabRab), dla ktérej po wykorzystaniu jawnej postaci metryki

1
S = 7T7"3_ + 27rri <aR + 56 {Ri + R:}) ) 9)

T4

gdzie r4 oznacza promien horyzontu zdarzen. Nalezy zwrdci¢ uwage, ze w obliczeniach nadal niezbedna
jest znajomos¢ rozwigzan uogdlnionych réwnan Einsteina kwadratowej grawitacji, a takze polozenia
horyzontu zdarzen r.

Kolejna z metod obliczania entropii, zaproponowana przez Walda, wiaze konstrukcje entropii
czarnych dziur z twierdzeniem Noether [38, 48, 49, 50, 51]. Majac pewna gestos¢ Lagranzjanu L,
w sktad ktérej wchodza pola (wlaczajac metryke) oznaczone wspdélnie 1, mozna dokonaé wariacji

wzgledem tych pdl §v¢, otrzymujac
0L =E -6+ V0% (6¢), (10)

gdzie £ = 0 to réwnania pola, kropka oznacza sumowanie po wszystkich polach i kontrakcje indek-
séw tensorowych, 6% jest pradem Noether. Rozwazajac wariacje pol 61) = L¢1) generowang przez

dyfeomorfizm x® — z% + £* mozna otrzymaé¢ prad Noether J (£)
J* (&) =0 (Lew) — €L, (11)

ktérego dywergencja zwynosi zero V,J*(§) = 0, jesli €& = 0. Prad ten mozna zapisaé w postaci
Jo(€) = VuQ® (€), gdzie Q™ (£) nazywa sie potencjalem Noether. Calka

Q(2.6) = /E Q" () oy (12)

liczona po dwuwymiarowej powierzchni 3 zwana jest tadunkiem Noether. Wybierajac powierzchnie
> jako powierzchnie bedacg horyzontem zdarzen H oraz pole wektorowe £ jako wektor Killinga x
dla ktérego H jest horyzontem Killinga, Wald powiazal ladunek Noether @ (X, &) z entropia czarnej
dziury S [50, 51], otrzymujac zwiazek

§="TQ(H.9). (13)
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Powyzsza definicja entropii pozwala sprowadzi¢ entropie do postaci (8) [51].
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2.2 Teorie z wyzszymi czlonami krzywiznowymi

Zgodnie z obecnym rozumieniem klasycznych réwnan Einsteina, ich zakres stosowalnoSci ogranicza sie
czasoprzestrzeni, ktérych krzywizna jest znaczaco mniejsza niz skala Plancka. Przypuszcza sie zatem,
ze réwnania te powinny by¢ rozumiane jako pierwsze przyblizenie bardziej fundamentalnej teorii.
I chociaz nie jest obecnie jasne, w jaki sposéb mozna taks fundamentalng teorie skonstruowac, to
mozliwe jest postulowanie jej niskoenergetycznego przyblizenia. Przyblizenie to modyfikuje klasyczna
teorie Einsteina poprzez wlagczenie do niej czlonéw krzywiznowych wyzszego rzedu?. Grawitacyjna

czedé catkowitego dzialania moze by¢ wtedy zapisana w postaci
Ig:IU+Il+IQ+..., (14)

gdzie Iy to dzialanie Einsteina, natomiast I; (dla k > 1) to cztony zawierajace obiekty krzywiznowe
rzedu 2k + 2. 7 teorig z wyzszymi czlonami krzywiznowymi mamy wigc do czynienia wtedy, gdy w
catkowitym dziataniu grawitacyjnym I, oprécz Iy pojawiajg si¢ dodatkowe cztony Ij, . Ponizej dokon-
amy krétkiego przegladu teorii, w ktérych obecne sa wyrazy takiego typu, a takze teorii pokrewnych.
Oczywiscie, méj wybor jest dalece selektywny, a zaprezentowane tutaj uogdlnienia i modyfikacje réw-

nan Einsteina stanowig jedynie niewielki utamek teorii pojawiajacych si¢ w literaturze przedmiotu.

2.2.1 Kwadratowa grawitacja

Najprostszym przykladem teorii z wyzszymi czlonami krzywiznowymi jest kwadratowa grawitacja

opisana dzialaniem

L=I+1) = 16% d'oy/g (R+ R + BRyR™ + 3y Ruea R (15)
gdzie do klasycznego dziatania Einsteina dodano trzy czlony czwartego rzedu. Kwadratowa graw-
itacja jest jednym z najwazniejszych przykladéw teorii tego typu. Pojawia si¢ ona w teorii zaréwno
w kontekscie klasycznym, jak i kwantowym. Na gruncie klasycznym zostala wprowadzona w 1918
roku przez Hermanna Weyla przy prébach unifikacji p6l elektromagnetycznych i grawitacyjnych [52].
Kwadratowa grawitacja Weyla jest nietypowa poniewaz nie dopuszcza pojawienia sie w dzialaniu
czlonu klasycznego [ d4x\/§R. Pocigga to za soba niepozadane z punktu widzenia fizyki cechy
takiej teorii. Przyktadem obrazujacym te cechy moze by¢ najprostsza teoria tego typu sprzezona
7 materia, 16% / d4x\/§ (R2 + Em). Analiza rozwigzafn réwnan pola na zewnatrz materii (Ty, = 0)
ujawnia, ze czasoprzetrzen nie jest asymptotycznie ptaska ale bardzo silnie zakrzywiona [53]. Za-
chowania takiego nie posiada jednak kwadratowa grawitacja opisana dzialaniem (15). Dokonujac
analizy réwnan kwadratowej grawitacji w granicy slabego pola dla czgstki punktowej mozna otrzy-

ma¢ rozwigzanie

GM 1 4
p=——" <1 + ge_mor — 36_”‘”) , (16)

r

*Dany obiekt krzywiznowy ma wymiar 1/m", liczbe n nazywamy rzedem, np. R jest rzedu 2, poniewaz [R] = 1/m?.
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gdzie mg = V=B, mo = [2(3a+ 8)] V2, gu = 1+ 2¢ [54]. Aby otrzymaé akceptowalne z punktu
widzenia fizyki zachowanie pola grawitacyjnego, nalezy na state mg i mo narzuci¢ warunki mo > 0
oraz mg > 0. Warunki te ograniczaja wybor stalych « i 8 poprzez nieréwnosci 3ae + > 0, 5 < 0.
Przy tych zalozeniach funkcja ¢ jest ograniczona nawet w punkcie r — 0. Analogiczne warunki na
stale sprzezenia istnieja réwniez dla teorii wyzszych rzedéw [55].

W 1998 roku, badajac jasno$¢ supernowej typu la, astronomowie doszli do wniosku, ze tempo
ekspansji wszech§wiata ro$nie [56,57]. Mozna przypuszczaé, ze zrédlem tego przy$pieszenia jest
tzw. ,ciemna energia” stanowiagca ok. 70% energii wszech§wiata. Alternatywa pozwalajaca uniknaé
wprowadzania ,ciemnej energii”, jest zmodyfikowanie samej teorii grawitacji. Jedna z takich teorii,
angazujacych wyzsze czlony krzywiznowe, jest model ciemnej energii oparty na grawitacji Gaussa-

Bonneta sprzezonej z polem skalarnym [58]
4 1 1 2
5= [dov=a {3F @ R~ 0 (0) (V62 V() - @G} + 50 (17)

gdzie F (¢), w(9), V (¢), f () to funkcje ¢, natomiast G = R? — 4R,5R® + Rypy0 R*P17 to czion
Gaussa-Bonneta. Powyzsze dzialanie jest inspirowane niskoenergetycznym dzialaniem efektywnym
teorii strun [59]. Teoria tego typu pozwala réwniez uniknaé problemu kosmologicznej osobliwosci,
ktéra pojawia si¢ w metryce Friedmanna-Lemaitre’a-Robertsona-Walkera, gdy czynnik skali a (t)
dazy do zera. Dla szczegélnego wyboru funkcji F'(¢) = 1, w(¢p) = =1, V (¢) =0, f(¢) = %6(55 (9)
dokonana zostala analiza rozwiazan. Gdy czlon Gaussa-Bonneta jest zaniedbany (§ = 0) rozwiazanie
jest zawsze osobliwe, natomiast istnieja rozwigzania nieosobliwe, gdy czlon Gaussa-Bonneta jest
niezerowy (§ # 0) przy zalozeniu, ze funkcja & (¢) ma postaé £ (¢) = ¢™ (n > 0) [60].

7 punktu widzenia kwantowej teorii pola w zakrzywionej czasoprzestrzeni wilaczenie wyrazéw
kwadratowych w krzywiznie do klasycznego dzialania Einsteina jest uzasadnione jako konsekwencja
procedury renormalizacji [61]. W teorii tej kwantowe pole wplywa na geometri¢ czasoprzestrzeni
poprzez warto$¢ oczekiwana tensora energii-pedu <Tab> wystepujaca w pétklasycznych réwnaniach
Einsteina

(R“b - 1/29abR> =k <T“b (x)> . (18)
Zakladajac, ze odzialywanie miedzy polem kwantowym i grawitacjg znika, gdy g — —oo, lim Jab =
N, Oraz w calej czasoprzestrzeni speliony jest warunek |gqp — 7,5] < 1, rozwiazania rfiizvnaoff Ein-
steina mozna poszukiwat w postaci gqp = N+ K¢, Przedstawiajac tensor energii-pedu w postaci sz-
eregu wzgledem x, mozna dokona¢ jego analizy. Okazuje sie, ze tensor energii-pedu posiada nieskonc-

4 00? i logoo. Pierwszy

zonosci trzech réznych typéw, ktée symbolicznie zapiszemy w postaci: oo
typ nieskonczono§ci mozna usungé, wprowadzajac czton odpowiadajacy stalej kosmologicznej, drugi
natomiast - wprowadzajac czton odpowiadajacy stalej grawitacyjnej. Aby usunaé nieskonczono$é
logarytmiczng nalezy wilaczy¢é do teorii kontrczlon calkiem nowego typu, jakim jest kwadratowa

grawitacja.
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2.2.2 Grawitacja f(R)

Teorie kwadratowej grawitacji i wyzszych rzedéw maja réwniez zwiazek z bardziej ogélnymi teoriami

typu Iy = [ d4:1:\/§ f(R), poniewaz w asymptotycznym przyblizeniu malych krzywizn funkcja f (R)

moze by¢ przyblizona poprzez (14). Przykladem moze by¢ funkcja f (R) = % (I, to stala Plancka),
P

ktéra mozna przedstawié w postaci rozwiniecia f (R) ~ R + Z§R2 + lgR?’ + l]%R4 + ... jesli spelniony

jest warunek [,R < 1. Przyklad ten ma swoja motywacje fizyczna, poniewaz taka posta¢ dzialania

grawitacyjnego eliminuje kosmologiczna osobliwo$¢é w modelu wszech$wiata Robertsona-Walkera [62].

2.2.3 Teorie wyzszego rzedu

Teorie z czlonami krzywiznowymi rzedu wyzszego niz cztery (teorie wyzszego rzedu) dobrze opisuja
zjawiska polaryzacji prézni kwantowych p6l masywnych w granicy duzych mas [63, 38, 64]. Stosujac
metode DeWitta-Schwingera [5, 65] mozna pokazaé, ze gdy dlugos¢ fali Comptona zwiazana masa
pola jest znaczgco mniejsza od charakterystycznego promienia krzywizny badanej czasoprzestrzeni to
(nielokalne) zjawiska zwiazane z kreacja czastek moga zosta¢ zaniedbanie, a przyblizone zrenormali-

zowane jednopetlowe dziatanie efektywne Wi, jest zbudowane z lokalnych czlonéw geometrycznych:

1 S S S S
Ween = 1o33— / dzg'/? {a§ JROR + of) Ry OR® + ol R® + o) RR R

+al) RRopea R + ol RIRLRS + o) RPReaRe 2 + o) Ry R2y R
+a$(BS)Rab “Ry efRef “® ag%) GaR R L+ 0(1/m4)} ; (19)
(s)

gdzie wspélczynniki «; ' zalezag od typu pola (pola o spinie 0, 1/2 lub 1). Dolaczajac Wye, do
dziatania Einsteina-Hilberta, réwnania pola mozna otrzymaé¢ w standardowy sposéb (18). Pochodna
funkcjonalna W, liczong wzgledem tensora metrycznego daje zrenormalizowany tensor energii-pedu

badanego pola:
2 9
ab _ W

Drzialanie efektywne (19) znane jest jedynie z dokladnoécia do czlonu 1/mS, stad zakres stosowal-
noéci przyblizenia dotyczy bardzo masywnych pél, poniewaz w tylko tym rezimie poprawki wyzszych
rzedéw moga by¢ zaniedbane. Informacja na temat postaci dziatania efektywnego W, kryje sie w
znajomosci wspétezynnikéw - 3 [5, 66, 67, 68]. Szczegétowe informacje na temat wspoétezynnikéw
HaMiDeW znajduja sie w podrozdziale 3.1.

Wspétezynniki HaMiDeW zwiazane sa réwniez z fizyka klasyczna, a konkretnie z sila samood-
dzialywania czastki (ang. self force”) [66]. Rozpatrujac przypadek poruszajacej siec w zakrzy-
wionej czasoprzestrzeni masywnej czastki sprzezonej z polem skalarnym, mozna zada¢ pytanie o site
samooddzialywania tej czastki . Sila samooddzialywania to sita, z jaka czastka dziata na siebie za

posrednictwem pola skalarnego.

3Skrét HaMiDeW lub stosowany zamiennie HMDS pochodzi od nazwisk Hadamarda, Minakshisundarama, De Witta
i Seeley’a.
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Na gruncie matematycznym wspélczynniki HaMiDeW maja swéj wklad do teorii réwnan rézniczkowych
czastkowych liniowych drugiego rzedu [69, 70, 71], poniewaz ich znajomo$é pozwala otrzymaé ich
przyblizone asymptotyczne rozwiazanie.

Wplyw wlaczenia pdl kwantowych do rozwazan ma istotne znaczenie dla rozwiazan kosmo-
logicznych, poniewaz uwzglednienie poprawek kwadratowych wynikajacych z procesu regularyzacji
generuje nieosobliwe rozwiazania [72].

Teorie z wyzszymi czlonami krzywiznowymi w naturalny sposéb wynikaja z teorii strun [73].
Na przyklad kwantujac strune Polyakova metoda calek po trajektoriach, napotyka sie jednopet-
lowe rozbieznosci. Rozbieznosci te nie pojawiaja si¢, gdy metryka czasoprzestrzeni spetnia réwnania
konsystencji Ry, = 0. Dwupetlowe obliczenia ujawniaja, ze rozbieznosci znikaja, gdy réwnania kon-
systencji beda zmodyfikowane o czton pochodzenia ,strunowego” R, + %,RacdeRb cde — (). Réwnanie
Ra, = 0 to analogon klasycznych réwnan Einsteina dla prézni, parametr o’ znakuje czlon w rozwiagza-
niu strunowym bedacy bardzo mala fluktuacja wzgledem rozwiazania klasycznego [74]. W sposéb
réwnowazny mozna wyprowadzi¢ powyzsze rownania konsystencji, zadajac od dzialania Polyakova

niezmienniczo$ci Weyla oraz rozpatrujac je z punktu widzenia teorii kwantowe;j.

2.2.4 Grawitacja Lovelocka

Teorie z wyzszymi czlonami krzywiznowymi mogg by¢ tez naturalnym uogdlnieniem teorii Einsteina
na dowolny wymiar czasoprzestrzeni. Taka teoria jest grawitacja Lovelock’a [75, 76], w ktéra zaklada

sie, ze lewa strona réwnan pola grawitacyjnego (oznaczona jako A¥) posiadaja nastgpujace whasnosci:
1. tensor AY jest symetryczny (AY = AJY),
2. A% zalezy od metryki gqp oraz jej pierwszych dwéch pochodnych (A% = A (gap; Gabc; Jab.ed))s

3. kowariantna dywergencja A% znika ( Aij,i =0).

)

Jesli do trzech powyzszych dodany zostanie jeszcze warunek, ze tensor AY jest liniowy w drugich
pochodnych metryki, to wlasnosci te prowadza do wniosku , ze AY = aGY + bg", gdzie a i b to
stale, natomiast G¥ to tensor Einsteina [52, 77, 78]. Zatem lewa strona réwnan sklada¢ si¢ moze
jedymie z kombinacji liniowej tensora Einsteina i tensora metrycznego. Lovelock pokazal, ze tensor
A; speliajacy warunki 1-3 jest generowany ze skalara Ip poprzez réwnanie Eulera-Lagrange [75,

79]. Mozna pokazaé, ze tym skalarem jest

Ip = /dDm\/—gﬁ,

(D-1)/2]
L = Z el EkZR’“:2*”6;11‘51:::2‘5’ZR01C£1“161...Rde:kb’“, (21)
k=0
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gdzie 612N to uogdlniona delta Kroneckera ktérej definicja ma postaé

J1J2---JN
il . . . 1:1
5j1 6jN
1192...IN __

5j1j2-~~jN = det ’ ’ ) (22)

/L.N . . . lN

5j1 6JN

lub réwnowaznie: )

cidi..eydy _ 1 gc1 gdi cn sAN

BoA NN — O O OO (23)

Cecha charakterystyczna teorii Lovelock’a jest to, ze nie generuje ona osobliwych rozwigzan znalezionych

metoda perturbacyjna [80].

2.2.5 Cechy rozwiagzan grawitacyjnych réwnan pola

Rozwigzywanie réwnan pola grawitacyjnego wynikajacych z teorii wyzszych rzedéw niesie ze sobg
wiele probleméw. Takie teorie dajg bardzo skomplikowane réwnania rézniczkowe, w ktérych wys-
tepuja wysokie pochodne tensora metrycznego wzgledem wspdlrzednych, co powoduje, ze pojawia
sie nowa klasa rozwigzan niedostepnych dla klasycznej teorii Einsteina. Przykladem moze by¢ wpltyw
kwadratowej grawitacji na rozwigzania prézniowe, dzieki ktérej oprécz konwencjonalnego rozwigzania
Minkowskiego, pojawia sie réwniez rozwiazanie anty-de Sittera [81]. Ponadto pojawiaja si¢ problemy
zwigzane z niefizyczno$cia niektérych rozwiazan (brak minimalnej energii, rozwigzania typu ,run-
away” [80, 82]), co powoduje koniecznos¢ wyselekcjonowania tych fizycznych. Metody, dzigki ktérym
mozna zaradzi¢ tym problemom, to metody perturbacyjne, w ktérych klasyczne rozwiazanie Ein-
steina jest przyblizeniem bazowym, natomiast czlony wyzszego rzedu generuja poprawki do rozwigzan
[76]. Metody te rozwijane byly w teorii grawitacji z wyzszymi czlonami krzywiznowymi [83, 84,
85, 86, 54, 87] i innych dziedzinach fizyki (teoria Wheelera-Feynmana [88], relatywistyczny model
Abrahama-Lorenza [89]). Jedna z metod przyblizonych umozliwiajacych rozwiazywanie réwnan pola
grawitacyjnego wyzszego rzedu jest metoda przedstawiona w pracy [90]. Wykorzystano ja do bada-
nia szeregu interesujacych fizycznie przypadkéw, miedzy innymi: czasoprzestrzeni de Sittera, strun

kosmicznych, naladowanej czarnej dziury [90, 1, 91].

2.3 Rozwiazania czarnodziurowe w teoriach z wyzszymi czlonami krzywiznowy-
mi - przeglad

2.3.1 Czarne dziury w teorii kwadratowej

Najprostszym rozwiazaniem opisujacym czarng dziure jest rozwiazanie Schwarzschilda. Metryka ta
jest rozwigzaniem kwadratowej grawitacji bez pdél materii (15). Mozna to latwo pokazaé uwzgledni-
ajac wlasno$¢ R = R, = 0, ktéra zachodzi dla metryki Schwarzchilda.

Najprostsza teorig kwadratowa z polami materii jest teoria, w ktérej czlonem Zrédlowym jest
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pole elektromagnetyczne opisywane dzialaniem S,,

1

5= Ton

/ d2/G (R+aR® + BR4R™) +Sp. (24)
W powyzszym réwnaniu nie wystepuje skalar Kretschmanna Rgp.qR?. Takie uproszczenie kwadra-
towej grawitacji jest mozliwe poniewaz pochodna funkcjonalna ﬁ cztonu Gaussa-Boneta ﬁ(R“deRabcd—
4R R™ + R?) znika w czterech wymiarach. W przeciwienstwie do rozwigzania Schwarzschilda me-
tryka Reissnera-Nordstroma nie jest juz rozwigzaniem réwnan pola, mozliwe jest jednak znalezienie
rozwigzan w sposoéb przyblizony. Rozwigzaniem tak postawionego problemu jest wtedy niewielka

modyfikacja klasycznej metryki i mozna je zapisaé w postaci

Gab = /g\ab + Xgab + Q;Z)aba (25)

gdzie gup to rozwiazanie klasycznej teorii Einsteina, natomiast funkcje y i ¢, charakteryzuja mody-
fikacje rozwigzania klasycznego i speliaja warunki |x| < 1,%,, < gup. Przy wykorzystaniu metryki

(25) zlinearyzowane réwnania pola kwadratowej grawitacji daja sprzezony uklad réwnan

Gap (/g\ab) = 81y, (26)
8
O-m)x = —5T. (27)
2 m% c 1
(D — ml) wab + 1-— W vawa c = 167 Tab — §Tgab s (28)
0
(wabiwccgab);b = Oa (29)
gdzie maz = 6o + 20, mfz = —f, a Gy to tensor Einsteina [91]. Powyzsze réwnania moga by¢

interpretowane jako uktad trzech pdl: teoria pola grawitacyjnego g.», masywnego pola skalarnego
X oraz masywnego pola tensorowego v,,. Rozpatrujac statyczne i sferycznie symetryczny rozklad
pola elektromagnetycznego, rozwigzaniem réwnan (26) jest metryka g,, bedaca metryka Reissnera-
Nordstroma. Rozwazana symetria pola jest réwniez przyczyna znikania $ladu tensora energii-pedu,
co powoduje, ze pole skalarne x jest niewzbudzone. Rozwiazujac réwnania ze wzgledu na v, dla

przypadku r > M > ml_l, mozna otrzymaé¢ przyblizona metryke gap = Gup + U op

oM e2 2¢2 oM 2\ ! 2¢2
(B (0 2 Yo (12, ) (2
T T mir r r mir

2
+r? (1 — 7326744) (d6* + sin? 0d¢?) . (30)
1

Promien horyzontu zdarzen dla takiej czasoprzestrzeni okre$la zwigzek
v = M+ AP = &, G1)

ktéry jest taki sam jak w czasoprzestrzeni Reissnera-Nordstroma.W powyzszym rozwigzaniu potenc-
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jal Newtonowski” ulegt modyfikacji w stosunku do rozwiazania klasycznych réwnan Einsteina. Na
duzych odleglosciach, opréez sity pochodzacej od rozwiazania Reissnera-Nordstroma, czastka podlega
dodatkowej sile odpychajacej.

Charakterystyczna cecha metryki jest to, ze zerowe geodezyjne na powierzchni 6 = 0 sa takie
same jak w przypadku czasoprzestrzeni Reissnera-Nordstroma. Znajomo$§¢ metryki oraz wykorzys-
tanie podstawowych zasad termodynamiki czarnych dziur umozliwia obliczenie wielkosci termody-
namicznych takich jak temperatura Hawkinga i entropia [42]. Okazuje sig, ze temperatura Hawkinga
posiada ta sama wartos¢, jak ta obliczona dla klasycznego rozwiazania Reissnera-Nordstroma i wynosi

ona
M2 — e2

:zw(M+m)2'

Entropia jednak rézni sie od entropii liczonej dla klasycznej teorii Einsteina i da si¢ zapisa¢ w postaci

Ty (32)

A 8r2e?
S~ —+ ——. 33
4 miA (33)
Wszystkie powyzsze rozwazania na temat teorii kwadratowej sprzezonej z polem elektromagne-
tycznym mozna rozszerzy¢ do przypadku obracajacej sie naladowanej czarnej dziury. Aby otrzymaé
rozwigzania mozna uzy¢ réwnan pola (26-29) oraz tych samych metod przyblizonych, co w poprzed-

nim przypadku. Metryka czasoprzestrzeni ma ogélng postac
ds® = gudt® + 2gs5dtde + grrdr® + gpedd® + good6” (34)

i mozna aproksymowac ja metryka zlinearyzowana (25). Tensor g, opisuje klasyczna obracajaca
sie czarng dziure Kerra-Newmanna, natomiast funkcja x = 0, poniewaz tensor energii-pedu jest
bezsladowy. Wykorzystujac réwnania pola oraz tensor energii-pedu czarnej dziury Kerra-Newmana

T L(L{,(N) we wspotrzednych Boyera-Lindquista [92], mozna obliczy¢ funkcje ¥4, co prowadzi do metryki

Guv :
Alyy  a?sin?0
gt = T + e Iy,
asin®@
go = [Dly = (0 +a) Io)] =
2, 2)\2 2 o 2 sin” ¢
Goo = {(p +a) Iy — Aa®sin HI(JF)} .
I (Y
2
P
Grr = ZI(+)7 (35)
gdzie [(4) = (1 + %)’ p=r124+a?cos?0, A = r? — 2Mr + a® + €2, litera ,a” oznacza moment
1

pedu J podzielony przez mase. Wtasnoéci termodynamiczne mozna przeanalizowaé analogicznie jak

w poprzednim przypadku. Promieh horyzontu zdarzeh oraz grawitacja powierzchniowa posiadaja
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wartosci identyczne jak te obliczone dla przypadku klasycznej ogdélnej teorii wzglednosci, jednak
powierzchnia A horyzontu zdarzen juz tej wlasnoci nie ma. Entropie S mozna wyrazié poprzez trzy

parametry: A, J, i e w nastepujacy sposéb

A 82 8(4m)terJ?

S~ —
4 miA + 3mq A3 te

(36)

zalezy ona zatem nie tylko od pola powierzchni, ale tez i od innych parametréw. Interesujaca
wlasnoScig entropii jest to, ze mozna jg nadal zapisa¢ w postaci identycznej jak ta obliczona w ogélnej
teorii wzglednosci S = 4777“%{. Nalezy jednak zwrdci¢ uwage, ze réwnos¢ ta moze nie obowiazywaé w
przypadku obliczen doktadnych, a nie przyblizonych.

Modyfikacja rozwiazania Reissnera-Nordstroma wynikajaca z wlaczenia do teorii cztonéw kwadra-
towych (24) poszukiwana byla réwniez przy wykorzystaniu metod przyblizonych o duzej dokladnosci.
Wyniki przedstawiono w pracy Campanelli, Lousto i Audretsch’a, gdzie metryka otrzymana zostala
przy pomocy metody perturbacyjnej* w trzecim rzedzie dokladnoéci [1]. Analizy przeprowadzone w
[93] wykazaly, ze z powodu niefortunnej parametryzacji wykorzystywanej w pracy [1], wiele skadinad

prostych relacji, zostalo przedstawionych w sposéb nadmiernie skomplikowany.
2.3.2 Czarne dziury w teorii széstego rzedu
Metryka Schwarzschilda jest rozwigzaniem teorii kwadratowej bez pdl materii. Dodanie do dziatania
kolejnego czlonu (széstego rzedu) majacego postaé
I3 = / d*z/—g (01R3 + coRRVRY + c3RR SR, + caRYRIR, ° + ¢5s RERSR® + c6 R Ry, ¢ R .0
torBy Ry R+ es R R R ) (37)
powoduje, ze metryka Schwarzschilda nie jest rozwiazaniem w tym przypadku [84]. Na liczbowe

wspotczynniki ¢; nie sa nakladane zadne dodatkowe warunki. W pierwszym rzedzie metody per-

turbacyjnej musimy rozwigza¢ dwa réwnania

m' (r) = 487G (—98¢7 + 25¢s — 33¢ — 132¢3) (2GM)? /17
45
+ <9OC7 — 5 + 30¢g + 12003) (2GM)2 /7S, (38)
W (r) = 487G (—5dcr + 18¢s — 21cg — 84cs) (2GM)? /r7, (39)

gdzie ,prim” oznacza pochodna po wspéhrzednej r, a funkcja m (r) i ¢ (r) wiaze sie z metryka
poprzez ds? ~ —e=2¥() [1 —m (r) /r] dt? + L)/T + 72 (d6? + sin? 0d¢?). Mozna zatem zauwazy¢,

1—m(r
ze rozwiazanie Schwarzschilda moze istnie¢ tylko, gdy c3 = ¢g = ¢y = cg = 0. Obliczone z pomoca

#Metoda perturbacyjna oméwiona zostala w podrozdziale 4.1.
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standardowych metod promien horyzontu zdarzen i entropia ulegaja modyfikacji

T 3
ry = 2GM |:1 — W <603 + 507 + 506 — CS):| y (40)
9 272
S = 4nGM* + I (deq + cg) - (41)

Szczegdlnym przypadkiem teorii szdéstego rzedu jest klasyczna teoria Einsteina wzbogacona o
: 2 _ dp ef b : - p(2) s -
tylko jeden czton typu L = MiﬁR b Beq R 7. Celem dodania poprawki £ 77 jest zaabsorbowanie
dwupetlowych rozbiezno$ci kwantowej grawitacji. Alternatywa dla metody perturbacyjnej jest poszuki-

wanie rozwigzan réwnan pola w postaci rozwiniecia (ang. ,large distance expansion”) metryki

ds? ~ B (r)dt? — A(r)dr® — r? (d6? + sin® 0d¢*) typu

A@q:Z;m(%jﬁ B@Q:Z;m<%jn, (42)

gdzie L, to dlugos¢ Plancka, a wspétczynniki a,, b, sa bezwymiarowe i spelniajg warunek ag =
bp = 1[94]. Wspélczynniki ay, b, dla n > 0 wyznaczone z réwnan pola wynosza a; = 2M /M,
arp =a} dla k =2,3,4,5, ap = af + 167Taa]f_4 (54+ (k—6)5) dla k=6,7,8,9, by = —ay, by =0 dla
k=2,3,4,56, by = —16maba3, bg = bg = 0.

2.3.3 Czarne dziury w teoriach wysokiego rzedu

Rozwiazania czarnodziurowe oraz ich wlasno§ci badane byly réwniez w klasycznej teorii Einsteina
w ktérej uwzgledniono pola kwantowe. Wplyw tych pdl na dziatanie Einsteina ujawnia sie poprzez
dodanie do niego zrenormalizowanego dzialania efektywnego Wy, (19). W odréznieniu od teorii
Lovelocka, réwnania pola sa w tym przypadku bardziej skomplikowane, poniewaz wystepuja tam
wyzsze pochodne metryki. Pierwszym i koniecznym krokiem na drodze poszukiwania rozwigzan w
spos6b przyblizony jest analiza tensora energii-pedu dla réznego typu czasoprzestrzeni. Nalezy zwro-
ci¢ jeszcze raz uwage, ze jednopetlowe dzialanie efektywne W, jest obliczone w sposéb przyblizony
i znane jedynie z doktadno$cig do odwrotnosci kwadratu masy pola m. Tensor energii-pedu w czaso-
przestrzeni Schwarzschilda zostal obliczony przez Frolova i Zel’nikova [38] a nastepnie uogélniony do
czasoprzestrzeni Reissnera-Nordstroma przez Matyjaska [95] oraz Taylora, Hiscocka, Andersona dla
przypadku pola skalarnego [96]. Analiza w czasoprzestrzeni RN pokazuje, ze je$li ograniczymy si¢
do pél skalarnych (spin s=0), to wynik otrzymany metoda rozwinigcia DeWitta-Schwingera [95] jest
identyczny z wynikiem bazujacym na przyblizeniu WKB [64]. Tensor energii-pedu wykazuje réwniez
wlasno$¢ regularnoSci (nieosobliwo$ci) w czasoprzestrzeni RN na horyzoncie zdarzen [95].

Interesujacym przypadkiem ze wzgledu na swojg nieosobliwo$¢ jest metryka

oM e2 oM 2 \1 7!
ds’=—41—="=(1—tanh dt? 1—="=(1-tanh dr? + r2dQ>? 4
s { . < an 2M7“>} +{ " < an 2M7">} re +r (43)

opisujaca naladowang elektrycznie czarna dziur¢ w ktoérej pole elektryczne generowane jest przez
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elektrodynamike nieliniowa zaproponowang przez Ayon-Beato i Garcie [2] (ABG). Analogicznie, jak
dla czasoprzestrzeni RN, tensor energii-pedu <T ab (x)> mozna obliczyé dla czasoprzestrzeni ABG i
dokona¢ poréwnania. Dla przypadku konforemnie sprzezonego pola skalarnego® [85] oraz pola wek-
torowego i spinorowego [97], tensor energii-pedu w czasoprzestrzeni ABG wykazuje wiele podobienistw
do swojego odpowiednika w czasoprzestrzeni RN. Dla bardzo matych wartosci ¢ = {7 wykresy funkcji
(T (r) pokazuja, ze przypadek RN w zasadzie nie rézni sie od przypadku ABG. Powazne réznice
pojawiaja sig, gdy czarna dziura jest bliska przypadkowi ekstremalnemu. Rozszerzenie rozwazan na
przypadek pola skalarnego dowolnie sprzezonego (£ jest dowolne) wykazuje, ze matematyczna struk-
tura tensora energii-pedu RN i ABG znaczaco sie rézni. W przypadku czasoprzestrzeni RN tensor
energii-pedu ma postac (1) = Cp' + 1Dy, gdzie Cy, Dj to pewne funkcje zalezne od wspéirzednej r,
n = £—1/6, natomiast dla metryki ABG tensor ten ma postaé (T}) = T(O);z—i—nT(l)g—|—772T(2);+773T(3)g
, gdzie T(i)z to pewne funkcje zalezne od wspéhzednej r [98]. Zamiana elektrodynamiki klasycznej
na nieliniowg powoduje zatem pojawienie sie¢ dwéch nowych cztonéw: 772T (2);: i 773T (3)5 . W przy-
padku minimalnego sprzezenia pola skalarnego (¢ = 0) przy malych wartoSciach ¢ wykresy funkeji
(I dla czasoprzestrzeni RN i ABG sg podobne, jednak jesli czasoprzestrzen jest bliska przypad-
kowi ekstremalnemu to wykresy radialnej czeSci tensora energii-pedu (7)) catkowicie sie réznig [98].
Bez wzgledu na spin pola tensor energii-pedu ABG jest regularny w centrum symetrii (r = 0), co
odréznia go od osobliwego odpowiednika w czasoprzestrzeni RN [97].

Tensor energii-pedu pola skalarnego analizowany byl réwniez w czasoprzestrzeni naladowanej

elektrycznie dylatonowej czarnej dziury opisanej metryka

dr?

A(r)

ds* = A(r)dt* + + B2 (r) dQ?, (44)

1-a2 242
gdzie A(r) = (1= 25) (1= Z=) 1+ i B(r) = r? (1 — =) 1+a? [99]. Masa oraz ladunek sg zwigzane
1—a? _ rTr—
1tz )T— > €= THaz-

teoria uwzgledniajaca pole dylatonowe ¢ przechodzi w klasyczng teorie grawitacji sprzezonej z polem

z ry oraz r_ relacjami 2M =r4 + Dla szczegdlnej wartoSci parametru a = 0
elektromagnetycznym. W takim przepadku tensor energii-pedu jest taki sam, jak dla czasoprzestrzeni
RN. Istotng wartoScig jest a = 1, poniewaz taka teoria odpowiada niskoenergetycznemu przyblizeniu
teorii strun. Dla a = 1 mozna pokazaé, ze tensor energii-pedu jest rozbiezny na horyzoncie zdarzen
ale tylko dla przypadku ekstremalnego czasoprzestrzeni [100].

Zwrotne dzialanie pola skalarnego (inaczej wptyw pola) na metryke Reissnera-Nordstroma znalezione
zostalo w pierwszym rzedzie przyblizenia przez Taylora, Hiscocka i Andersona [96]. Pole traktowane
bylo jako niewielkie zaburzenie rzedu h, ktére wplywa na geometrie RN za poérednictwem tensora
energii-pedu (7}?) (20). Rozwigzanie opisujace dowolng statyczng i sferycznie-symetryczng czaso-

przestrzen moze byt przedstawione w postaci

-1
ds? = —e2¥(r) <1 - 2mr(r)) dt? + (1 — er(r)> dr? + r2d0?, (45)

®Kwantowe pole skalarne ¢ spelnia réwnanie (—D + &R+ m2) ¢ = 0, pole jest konforemnie sprzg¢zone, gdy & = 1/6.
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gdzie 1 (r) i m (r) to funkcje, ktére nalezy wyznaczy¢. O funkcjach tych zalozymy, ze maja nastepu-
jace rozwinigcia e¥(") = 1+ ep (r), m(r) = M [1 + eu (r)] — €2/(2r), gdzie € jest malym parametrem,
zdefiniowany jako € = Mp;/Mpg [96]. Funkcje p(r), p(r) odzwierciedlaja zaburzenie pochodzace

od pola kwantowego i skladaja si¢ z sumy kilkudziesieciu czlonéw typu aiﬁMT[ v . W funkec-
jach tych pojawiaja sie takze state catlkowania, odpowiednio: C7 i Cs, wybrane poprzez naturalne
warunki u(ry) = C1 i p(ry) = Cq. Stala C7 mozna zaabsorbowaé dokonujac redefinicji masy
(M + eC1) — Mpp, natomiast stala Co wyznaczy¢ poprzez warunek asymptotycznej ptaskoSci cza-
soprzestrzeni. Taka redefinicja masy (tzw. masa definiowana poprzez horyzont) prowadzi do skom-
plikowanej formuly na mase widziang z nieskonczonosci Mo = Mppy [1 + € (00)] = Mpy + 6M,
gdzie 6M jest funkcja zalezng od Mppg, e, m. Warto§¢ My, rézni sie od masy Mppy definiowanej
poprzez horyzont zdarzen i moze by¢ wieksza lub mniejsza od Mpy w zaleznoSci od znaku funkcji
dM. Dla konforemnie sprzezonego pola skalarnego (¢ = 1/6) funkcja 6M > 0, gdy spelniony jest
warunek e? /]\4%g g < 0.954463, natomiast dla minimalnie sprzezonego pola skalarnego (£ = 0) funkcja
SM > 0, gdy €? /M?B g < 0.998701. Jesli czarna dziura przejdzie w przypadek ekstremalny czarnej
dziury Reissnera-Nordstroma e? /M]23 g = 1, funkcja dM jest ujemna i niezalezna od parametru §:
oM = m. Oznacza to, ze stosunek tadunku do masy widzianej z nieskonczonosci dla
takiego przypadku jest zawsze wigkszy niz jeden. Istotna warto$cia majaca zwiazek z temperatura
Hawkinga Ty jest grawitacja powierzchniowa k (T'y = k/2m). Poprawka do grawitacji powierzch-
niowej wynikajaca z istnienia pola kwantowego oznaczona jako dk moze przyjmowaé rézny znak.
Jesli e = 0 (granica Schwarzschilda), to dx jest zawsze ujemne, gdy £ < 37/168. Oznacza to,
ze temperatura Hawkinga, po wilaczeniu pola skalarnego, zostaje obnizona w stosunku do swojego
odpowiednika bez pola. Dla przypadku ekstremalnej czarnej dziury Reissnera-Nordstroma dx > 0,
gdy £ < 5/14.

Zwrotne dzialanie pél o dowolnym spinie (s =0 L

5 929
rzystaniu tensora energii-pedu (7)) (20). W przypadku zwrotnego dzialania na metryke Reissnera-

1) na metryke, moze by¢ badane przy wyko-

Nordstroma rozwiazania przyblizone maja postac

2 2

N L AT A 1O ) (f
FO) =1 Gt s (A ) 689 (0), (46)
v (r) = —— (D9 (1) + B9 (1)), (47)

gdzie f (r) wiaze si¢ z m (r) poprzez f (r) = (1 — sz(r)) [101]. Posta¢ funkeji A®), B®), DG) | E()
zalezy od spinu pola s i mozna pokazaé, ze B1/2) = B() = g(1/2) — (1) = 0. Promien ekstremalnej
czarnej dziury dla pét spinorowych i wektorowych jest zawsze mniejszy niz tadunek czarnej dziury
Tekstr < |e|, dla pola skalarnego rersyr < |ef, jeSli € spelnia warunek [% — (E— %)] < 0 [101].
Warunek 7.5 < |e| 0znacza, ze warto$¢ promienia ekstremalnego kwantowo zmodyfikowanej czarnej
dziury jest nizsza niz warto$¢ promienia czarnej dziury Reissnera-Nordstroma, dla ktérej regser = |€]-
Dla konfiguracji ekstremalnej, bez wzgledu na spin pola, masa widziana z nieskonczonodci My, jest

zawsze mniejsza niz masa definiowana przez horyzont zdarzen Mpp. Geometria w poblizu horyzontu
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zdarzen dla przypadku ekstremalnej czarnej dziury jest opisana metryka

2
r
ds® = y—; (—dt? + dy* + y?dQ?) (48)
zatem jest typu Bertottiego-Robinsona [102,103].

Jesli w czasoprzestrzeni istnieja co najmniej trzy horyzonty, to istnieje potencjalna mozliwosc
ich potaczenia. W takim przypadku horyzont nazywa sie ultraekstremalnym [104]. Wplyw poél
kwantowych na polozenie horyzontu eltraekstremalnego badany byl w teoriach z niezerowa stala
kosmologiczng (A # 0) oraz z niezerowym polem elektromagnetycznym (e # 0). Mozna pokazaé, ze
przypadek ultraekstremalny istnieje i pojawia sie, gdy ry, My = M — Ar, i e speliaja warunki [105]

1

1 1
ri:ﬁ(l—ZA), M():ﬁ(l—?’fl)» 62:H(1_4A)' (49)

Parametr A zalezy od typu pola (skalarne, wektorowe, spinorowe) i wynosi odpowiednio

A2 (3780 (£ —1/6)> +63 (£ —1/6) —8
e (3780 (¢ — 1/6)* + 63 (¢ — 1/6) - 8) L
5670mm?2 ’

S YC) B S
2527m?2’ 1057m?’

(50)

Pola kwantowe moga mie¢ znaczacy wplyw réwniez na wielkoSci termodynamiczne czarnej dziury
RN (temperatura Hawkinga, entropia). Wykorzystujac metode Noether [51, 106] lub korzystajac z

pierwszej zasady termodynamiki mozna pokazac, ze entropia wynosi

1 2 s 1 s 1 s 1 s
S ~ m"i - ng 562 (62 - ri) ag ) _ §e4a§1 ) _ 3 (37"1 - 6627“3 + 564) aé ) — 164(1% )
1 s 1 s s
—562 (47"3r - 762) a(7) ~ Iz (14627”3_ — 37“f1|r - 1764) aé ) _ (ri — 262)2 ozg() )
1 s s
+§ (e—ri ) (e4ry) ago) = mr? + A5G, (51)

gdzie wspélczynniki ags) zalezg od spinu pola i sg to te same wspélczynniki, ktére wystepuja w
dziataniu efektywnym W, (19) [107]. Entropia jest obliczona w sposéb przyblizony (pierwszy rzad
przyblizenia [107]). Przyblizenie jest poprawne, gdy wpltyw pola kwantowego jest niewielki. Entropia
w ogdblnosci narusza regule ,entropia=1/4 powierzchni horyzontu”. Przechodzac do przypadku ek-

stremalnego r = r_ mozna pokaza¢, ze przyblizona wartos¢ promienia ekstremalnego wynosi

1

Tekstr = M - m

(4@518) + 80425) + 304%8) + 304(75) + 60«&8) + 12a5(f)> , (52)

co prowadzi do redukcji wartoéci entropii do S ~ me?. Entropia ma warto$¢ niezalezna od spinu pola,
spehia regule ,entropia=1/4 powierzchni horyzontu” oraz jest identyczna z przypadkiem klasycznej

czarnej dziury Reissnera-Nordstroma.
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2.3.4 Czarne dziury Gaussa-Bonneta

Czarne dziury Gaussa-Bonneta to kolejna grupa rozwiagzan rozpatrywana w czasoprzestrzeni d-
wymiarowej. Dzialanie Einsteina-Hilberta z wlaczonym do niego czlonem Gaussa-Bonneta, stalg

kosmologiczna A oraz materia S, ma postaé

1 d
= — — —2A L
R /d 2v/=g (R =2 + aLap) + S, (53)
gdzie Lap = Rapea R — 4Ry, R™ + R? [81]. Réwnania pola takiej teorii to
Gab + aHab + Agab - 87TGTab7 (54)

gdzie G to tensor Einsteina, natomiast Hgy to tensor pochodzacy od czlonu Gaussa-Bonneta

1
Hyy =2 {RRab — 2RgcRf — 2R Rycha + RaCdeRbcde} — 59aLan- (55)

Pierwsza czarna dziura w tej teorii (statyczna, sferycznie symetryczna) odkryta zostata przez Boul-
wara i Desera [81]. Rozwazano wtedy przypadek prézniowy T, = 0 z ujemna stala kosmologiczna
A < 0. Rozwigzanie to mozna uogélni¢ zakladajac, ze horyzont zdarzen moze by¢ hiperpowierzch-
nia o stalej dodatniej, ujemnej lub zerowej krzywiZznie. Przy takim zalozeniu rozwiazania nalezy
poszukiwaé w postaci

ds? = —e¥dt* + e*dr® + r?h;jdaida?, (56)

w ktérej funkcje v, A zaleza jedynie od r, a czlon hijdxid:vj reprezentuje element liniowy (d — 2)-
wymiarowej hiperpowierzchni o stalej krzywiznie (d — 2) (d — 3) k i objetoSci X,. Bez straty ogélnosci
mozna rozwazy¢ trzy przypadki £ = —1,0,1. Analiza réwnan pola dla takiej teorii prowadzi do

znalezienia ich rozwigzania doktadnego w postaci

2 ~ ~
o _on T 64rGaM 4o
= =kt — (114 — e —
© = * g ( \/ TSR R (57)

gdzie & = (d—3)(d —4)«, M to masa natomiast stala kosmologiczna zostala wyrazona poprzez
A=—-(d-1)(d+2)/ (212). Przypadek sferycznie symetryczny k=1 to wspomniane rozwigzanie
znalezione przez Boulwara i Desera [81].

7Z analizy przypadku M = 0 wynika, ze parametr & musi spemia¢ 4a/1> < 1 w przeciwnym
wypadku teoria nie jest zdefiniowana. Je§li M = 0 oraz 4a/I? = 1, dwie galezie rozwiazan lacza
sie w jedno, dajac e ) = k + % Analizujac gérng galaz rozwigzania oznaczong znakiem ,plus”
Boulware i Deser pokazali, ze propagujace si¢ grawitony sa typu ghost a takze jedli k = 11 1/12 =
0, rozwiazanie jest asymptotycznie typu AdS-Schwarzschild z ujemna masa [81]. Niepozadane z
punktu widzenia fizyki wlasnoSci powoduja, ze przypadek ten jest mniej interesujacy i w dalszych

rozwazaniach zostanie pominiety. Temperatura Hawkinga oraz entropia czarnej dziury (57) maja
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postaé’

(d—1)r% + (d — 3) ki*r% + (d — 5) ak?I?
B Arl?ry (r? + 2ak)

1 !
P )
4r ©

r=r4
¥yrd? (d —2) 2ak
= 1 .
S i Ta-n 2 (58)

Rozpatrujac temperature Hawkinga jako funkcje ry, mozna zauwazy¢, ze wykazuje ona zréznicow-
ane zachowanie w zaleznoSci od przypadku k=-1,0,1. W przypadku uproszczonym & = 0 dla k=-
1,0, odwrotnost temperatury Hawkinga jest nieskoficzona w r = 0 i wraz ze wzrostem 7, maleje
monotonicznie do zera [108]. Takie zachowanie oznacza, ze czarna dziura jest ukladem stabilnym
termodynamicznie. W przypadku & = 0, k = 1 pojawia si¢ przejécie fazowe powodujace termody-
namiczng niestabilno$¢ dla czarnej dziury o malym promieniu, a stabilno$¢ dla przypadku o duzym
promieniu [109].

Jesli & #£ 0, to wielkoSci termodynamiczne zaczynaja znaczaco zaleze¢ od samego &, typu czaso-

przestrzeni k = —1,0, 1, oraz od wymiaru czasoprzestrzeni d.
Dla a # 0, kK = 0 temperatura Hawkinga, entropia, pojemnoé¢ cieplna C' = %’ energia swobodna
F =M — TS oraz promien horyzontu zdarzen
d—1 _ 2
r¢ " =167GI"M/ (d —2) Xy, (59)

sg niezalezne od parametru . Wielkosci te maja identyczne wartosci jak te rozwazane bez cztonu
Gaussa-Bonneta [109]. Nalezy zwréci¢é uwage, ze wielkosci termodynamiczne sa identyczne mimo, ze
samo rozwiazanie réwnan pola (57) rézni sie od przypadku pozbawionego czlonu Gaussa-Bonneta.
Z analizy przypadku & # 0, k = —1 wynika, ze horyzont zdarzen posiada warto$¢ minimalng
min- Warto§¢ minimalna jest osiagana wtedy, gdy czarna dziura jest ekstremalna. Promien 7y,
oraz masa ekstremalna M,,; (masa liczona dla przypadku ekstremalnego) silnie zaleza od wymiaru
czasoprzestrzeni. Jednak, gdy spemiony jest warunek 4a/I?> = 1, to wielkosci te od wymiaru nie
zalezg i wWynoszg rmin = [2/2 , Myt = 0. Funkcja temperatury Hawkinga w zaleznosci od horyzontu
zdarzen jest zawsze monotoniczna i rosngca oraz ma swoj poczatek w punkcie i, dla ktérego wynosi
zero. Wyjatkiem jest przypadek 4a/1?> = 1, dla ktérego punkt ryi, zaczyna sie od temperatury
Ty = 1/v/27l , a nie od zera. Z powyzszych wlasnoéci wynika, ze czarne dziury tego typu sa

termodynamiczne stabilne. Czarna dziura posiada spodziewana osobliwo$¢ w punkcie r = 0 oraz,

gdy ~ d—3 ~ 2

+
i Meyy < M < 0. Obie osobliwoéci znajdujg sie wewnatrz horyzontu zdarzen. Wykorzystujac metryke
(57) mozna pokazaé réwniez, ze promien horyzontu zdarzen musi spelmiaé warunek ry > 2a.

W przypadku & # 0, k = 1 wyréznia sie wymiar d = 5 wzgledem wymiaréw d > 6. Jeéli d = 5, to

SMasa czarnej dziury zostala wyrazona poprzez polozenie horyzontu zdarzeh r .
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wykres temperatury zaczyna sie¢ od zera w punkcie r4 = 0 i dazy do nieskonczonoéci, gdy ry — oo.
Natomiast dla d > 6 wykres ten rozpoczyna si¢ nieskonczonoscia w r = 0. Zaleznos¢ temperatury
dla d > 6 jest podobna do przypadku teorii bez czlonu Gaussa-Bonneta, natomiast przypadek d =5

rézni sie¢ od przypadku teorii bez tego cztonu. Dla d = 5 horyzont zdarzen wynosi

2 1 (_1 . \/1 | 4{167GM/ (3%) — a}> | (61)

2 12

co powoduje, ze masa czarnej dziury M jest ograniczona warto$cia M > My = 3X,a/ (16wG). Czarna
dziure o danym promieniu horyzontu zdarzen mozna sklasyfikowaé pod wzgledem stabilnoSci termo-

dynamicznej. Warto$¢ horyzontu zdarzen mozna podzieli¢ na trzy charakterystyczne przedzialy:

0 < rpo<r, C>0,
r < ry<ry C <0,
rg < ry <oo,C >0, (62)

12 124 16a 120\ 2
2

W punktach rq i ro pojemnos¢ cieplna C' jest rozbiezna. W pierwszym i trzecim przedziale pojemnosé

gdzie

cieplna C jest dodatnia, a w drugim ujemna, zatem czarna dziura jest niestabilna termodynamicznie
tylko w drugim przedziale warto$ci. Powyzsza analiza jest stuszna tylko, gdy speliony jest warunek
36a/1? < 1. Jedli 36a/12 = 1, drugi przedzial niestabilnosci znika i czarna dziura spelniajaca warunek
36a/1? > 1 jest zawsze stabilna.

Powyzsza analiza dotyczyta czarnych dziur Gaussa-Bonneta z ujemna stalg kosmologiczng. Czarne
dziury te maja geometri¢ asymptotyczng Anty-de Sittera (AdS). Podobna analiza zostala doko-
nana dla czarnych dziur Gaussa-Bonneta z geometriag asymptotyczna de Siterra (dS) [110]. Punk-
tem startowym jest teoria opisywana przez dzialanie (53). Stala kosmologiczna ma znak dodatni
A = (d—1)(d—2)/(21?), a tensor energii-pedu wynosi zero. Rozwigzanie poszukiwane jest przy

zalozeniu sferycznej symetrii

ds? = —e2dt? + e dr? 4 r?dQ3%_,, (64)

gdzie alQ?l_2 jest metryka (d — 2)-wymiarowej sfery jednostkowej o powierzchni Q4 o = %.

Jest to zatem przypadek mniej ogélny niz rozwazany wcze$niej. Rozwiazanie réwnan pola prowadzi

do
2 647rGaM 4
e2u:e—2A:1+T<1i\/1+< oo _,_70‘ ] (65)

20 d— 2) Qd,QTd_l [2

Metryka ta posiada osobliwo$¢ w r = 0, gdy & > 0, natomiast jeSli & < 0, pojawia sie¢ dodatkowa os-

obliwo$¢ w punkcie, w ktérym wyrazenie pod pierwiastkiem si¢ zeruje. Mimo, ze stata kosmologiczna
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jest dodatnia dla M = 0, rozwigzanie moze przyjmowaé asymptotycznie geometrie Anty-de Sittera
dla galezi rozwiazania +, pod warunkiem, ze & > 0. Dla przypadku a < 0, M = 0 czasoprzestrzen
dla dwéch galezi + jest asymptotycznie geometrig de Sittera, jednak w tym przypadku parametr &
musi speia¢ warunek &/I1?> > —1/4, w przeciwnym razie teoria nie jest poprawnie zdefiniowana.

W pierwszej kolejnoéci rozwazony zostanie przypadek & > 0. Mozna pokazaé, ze czarna dziura

—3) 2 — — o
ri =T12= (Qd(d E)ll) <1 + \/l + —(d (dl)_(;i)2 ) Z;) . (66)

Dla d = 5 istnieja dwa promienie o wartosciach r, = 71 = 0 oraz r, = ro = [2/2 . Promien ry jest

jest ekstremalna, gdy

maksymalnym promieniem czarnej dziury, powyzej ktérego pojawia sie naga osobliwo$¢. Odwrotnosé
temperatury Hawkinga dla d = 5 jest nieskoniczona w punkcie ry = 0, nastepnie osiaga minimum, aby
znowu przej$t do nieskoficzonosci, gdy osiggnie promien maksymalnej czarnej dziury ro. Pojemnosc

cieplna jest dodatnia (stabilnoé¢ termodynamiczna) w przedziale

12 124 16a 12a\ 2
0<ri<r§:4<1+lf) \/1+l20‘(1+l20‘> -1, (67)

a negatywna dla
re <ri < 1%/2. (68)

Gérna granica przedziatu [2/2 to kwadrat diugoéci promienia maksymalnej czarnej dziury w pieciu
wymiarach. Wlasno$¢ pojemnosci cieplnej jest zatem inna niz w teorii pozbawionej cztonu Gaussa-
Bonneta, gdzie jest ona zawsze ujemna. Dla d > 6 istnieje tylko jeden promien horyzontu zdarzen
r1, dla ktérego czarna dziura jest ekstremalna; odwrotnos$¢ temperatury zawsze ro$nie zaczynajac od
zera w punkcie r; = 0 a konhczac na nieskonczonoéci w punkcie r1; pojemno$é cieplna jest zawsze
negatywna. Wtasnoéci te upodabniaja czarne dziury tego typu do czarnych dziur Schwarzschilda-de
Sittera z teorii pozbawionej cztonéw Gaussa-Bonneta.
Przechodzac do przypadku a < 0, przy wykorzystaniu warunku, aby entropia byla pozytywna,
mozna pokazaé, ze horyzont zdarzen musi spelia¢ nieréwnos§é
d—

ri > _Q&f' (69)

NN\

Dla d = 5 na horyzont narzucone jest dodatkowe ograniczenie ri > 12/2, wynikajace z wyma-
gania, aby temperatura Hawkinga byla dodatnia. Horyzont zdarzen dla d = 5 musi zatem nalezec¢

do przedziatu —6a > r%r > [?/2, a tym samym musi by¢ réwniez spemiony warunek

a/l?> > —1/12. (70)
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Pojemnosc¢ cieplna natomiast posiada dwa przypadki charakterystyczne, w ktérych zmienia swéj znak

12 12& 16a 12a\ 2
ri:4<1+l20‘) HE\/H;(H;) . (71)

Sa one rzeczywiste tylko wtedy, gdy & /1> < —1/12 co jest w sprzecznoéci z warunkiem (70). Oznacza

to, ze pojemno§¢ cieplna nie posiada punktéw zerowania sie i jest zawsze ujemna, co $wiadczy o
niestabilnoéci (podobnie jak przypadek pozbawiony cztonéw Gaussa-Bonneta).

Dla wymiaréw d > 6 czarna dziura jest ekstremalna dla dwéch promieni horyzontu zdarzeh o
warto$ciach (66). Aby promienie te byly rzeczywiste, musi by¢ spetniony warunek a/I? > 4((1(:11_7){22;75).
Okazuje sig, ze mniejszy z promieni ekstremalnej czarnej dziury nie spelia warunku (69). Ogranicze-
nie to powoduje, ze wykres temperatury rozpoczyna sie skonczona wartoéciag w punkcie (69) i dazy
monotonicznie do nieskoficzono$ci ktéra osigga w punkcie (71). W tym przedziale czarna dziura jest
niestabilna tak jak i w przypadku czasoprzestrzeni pieciowymiarowe;j.

Poprzednie rozwazania dotyczyly teorii Gaussa-Bonneta bez pdl materii .S,,, = 0. Najprostszym
rozszerzeniem tej teorii uwzgledniajacym pola materii jest uwzglednienie bezzrédlowego pola elek-
tromagnetycznego Sy, = _Flgg J ddmﬁFabF @b Mozna poszukiwaé rozwiazania w postaci metryki

e

statycznej (56), co powoduje, ze rozwiazaniem réwnan Maxwella jest pole elektryczne E (r) = D

wytworzone przez tadunek e . Ogdlne rozwigzanie dla takiej konfiguracji opisuje metryka

2 M 2
S gl M 1 (d-3e
e=e " =k+ o 14,144 o R C) ) (72)
gdzie M = é?fg%c , € = ﬁ, A = —(d—1)(d—2)(2?) [111, 112]. Czarna dziura Gaussa-

Bonneta bez pél materii moze posiadaé dodatkows osobliwo$¢ w punkcie r = r, > 0 (ang. ,branch
singularity”). Taka dodatkowa osobliwo$¢ posiada réwniez naladowana czarna dziura Gaussa-Bonneta.

Polozenie tej osobliwosci, niezalezne od k, wyznacza réwnanie

~  — 4a\ it (n—3)e?
M=M=—-(1-— )= . 73
b ( 12) I 273 (73)

Obecnos¢ niezerowego tadunku umozliwia pojawienie sie osobliwo$ci dla masy M > 0, co w przypadku
e = 0 jest mozliwe, jak juz wspomniano, jedynie dla masy M < 0. Przykladem zachowania osobli-
wego w poblizu 7, jest zachowanie skalara Kretschmana I = R®“R y.q ~ O [(r — rb)_?’]. Osobli-
wosC tg mozna poréwnac z osobliwo§cig czasoprzestrzeni Reissnera-Nordstroma Ipy = RObedR 1+ 1~
O [EQ /T4d_8] i przekona¢ sie, ze lagodniej zmierza do nieskonczonoéci. Dla k = 1,0 i galezi ,plus”’
metryki (72) horyzont zdarzen nie pojawia sie. Je§li k = —1, horyzont zdarzen pojawia sie dla obu

galtezi. JeSli czarna dziura jest ekstremalna, relacje miedzy promieniem horyzontu zdarzeh ry = re,,

"Metryka (72) posiada dwie galezie rozwigzan, co sugeruje znak +.
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masg M = M., i ladunkiem € = €., mozna zapisa¢ w postaci

~ ~ [ (d-2) kE (d—4)ak?
“ Ter |:(d - 3) 12 " Tg{t - (d - 3) rg:r ’ <7 )
5 o 22D rg1 (d-3)k  (d—5)ak?
€ = Ca= | p 5 + 1 . (75)
(d—3) T Tex

Dla d = 5 relacja okreslajaca €2, jest taka sama, jak w klasycznej teorii wzglednoéci, co oznacza, ze dla
danego promienia ekstremalnego 7., zaréwno w teorii Gaussa-Bonneta, jak i Einsteina, tadunek €2,
jest ten sam. Ta sama prawidlowo$¢ nie dotyczy jednak masy ekstremalnej. Prawa strona réwnania
(75) musi by¢ dodatnia, w przeciwnym wypadku rozwiazanie ekstremalne nie isnieje. Prawa strona
réwnania moze by¢ ponadto funkcjg monotoniczng, co oznacza, ze kazdej konfiguracji ekstremalnej
odpowiada doktadnie jedna masa ekstremalna. Je$li jednak funkcja monotoniczng nie jest, to dla
pewnego ustalonego tadunku €2, istnieja dwa (lub wigcej) horyzonty ekstremalne, a wiec i masy Mw.
Istnieje jednak wartos¢ horyzontu ekstremalnego r., = r4, dla ktérej nastepuje degeneracja - i dla
danego €2, jest tylko jedna wartoéé horyzontu ekstremalnego. Dla A = 0 zdegenerowany horyzont

pojawia sie¢ w

d—4)(d—-5),
a zatem k musi wynosi¢ —1. Jedli A £ 0 to
_ (d-3)*’B
= D A2 (77)
gdzie
B_ki‘k‘\/1_4a(d—1)(d—2)id—4)(d—5)’ 78
(d—3)"12

a zatem mogg istnie¢ dwa promienie rgy w zalezno$ci od wyboru gatezi dodatniej lub ujemnej we
wzorze okreSlajacym B.

Na czarng dziure Gaussa-Bonneta-Maxwella-A mozna spojrze¢ bardziej szczegétowo pod katem
liczby horyzontéw zdarzen i struktury czasoprzestrzeni [112]. Mozna dokona¢ klasyfikacji pod wzgle-

dem wartosci statej kosmologicznej oraz typu czasoprzestrzeni okre$lonej przez parametr k:

e Dla A =01k =1 galaz dodatnia rozwiazania (72) prezentuje naga osobliwo$¢ (brak horyzontu
zdarzen). Dla gatezi ujemnej rozwigzanie ekstremalne posiada dodatnig mase® Me(; )~ 0. Dla
masy M < Me(; ) rozwigzanie jest nagg osobliwoScig, natomiast, gdy M > Me(; ) pojawiajg sie

dwa horyzonty: wewnetrzny i zdarzen.

e Dla A = 01 k = 0 analogicznie jak poprzednio gataz dodatnia nie posiada rozwiazan z hory-
zontem zdarzen. Dla galezi ujemnej charakterystyczne jest to, ze gdy M — 0% to rp, — 00,

natomiast gdy masa jest ujemna, horyzont zdarzen nie pojawia sig.

8Znak minus w gérnym indeksie oznacza, ze wielkosé ta dotyczy galezi rozwiazania ze znakiem ujemnym.
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Dla A =01 k = —1 galaz dodatnia posiada horyzont zdarzen, a takze pojawiaja sie horyzonty
ekstremalne, lecz tylko dla d > 6 (dla d = 5 horyzonty ekstremalne nie istnieja). Gdy |e]| < |e4],
to istnieja dwa horyzonty ekstremalne - gdy Me(;r ) = Me(;ﬂ oraz ]\Nfe(;r ) = Mégﬂ. Wtedy
to istnieje pewna wartoS¢ M B taka, ze dla M < M, B, horyzont zdarzen nie istnieje. Dla
]\73 < M < ]\76(;+) oraz M > 1\7,333*) istnieje horyzont zdarzen, natomiast dla Ne(;ﬂ < M <
Méﬁ” istnieja trzy horyzonty (wewnetrzny, zdarzen i kosmologiczny). Dla czasoprzestrzeni
pieciowymiarowej w ogéle nie pojawia si¢ horyzont, gdy M < M, B, gdzie M B to pewna wartosc
masy. Dla galezi ujemnej istnieje pewna wartos¢ M p taka, ze dla M < M, B istnieje horyzont
kosmologiczny oraz czasoprzestrzen jest nagg osobliwoscia. Dla M > M B horyzont nie pojawia
sie.

Dla A > 01 k =1 galaz dodatnia nie posiada rozwigzan z horyzontem zdarzen. Galaz ujemna
posiada horyzonty oraz istnieja rozwiazania ekstremalne. Gdy |€]| < |€4], to istnieja dwa hory-
zonty ekstremalne Me(;_) i ]f\\/[/e(;ﬂ. Dla M < Me(;_) istnieje jedynie horyzont kosmologiczny, a
czasoprzestrzen jest naga osobliwoécig. Dla Méalf) <M< Mg*) czasoprzestrzen posiada trzy
horyzonty: wewnetrzny, zdarzen i kosmologiczny. Dla M > Me(i_) istnieje jedynie horyzont

kosmologiczny.

Dla A > 01i k = 0 galaz dodatnia nie posiada rozwigzan z horyzontem zdarzen. Galaz ujemna

posiada horyzont kosmologiczny, a rozwigzanie jest naga osobliwoScia.
Dla A > 01i k = —1 struktura horyzontéw jest podobna do przypadku A=01ik = —1.

Dla A < 0i k = 1 galaz dodatnia nie posiada rozwigzan z horyzontem zdarzen. Dla galezi
ujemnej rozwigzanie ekstremalne istnieje dla kazdego € . Masa przypadku ekstremalnego jest
dodatnia dla d > 6 oraz J\Z(Q) >adad=5. Dla M < Mé;) nie ma horyzontéw, z kolei dla

M > Me(; ) istnieje horyzont wewnetrzny i horyzont zdarzen.

Dla A < 0i k = 0 galaz dodatnia rozwiazan nie posiada horyzontéw (naga osobliwo$¢).
Struktura czasoprzestrzeni dla galezi ujemnej jest podobna do przypadku A < 0ik =1, z

tg réznicam ze dla d = 5 masa ekstremalna spelnia warunek Mé; > 0.

Dla A < 01ik = —11i galezi ujemnej dla kazdego tadunku istnieje rozwiazanie ekstremalne. Dla
M < Me(z_ ) nie ma horyzontéw, dla Me(; ) < M < M, B istnieje horyzont wewnetrzny i horyzont
zdarzen, a dla M > M B rozwiazanie

posiada horyzont zdarzen. Gatgz dodatnia rozwigzan posiada rozwigzania czarnodziurowe oraz,

co charakterystyczne, rozwigzanie ekstremalne (r.,; # 0) mozna otrzymaé dla przypadku ze-

rowej masy Mé;) =0.

Kolejna modyfikacja teorii Gaussa-Bonneta jest zastapienie klasycznego pola elektromagnety-

cznego teorig alternatywna, jaka jest elektrodynamika Borna-Infelda. Rozpatrywana jest zatem
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teoria, w ktérej pole materii w dziataniu (53) ma postaé

Sm = \/det (bgab + Fab) + \/_ det YGab- (79)

Elektrodynamika Borna-Infelda zostata wprowadzona w 1934 roku. Jej celem bylo uzyskanie skonc-
zonej energii elektronu [113]. Obecnie teoria ta ma swoja motywacje z punktu widzenia teorii strun,
poniewaz pojawia sie jako jej niskoenergetyczne przyblizenie [114]. Poszukujac rozwiazan czarnodz-
iurowych w pieciowymiarowe]j czasoprzestrzeni, mozna pokazac, ze analogon rozwiagzania Reissnera-

Nordstroma ma postaé

2 2 16 2 8 b2
e = e =14~ (14 20 20 (4b? — 2A) 4 o /r LS
4o Ao mrd 3 33

VI

RS [ d
_8 - a/ T ’ (80)
T Vb + L6

gdzie m to masa, L = (%)1/ 3 a, e to tadunek elektryczny [115]. Cecha charakterystyczna tego

rozwiazania jest to, ze nie posiada ono w centrum osobliwoéci w sensie metrycznym

1
214 3
lime? =1 — <m— L 7) , (81)

r—0 liye’ 2

gdzie v =T'(1/3)T'(7/6) /\/7. Aby rozwiazanie bylo rzeczywiste, przy zalozeniu o > 0, wyrazenie
pod pierwiastkiem nie moze by¢ ujemne, a zatem m > m, = gb2L47. Warto$¢ masy m = me
(masa krytyczna) jest szczegélna, poniewaz czasoprzestrzen nie posiada wtedy w centrum osobliwo$ci
stozkowej.

Liczba horyzontéw zmienia sie w zalezno$ci od wartoSci masy. Dla A = 0 oraz m > m. + 7«
istnieje tylko jeden horyzont. Dla m < m.+7« istnieja dwa horyzonty i w tym sensie czasoprzestrzen
przypomina rozwiazanie Reissnera-Nordstréoma. Jesli m = m.+ ma, to jeden z horyzontéw znajduje
sie w r = 0.

Czarne dziury Gaussa-Bonneta mozna zbada¢ pod katem stabilno$ci. Rozwigzanie jest stabilne
jesli pod wplywem niewielkiego poczgtkowego zaburzenia nastepuje wzgledem niego oscylacja w
czasie. JeSli natomiast to niewielkie zaburzenie powoduje, ze rozwiazanie w miare uplywu czasu
coraz bardziej si¢ zmienia, to wtedy jest rozwigzaniem niestabilnym [116, 117]. Aby zbada¢ stabilnoé¢
sferycznie symetrycznej czarnej dziury bez p6l materii opisanej metryka (65) (A = 0), nalezy rozwazy¢
jej zaburzenie

Gab — Gab + hab- (82)

Badanie stabilno§ci sprowadza sie w praktyce do znalezienia rozwigzania réwnania pola Einsteina-
Gaussa-Bonneta (54) dla prézni ze wzgledu na hgp, a nastepnie przeanalizowania jego zachowania.
Istniejg trzy typy zaburzen hyy: skalarne, wektorowe i tensorowe. Nazwy te pochodza od sposobu

transformacji tych wielkoéci w obrebie podprzestrzeni x; (do x; nie naleza wspéhrzedne r, t) [118]. Z

39



40 2  Wstep

kombinacji liniowej tych trzech typéw zaburzen mozna odtworzy¢ dowolne zaburzenie.
Najprostszym typem zaburzenia jest zaburzenie tensorowe okre$lone poprzez dodatkowe warunki
[118]
hii = hyj = 0. (83)

Poszukiwane jest rozwigzanie réwnan w postaci
hij (t,r,x) = r2e“ty (1) hij (z), (84)

gdzie Eij jest funkcjg wlasng operatora Laplace’a, x natomiast oznacza wspélrzedne rézne od r, t
[119]. Po wprowadzeniu nowej funkcji @ (r) = x (r) K () [119] oraz przejéciu do nowych wspétrzed-
nych r* zdefiniowanych poprzez zwigzek dr* /dr = € (gdzie 2! to skladowa metryki (64)), z réwnan

pola mozna otrzymaé¢ réwnanie rézniczkowe postaci

d>®
dr*2

+V(r(*)®=—-w?=Ed. (85)

Jesli rozwigzanie tego réwnania istnieje dla w > 0, to mamy do czynienia z niestabilno$cia, poniewaz
h;j ciggle wzrasta wraz z uptywem czasu. Réwnania zostaly doprowadzone do postaci przypomina-
jacej réwnanie Schrodingera (85), poniewaz mozna wtedy spojrzeé¢ na zagadnienie niestabilno$ci jako
na problem istnienia stanéw zwigzanych o ujemnej energii £ < 0. Analiza réwnania (85) pokazuje
[119], Ze stabilno$¢ rozwigzan zalezy od wymiaru czasoprzestrzeni. Dla D # 6 oraz a > 0 asympto-
tycznie plaska czarna dziura o dodatniej masie jest zawsze stabilna. Jednak jeSli D = 6, to istnieje
pewna wartoS¢ masy, ponizej ktorej rozwigzanie zachowuje sie niestabilnie.

Rozwazania nad stabilno$ciag mozna uogdlni¢ na teorie Gaussa-Bonneta bez pél materii, ale tym
razem z niezerowg stalg kosmologiczng oraz rozpatrzy¢ czarne dziury opisane rozwigzaniem typu
(56). Analogicznie, jak w poprzednim przypadku, niestabilno$¢ wystepuje ponizej pewnej wartoSci
krytycznej masy dla przypadku rozwigzan z horyzontem zdarzen o dodatniej krzywiznie k = 1 dla
wymiaréw D = 6 [120]. Dla przypadku rozwiazan z horyzontem zdarzen o ujemnej krzywiznie
k = —1, powyzej pewnej masy krytycznej wystepuje niestabilno$§¢ dla dowolnego wymiaru D.

Podobnej analizy stabilno$ci mozna dokona¢ dla zaburzen typu wektorowego oraz skalarnego.
Analogiczne, jak w przypadku zaburzen tensorowych, operacje prowadzg do analizy istnienia rozwigzan
réwnania typu (85). Okazuje sie, ze zaburzenia typu wektorowego sa zawsze stabilne, natomiast dla
D =5 istnieja niestabilnosci typu skalarnego [121].

Pod katem stabilno$ci rozwigzan badane byly réwniez czarne dziury w teorii EDGB (Einstein-

Dilaton-Gauss-Bonnet). Teoria taka jest opisana dzialaniem
R 1 o
= [ d*ay/=g | = + =0,00° —e’L 6
S / z/ g<2+4 ¢ ¢+8g2e GB>, (86)

gdzie ¢ to pole dylatonowe [73], a Lgp to czlon Gaussa-Bonneta. Badana czarna dziura opisana jest

metryka sferycznie symetryczna (64). Stabilno$¢ takiej czarnej dziury byta badana ze wzgledu na
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liniowe zaburzenie typu

I'(r,t) = I (r)+60(r)e“,
A(r,t) = A(r)+0A(r)e"?,
¢(rit) = ¢(r)+d¢(r) e, (87)

gdzie funkcje I' i A wiaza sie¢ z metryka relacjami I' = 2v oraz A = 2« [122]. Doktadna wartosé
funkcji ' (r) 1 A () nie jest znana, co nie przeszkadza w dowodzie stabilnosci, jesli zalozona zostanie
asymptotyczna plasko$¢ rozwigzan oraz istnienie horyzontu zdarzen. Analogicznie, jak w poprzed-
nich przypadkach dowéd opiera sie na analizie réwnania typu Schrodingera (85) i wykazaniu, ze

rozwigzania dla w > 0 nie istnieja.

2.3.5 Czarne dziury w teorii Lovelocka

Rozszerzeniem teorii Gaussa-Bonneta jest teoria Lovelocka. Szczegdlnym jej przypadkiem jest ogranicze-
nie Lagranzjanu (21) do postaci
L=cy+c,ly (88)

zawierajacego jedynie stalg kosmologiczng Ly oraz jeden czlton L, gdzie n > 1. Ogblnym rozwigzaniem

réwnan pola jest metryka (56) spehiajaca warunek

e = o =) (89)

Metryke te mozna przedstawi¢ w postaci [123, 124, 125]

fr)=k=rF(r), (90)
gdzie F (r) spelnia réwnanie

160GM

/C\O +/c\nFn (T) = (d—Q)Zd 2T.d727

(91)

gdzie M to masa, a X455 objetos¢ (d — 2)-wymiarowej hiperpowierzchni o stalej krzywiznie, oraz

~ Co ~ ~ .
= GnEozy 0T b G=alihd-g) dan>1 (92)
Jedli parametr ¢y zapisany zostanie w postaci ¢o = —1/12, natomiast parametr ¢,, posiadajacy wymiar

[dhugodé]?" 2, w postaci ¢, = a® 2, to rozwigzaniem jest funkcja
1/n

1 167G M 1 _

Flr) = + T ((d—2)£d T T 72) dla n = parzyste (03)
= ‘ A |
Zﬂﬁ? = 21)6551;{“1 T+ dla n = nieparzyste,
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gdzie x = (11—21)%% + l%

Metryka ta dla n < (d — 1) /2, oprécz osobliwo$ci w r = 0, moze posiada¢ osobliwo$¢ dodatkows
dla takiego r dla ktérego spelniony jest warunek xz = 0. Dla n parzystego mozna zauwazy¢, ze
rozwigzanie prézniowe M = 0 jest poprawne tylko wtedy, gdy stala kosmologiczna jest dodatnia
(12 > 0).

Analize rozwigzania mozna podzieli¢ na trzy przypadki: o zerowej, dodatniej oraz ujemnej statej

kosmologiczne;j:

e W przypadku zerowej stalej kosmologicznej 1/12 = 0 jesli n = (d — 1) /2 rozwiazanie

(d=2)%q—2

16nGM
(d—2)2q—2

1/
k+ a2—12/n ( 16mG M ) " dla n = parzyste
f(r)= A (94)
E_ sign(x)

a2-2/n

dla n = nieparzyste,

istnieje jedynie dla wymiaréw nieparzystych i opisuje defekt topologiczny. Mimo, ze funkcja
f(r) jest stala to dla d > 3 niektére skalary krzywizny sa rozbiezne, gdy r — 0. Jesli n <
(d—1) /2, to rozwiazanie jest asymptotycznie plaskie i moze opisywaé naga osobliwo$¢ lub
czarng dziure: rozwiazanie jest zawsze naga osobliwoscia jeSli £k = 0,—1; natomiast czarng

dziura opisana rozwigzaniem postaci

1/n
167GM > ’ (95)

f(’f’) =1 _7.2 <(d— 2) Ed72rd—1

dla k =1, M > 0 oraz dowolnego n. Przechodzac do witasciwosci termodynamicznych, mozna

pokaza¢, ze temperatura Hawkinga jest zwigzana z promieniem horyzontu zdarzen poprzez

d—2n—1 1
4mn T4

zwigzek T = . Wykorzystujac pierwsze prawo termodynamiki, mozna pokazac, ze

entropia S ma postaé
d—2)S4_ona?"? pd—2n
4G d—2n 7

i spelia klasyczng regule ,entropia = 1/4 * powierzchni czarnej dziury” jedynie dla n = 1.

g |

(96)

Dla n > 1 entropia ma zawsze mniejsza wartoS¢, niz entropia dla n = 1. Pojemno$¢ cieplna

C = %—% < 0, analogicznie jak dla czasoprzestrzeni Schwarzschilda, jest zawsze ujemna, co

prowadzi do niestabilno$ci termodynamiczne;j.
e W przypadku stalej kosmologicznej dodatniej [? > 0 otrzymujemy rozwigzanie

2

1/n
k+ azzz/n ((dl_(i;r)%]y_Q + %2) dlan = parzyste

16mGM | 1
(d=2)2q—2 ' 12

fr)= (97)

2 1/n

k— a2i2/n

dla n = nieparzyste.

Analogicznie jak poprzednio dla n = (d — 1) /2 rozwiazanie opisuje defekt topologiczny, nato-
miast dla n < (d — 1) /2 czarng dziure lub naga osobliwo$¢. Dla k = 1 moga pojawiaé sie dwa

horyzonty: zdarzen r; i kosmologiczny r.. Horyzonty te tacza si¢, gdy temperatura Hawkinga
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wynosi zero, osiaggajac wspélny promien r, = r4 = r. = (dzf_”f L a%%) / . Dlak =20
rozwigzanie zawsze opisuje naga osobliwo$¢. Dla k = —1 galaz dodatnia f (r) moze by¢ czarna
dziura. Je§li M > 0, to pojawia sie¢ horyzont wewnetrzny i zdarzen, ktére lacza sie, gdy
temperatura Hawkinga sie zeruje (horyzont minimalny). Jes§li M = 0, to rozwiazanie nadal

opisuje czarng dziure o promieniu 7y = (l / al_”) L/n (horyzont maksymalny). Dla przypadku

k= —1, M > 0 interesujaca jest potencjalna ujemno$¢ entropii poniewaz wynosi ona
(d—2)%35 n 2n—2,.d—2
S =Cy— QAT 98
0 4G d—-2n + o (98)
gdzie Cy stata calkowania. Problem ujemno$ci entropii nie wystepuje w przypadku k = —1,

M < 0.

e W przypadku ujemnej stalej kosmologicznej 12 < 0 czyli ¢y > 0 réwnanie (91) nie posiada
rozwigzan dla parzystych n. Dla k = 0,1 rozwigzanie opisuje nagg osobliwo$¢, natomiast dla

k = —1 mozliwe sg rozwigzania opisujace czarng dziure.

Inny typ teorii Lovelocka okreslony jest poprzez szczegdlny dobér wspélezynnikéw ¢, w dziataniu

(21). Wspdlczynniki ¢, okreSlone sg poprzez

-1
(D — QP)!Din ( ! ) [7P*2r dla D=2n-1
p

. (99)
(D — 2p)! ( " ) [~D+2 dla D = 2n,
p

gdzie D to wymiar czasoprzestrzeni, a [ to dtugo$¢. Taki dobdr wspdtezynnikéw wynika z zadania
od Lagranzjanu niezmienniczosci ze wzgledu na grupe Anty-de Sittera [126]. Mozna pokazac, ze

rozwigzanie réwnan pola dla czasoprzestrzeni typu (89) ma postaé

oo 1
b (M) T4 (5)? dlaD=2n
Fr) = ) 2 (100)
k- <M+Co)"’1 +(2)? dlaD=2n—1,

gdzie 50 to dowolna stala. Przechodzac do wilasnoSci termodynamicznych mozna zauwazy¢, ze tem-

peratura Hawkinga

dr(n—1)r4+ (101)
ik < dla D =2n-1

2ml?

T = { @D /7 gl D = 2n

znaczaco rézni sie w swoim zachowania w zalezno$ci od parzystoSci badz nieparzystosci wymiaru

czasoprzestrzeni. Entropia w wymiarach parzystych ma postac
91D/2-1
S:wﬂﬂk+(rl+” kY (102)
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natomiast dla wymiaréw nieparzystych wyraza si¢ poprzez sume

n—1
n—2 1 re2mtl o
S=4 - 1)1 — roemm 103

m

gdzie D = 2n — 1. Entropia w ogélnoéci nie spehia klasycznej reguty entropia=1/4 powierzchni”.

Aby zbada¢ stabilno§¢ termodynamiczng, niezbedna jest znajomoS$¢ pojemnosci cieplnej, ktéra wynosi

[kt(re /02" 2 [@n—1)(r1 /1)* K] -
@D dla D = 2n (104

n

47 (0= 1)y [+ (/1] dla D = 2n — 1.

27 (n — 1) r2
o Jm-nn

Aby szczegdtowo przeanalizowaé otrzymane powyzej wielkosci, wygodnie jest podzieli¢ je na trzy

grupy k= —1,0,—1:

e Dla k£ = 1 mozliwe jest ustalenie dowolnej stalej 50, wystepujacej w (100), w taki sposéb, zeby
przy znikaniu energii réwniez znikal horyzont zdarzen [126]. Taki warunek prowadzi do tego,
ze dla wymiaru parzystego 50 = 0, a dla nieparzystego 50 = 1. Rozwiagzanie (100) dla k =1

posiada jeden horyzont zdarzen, przy czym doktadne obliczenie mozliwe jest dla wymiaréw

nieparzystych i wynosi r, = l\/ (M + 1)ﬁ — 1. Temperatura dla wymiaru parzystego dazy do
zera T — 0, gdy v+ — 0, dla nieparzystego T' — oo, gdy r+ — 0. Dla wymiaru nieparzystego
czarna dziura jest zawsze stabilna (C' > 0), jednak dla wymiaru parzystego czarna dziura
jest niestabilna, gdy 7 < I/v/2n — 1. W punkcie ry = I//2n — 1 pojemnoéé cieplna osiaga

nieskonczong wartosc.

e Dla k = 0 stata C wynosi C = 0, bez wzgledu na wymiar. Horyzont zdarzeh r, wynosi

. { 1(2M /1) 2 (105)

IMz-2

Temperatura Hawkinga, bez wzgledu na wymiar, dazy do zera, gdy masa dazy do zera, a zatem

i pojemno&¢ cieplna jest zawsze dodatnia.

e W przypadku k£ = —1, po wczedniejszym ustaleniu stalej 5’0 = 0, mozna obliczy¢ horyzont
zdarzen dla wymiaru nieparzystego i wynosi on ry = [\/ M T + 1. Z réwnania (100) mozna
zauwazyc¢, ze r4 > [. Wlasno§¢ ta pozwala stwierdzi¢, ze pojemnoS$¢ cieplna jest zawsze dodat-
nia. Dla tego przypadku wystepuje réwniez ujemna masa krytyczna M, jesli n = 2k + 2, gdzie
k jest liczba catkowita. Dla wymiaréw parzystych wynosi ona

ot 1 2k+1

2k + 2

l

2V 2k + 2

M, = (106)

natomiast dla nieparzystych M. = —1.
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Rozwiazanie réwnan pola (100) mozna rozszerzyé poprzez wlaczenie dzialania Maxwella [126].

Dla takiego przypadku ma ono postaé

1

k;—(QM“éO— & _)HJF % dla D =2n
f(r) = - Twe) ) (107)
=~ 2 n—
k-(M—f-Co—m) 1+(%) dla D =2n — 1.
Czasoprzestrzen moze mie¢ dwa horyzonty r_ i r4, posiada takze, oprécz osobliwosci w r = 0,

dodatkowa osobliwoéé?

r. spelniajaca warunek 0 < r. < r_— < r4. Entropia opisana jest identycznymi
zaleznosciami (102-103) jak w przypadku pozbawionym pola elektromagnetycznego.
Interesujace jest zachowanie pojemnosci cieplnej, poniewaz dla nieparzystych wymiaréw D jest

ona zawsze dodatnia i skoficzona oraz wynosi zero (C, = 0), gdy spelniony jest warunek

4 (k)" 2=/ - 1yrP (108)

Warunek ten gwarantuje nie tylko zerowanie si¢ pojemnosci cieplnej, ale tez powoduje, ze czarna
dziura staje si¢ wtedy ekstremalna 7" = 0.

Dla wymiaréw D parzystych, jesli £ = 1, pojemnoé¢ cieplna C, moze by¢ ujemna lub dodatnia,
a takze nieskonczona. Nieskonczono$¢ ta pojawia sie w punktach przejécia z C. < 0 do C, > 0 [127].
Jedli k = —1,0, to pojemnoS¢ cieplna jest zawsze skonczona i dodatnia [128].

Rozwazania dotyczace rozwigzan czarnodziurowych wymagaly specyfikacji wspélczynnikéw c,
w dzialaniu Lovelocka (21). Mozliwa jest analiza temperatury Hawkinga, entropii oraz pojemnoSci
cieplnej bez specyfikacji wspétczynnikéw c,,, jednak przy zalozeniu, ze hiperpowierzchnia horyzontu

zdarzen jest plaska (k = 0) [129]. Temperatura Hawkinga przyjmuje wtedy nadzwyczaj prosta postaé

D —1)¢
Ty=0 = (477)0“” (109)
i nie zawiera wspétezynnikéw ¢, n > 0. Z kolei entropia wynosi
YprP—2
Sheo = Z2 (110)

gdzie X Drf =2 to powierzchnia horyzontu zdarzen, a zatem zawsze spelnia regule ,entropia=1 /4

powierzchni horyzontu zdarzen”.

(D-2)SprP =t
16w co;

co przy pomocy réwnania (109) pozwala wykazaé, ze czarna dziura jest zawsze stabilna termody-

Jesli k = 0, to masa wyrazona poprzez horyzont zdarzen przyjmuje posta¢ Mp_g =

namicznie (C' > 0).
W czterech wymiarach obowiazuje reguta, ktéra méwi, ze dowolne rozwiazanie sferycznie sym-
etryczne w prézni mozna doprowadzi¢ do rozwiazania Schwarzschilda (twierdzenie Birkhoffa). W

przypadku ogélnej teorii Lovelocka mozna udowodni¢ analogon tego twierdzenia [130], ktére méwi:

9Tstnienie osobliwoéci 7. mozna zauwazyé¢ analizujac zachowanie skalara krzywizny R.

45



46 2  Wstep

rozwigzanie réwnania pola teorii Lovelocka bez pdél materii o symetrii sferycznej, euklidesowej lub
hiperbolicznej mozna zawsze doprowadzi¢ do statycznego rozwiazania czarnodziurowego typu (89).

Badanie stabilno$ci czarnych dziur Lovelocka sprowadza sie, analogicznie jak w przypadku teorii
Gaussa-Bonneta, do pytania o istnienia rozwigzan réwnania (85). Jawna postaé funkcji potencjalu
V (r (r*)) zalezy od rodzaju zaburzen: skalarnych, wektorowych lub tensorowych [131]. Najprostszym
rozszerzeniem teorii Gaussa-Bonneta, badanym pod katem stabilnosci, jest teoria Lovelocka trzeciego
rzedu L = coLlo + c1L1 + coLo + c3L3. Dla wymiaréw D < 6 rozpatrywanie takiej teorii nie jest
konieczne jednak dla D =71 D = 8 nalezy ja uwzgledni¢. Wprowadzajac nowe zmienne ¢y = —2A,
c1 =1, co=a/21ics = /3, mozna dokona¢ analizy stabilnosci ze wzgledu na zaburzenia tensorowe
sferycznie symetrycznych czarnej dziury (k=1) opisanej metryka (89) [132]. Dla « > 0, 5 > 0, gdy
D = 7 czarna dziura jest zawsze stabilna, natomiast, gdy D = 8 istnieje masa krytyczna czarnej
dziury ponizej ktorej staje sie ona niestabilna.

Jesli speliony jest warunek cg = —2A = 0 oraz ¢, > 0, mozna udowodni¢ trzy ogélne twierdzenia

dotyczace stabilnosci czarnej dziury opisanej metryka (89):

e ponizej pewnej masy krytycznej i dla wymiaréw parzystych czarna dziura jest niestabilna ze

wzgledu na zaburzenia typu tensorowego [133]

e dla zaburzen skalarnych istnieje pewna masa krytyczna ponizej ktoérej wystepuje niestabilnose

(niestabilno$¢ ta pojawia sie jedynie dla wymiaréw nieparzystych) [134]
e czarna dziura jest zawsze stabilna ze wzgledu na zaburzenia wektorowe [134]

7 powyzszych twierdzeh wynika wniosek, ze w teorii Lovelocka niewielkie czarne dziury sg zawsze

niestabilne (bez wzgledu na wymiar).
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3 Zwiazek kwantowej teorii pola w zakrzywionej czasoprzestrzeni

z teoria z wyzszymi czlonami krzywiznowymi

Zadaniem poprzedniego rozdzialu bylo wprowadzenie w tematyke czarnych dziur w teoriach z wyzszymi
czltonami krzywiznowymi. W tym rozdziale przedstawione zostana podstawy teoretyczne oraz metody
stosowane w oryginalnej czesci rozprawy. Pokazane zostanie, ze wpltyw poél kwantowych na geometrie
czasoprzestrzeni moze byé w pewnych przypadkach interpretowany jako teoria z wyzszymi cztonami
krzywiznowymi. Pokazane zostanie, ze kluczowym i niezbednym krokiem do poznania wpltywu pél
kwantowych jest obliczenie tzw. wspétczynnikéw HaMiDeW [a,]. Przedstawionych zostanie kilka

metod obliczen tych wspétezynnikéw.

3.1 Wplyw kwantowego pola skalarnego na geometrie czasoprzestrzeni

Kwantowe pola skalarne propagujace si¢ w klasycznej zakrzywionej czasoprzestrzeni opisane jest

funkcjonatem dzialaniem
4 loa 1 2 1 5.
Sm = [ dz*\/—g —§V Vo — §£R¢> —5m o, (111)

gdzie R to skalar krzywizny, £ to dowolna liczba rzeczywista okreslajaca sprzezenie pola z krzy-
wizng, a m to masa pola. Poprzez analogie z poétklasyczna elektrodynamika, gdzie klasyczne pole
elektromagnetyczne jest sprzezone z wartoScia oczekiwang operatora pradu, poszukiwana jest teoria
oparta na réwnaniach Einsteina, gdzie tensor energii-pedu jest traktowany jako warto$¢ oczekiwana
operatora Ty, czyli

Ry — %Rgab + Agap = 87 (Ttyp) - (112)

Zakladajac, ze znany jest obiekt (Tgp), mozna podjaé prébe rozwiazania powyzszego réwnania i
pozna¢ wplyw ukladu kwantowego na geometrie czasoprzestrzeni. Problem ten moze by¢ przefor-

mutowany w taki sposéb, ze poszukiwane jest dziatanie efektywne W, ktérego pochodna funkcjonalna

2 W
V=g g2
torowa, postacia propagatora Feynmana G znana relacja [135]

liczona wzgledem metryki wynosi = (T,p). Drzialanie efektywne W jest zwiazane z opera-

W= —%z’ tr{In (—Gr)}. (113)

Operacja tr{...} zdefiniowana jest jako trM = [daz*\/—g (x| M |z), gdzie |z) to wektory wlasne
operatora zt: x#|z’) = 2P |2'), (2" |2') = 6 (2",2"). Operator G jest zwiazany z propagatorem

Feynmana poprzez element macierzowy Gr (z,2') = (x| G |2'). Zdefiniowanie dzialania efektywnego
(out, 0Ty ]0,in)

poprzez (113) powoduje, ze (1),,) jest reprezentowany przez element macierzowy ot 0 im0y gdzie
|0,in) oraz |0, out) oznaczaja stany prézni in i out. Funkcja Greena G (z,x’) spelnia réwnanie
5 — K
(O-¢R-m?) G (2,0) = - 2E %), (114)

N
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gdzie 0 = ¢g""V,V, jest kowariantnym operatorem D’Alemberta. W przypadku pola skalarnego
funkcja Greena jest biskalarem, to znaczy obiektem dwupunktowym, ktéry transformuje sie jak
skalar ze wzgledu na zmiane wspétrzednych zaréwno w punkcie x, jak i 2’. Mozna jg wyrazi¢ wyko-
rzystujac formalizm czasu wlasnego DeWitta-Schwingera [5]. Pierwszym krokiem tego formalizmu

jest zapisanie funkcji Greena w postaci catkowej
oo
/ds x,s ‘:L‘ 0) (115)
0

gdzie funkcja (x, s |2’,0) jest wyrazona w postaci

. . o0
(x,s ‘x’,0> — 1 _imis exp (;Z) A2 Z (is)" an (m,x’) lim ag = 1. (116)
n=0

(47is)? =

Jest to tzw. ,ansatz” DeWitta [5]. Funkcja o = o (z, ) to funkcja dwupunktowa, ktéra zdefiniowana
jest jako potowa kwadratu dlugoéci geodezyjnej poprowadzonej miedzy punktami z i z’. Funkcja

A = A (x,2') zdefiniowana jest przez
A=A (z,2') = (=g) % () det (Vy Vo) (—g) 1/ () (117)

i nazywana wyznacznikiem Van Vlecka-Morette [5]. Wspélezynniki a,, sa znane pod wieloma nazwami:
wspolezynniki jadra cieplnego (ang. ,heat kernel coefficients” ), wspoétczynniki HaMiDeW, wspélezyn-
niki HMDS, wspétczynniki DeWitta, wspétczynniki Seeleya-Gilkeya lub wspétezynniki Minakshisundarama-
Plejela. Nazwy te pochodzg od nazwisk oséb, ktore wnioslty znaczacy wkiad w rozwéj dziedziny fizyki
matematycznej dotyczacej tych obiektéw. Wykorzystujac réwnanie Greena (114), mozna pokazac,

ze a, spelnia réwnanie rekurencyjne

it + (N4 1) gy — A2 (Al/%n) " = _Reay, (118)

a

an = Gy (az,x') ,

Szczegdlnie istotne dla rozwiazania problemu zwrotnego dzialania pola na geometrie czasoprzestrzeni
jest policzenie wspoétczynnikéw a,, w granicy koincydencji. Granica koincydencji a,, oznaczona jako
[ay] jest zdefiniowana nastepujaco:

lan] = lim ap (z,2"). (119)

lf—)aj
Wykorzystujac wzory (113), (115) oraz (116) mozna pokazaé, ze dzialanie efektywne W wiaze sie ze

wspoétczynnikami [a,| poprzez

~ 322 Z/ ds*e e (is)” /dx‘lf[an]- (120)
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Fundamentalne znaczenie dla znajomosci dzialania efektywnego maja zatem wspétczynniki [ay,]. Dzi-
alanie W mozna symbolicznie zapisa¢ jako sume obiektéw: nieskoniczonego Wy, oraz skonczonego
Wien- W wyniku procedury regularyzacji nieskonczonoéci dziatanie Wy;, skutkuje pojawieniem sig
w dzialaniu Einsteina dodatkowych cztonéw: R2, Ry, R*, Rap.aR%°? [135]. Dziatanie W, po up-

rzednim wycatkowaniu po zmiennej s wynosi

1 X (n—23)
Wren = 3972 nz:::} ((mQ)TL)Z /d4ﬂj\/jg[an] (121)

Wspélezynniki [a,] w jawnej postaci to niezmienniki krzywiznowe, ktérych rzad jest tym wyzszy, im
wyzszy jest indeks n. Chcac zatem rozwiaza¢ rownania Einsteina nalezy poszukaé rozwiazan teorii z
wyzszymi cztonami krzywiznowymi. Policzenie W, wymaga znajomoSci wszystkich wspélczynnikéw
[an], gdzie n=3, 4, 5,..., co. Operacja ta jest niemozliwa ze wzgledu na szybki wzrost komplikacji
obliczen wraz ze wzrostem indeksu n wspétezynnika [a,]. W pewnych przypadkach uzasadnione jest
rozpatrywanie jedynie kilku pierwszych wyrazéw sumy (121), np. n = 3,4, a pominiecie pozostatych.

Takie uproszczenie jest uzasadnione w przypadku, gdy masa m pola jest dostatecznie duza.

3.2 Bitensory o, A2, A~Y2 oraz ich granice koincydencji

Najwazniejszym obiektem niezbednym w obliczeniach wspétczynnikéw HaMiDeW jest funkcja Synge’a
o(z,2') (tzw. ,world function”) [136,137]. Funkcja ta jest polowa kwadratu dlugosci geodezyjnej
pomiedzy punktami 2’ i 2 [136] i dla czasoprzestrzeni plaskiej ma postaé o = 31, (z — 2/)* (z — /)P,

Najprostsze wlasnosci funkcji Synge’a 1 jej pochodnych kowariantnych to [136,137]

[0] = limo (z,2") =0, (122)
T—x’!
0] = limoy, (:E,x’) =0, (123)
z—z’
[U;ab] = xh_{rxllo—;ab (.%', ml) = Ga'b' (124)
oraz
90404 = 0. (125)

Wyznacznik Van Vlecka-Morette [5,136] jest zdefiniowany jako
A=A (z,2") = (—g) " (x) det (Vy Vao) (—g) 2 () . (126)
Biorac granice koincydencji powyzszego réwnania, mozna otrzymac
(A] = (=¢') " det ([oay]) (127)
Obiekt [o4y] mozna obliczy¢ wykorzystujac wlasno$é [o4p] = gop oraz twierdzenie Synge’a

r— [A. 4] (128)
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stuszne dla dowolnego bitensora A, gdzie kropki oznaczaja dowolne indeksy (primowane i niepri-

mowane) [5,136]. Z obliczen wynika tozsamo$¢ [oay] = —gany, co prowadzi do
[A] = 1. (129)
Pierwiastek wyznacznika Van Vlecka-Morette A'/2 spelia réwnanie

ANY? = 2 (A1/2> o+ A2 (130)

a
ktére analogicznie jak (125) w przypadku o, umozliwia obliczenie granic koincydencji [A}l{Zan} w
sposéb rekurencyjny (dowdéd [136]). Nalezy zwrécic uwage, ze do obliczen niezbedna jest znajomosé
granic koincydencji pochodnych funkcji o.

Obliczenie [A;ﬁ( in] wymaga skorzystania z tozsamo$ci

AYVIATY2 — (131)

1/2 ]

przy zalozeniu, ze znane sa odpowiednie obiekty [Ag|” 4,

3.3 Metody obliczania wspélczynnikéw |a,,]
3.3.1 Metoda rekurencyjna jawnie kowariantna

Podstawowa metoda obliczania wspoétczynnikéw [ag] i [V, V...V, ax] jest metoda rekurencyjna
jawnie kowariantna [138, 137, 5, 139]. Pierwszym jej krokiem jest utworzenie réwnania umozliwia-
jacego obliczenie [a,]. Do tego celu wykorzystywane jest réwnanie (118) rozpatrywane w granicy
koincydencji. Po zamianie indekséw m — n — 1 i elementarnych przeksztalceniach pozwala ono

otrzymac tozsamosc

1 o .
an) = - {—R§ [an-a] + (672 (AM2a,1) 7] - [J’“an;a]} . (132)
Korzystajac z wlasnosci [AB] = [A] [B], gdzie A i B to dowolne funkcje dwupunktowe mozna otrzy-
maé
1 ~1/2 1/2 a 1/2;a
an) = —{=Rlana] + A7 (182,17 [an-1] + 222 [ap-1d
1Ay 1,) = 0] [anal } - (133)
Zatem do obliczenia [a,] wymagana jest znajomos¢ obiektéw [an.al, [an—1], [a,_1.,"]; [ATY2], [0,

[Al/Q] i [AI/Z;QG]. Metoda otrzymywania granic koincydencji bitensoréw o, AYV2 A=1/2 oraz

ich pochodnych zostata przedstawiona w rozdziale 3.2, dlatego zalozono, ze funkcje [A‘l/ 2], [07],
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[A1/2]7 [A1/2 "] sa juz znane. Ich jawna posta¢ to

0] = [a7YF) =0,
(A2 = [AT) =1,
A2 0] = éR. (134)

Po uwzglednieniu powyzszych tozsamoSci w (133) mozna otrzymacé

on] = 5 { ~Rélon-a] + Rlona] + fan 11| (135)

Réwnanie (135) ma charakter rekurencyjny w tym sensie, ze posiadanie informacji o granicy koincy-
dencji dwéch wspétezynnikéw nizszego rzedu [an-1] oraz [a,_;.,] umozliwia obliczenie wspdtczyn-
nikéw wyzszego rzedu [a,]. Kolejnym krokiem jest obliczenie wspétczynnikéw [an—1] i [a,_1.,%]
przy ponownym wykorzystaniu réwnania (118). Na podstawie réwnania (118) mozna okresli¢ praw-

idlowos¢, ktora wskazuje, jakie obiekty nalezy obliczy¢, zeby uzyskaé poszukiwany [a,]. Stosujac oz-

naczenia [Qk.q,..a.,) = [a,(ﬂm)] aby obliczy¢ [aflo)] = [ay] nalezy uprzednio obliczy¢ obiekty [aglozl], agllzl],
2 1 2 3 4 0 2 3 4 5 6 0

031 (o], ], (0], (o], [afo), (], a3), [af2s). (o). [afs). (o). [0} g)..o. ag”),

alV , a? ooy a®]. Na przyklad, jesli celem jest obliczenie wspélczynnika [a1], to do obliczen
0 0 0

niezbedna jest znajomoS$¢ trzech wspoélezynnikéw [a(()o)], [a((]l)], [a(() )] Ogélna zasada obliczen méwi,

(0)

ze im wyzszy jest indeks n wspolezynnika [ay, '], tym wieksza liczbe wspotezynnikéw nizszego rzedu

nalezy obliczy¢ aby go uzyskac i tym samym wzrasta komplikacja obliczen. Oprécz wspétezynnikéw
[ag) ] nalezy réwniez posiadaé odpowiednie wspotezynniki [AY/207)] [A=1/2(0)] [6(9)], co wynika z
(n)

réwnania (133). Roéwniez dla tych bitensoréw istnieje zasada, ktéra méwi, ze aby obliczy¢ [a;, ]

nalezy posiada¢ granice koincydencji

[A1/2], [Al/Z(l)],..., [A1/2(n+2)]’ (136)
[A12) (A2 AT (137)

oraz
o], [e®],.... o™+, (138)

Cztery pierwsze wspélczynniki HaMideW w granicy koincydencji maja postac:

[ag) = 1, (139)
1
w = (&- ) (140
1 1 1 1 1 1
— 7R2 - R2 - 2R2 7R a - R 7R ba _ 7R R(lb 7R Rabcd
a2} 72 5 R G T 5 T30 180 ab T 57g tabed
+ﬁRabcdR“bd, (141)
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lag] = af” + 0§ + €20 + 2, (142)
gdzie
(0) 11 3 17 a 1 ab;c 1 ac:b 1 abed:e 1 a
= — Rt R R"— — Ry R — — Ry e R + — Rypeq. e R%¢ + — RR®
3 1680 T 5040 2520 1260 %% * 560" Labed: * 180"
1 1 1 109 73
— R*°4+ — RWR®— _—R., °‘R®_ " RR4,R®+ ——R,R.*R"
Togo b T g ttab 630" abe 9520 tabtt T F ggq tablte
1 1 19 1
RRupe Rabcd Rupee Racbd RupR. Racbd _ RupeaR abRcdef 143
Toqg Habed T 75 tabied T G0 b ed 189" abed™tef ’ (143)
(1) 1 3 1 a 11 a 1 abed 1 a b 1 ab
= —— R~ —R.R"— —RR,"— — RRupeaR™ — —R_, % "~ —R,R
3 72 30 180 e T qgp’Tabed 60 @ b T gpihab
1 ab
+gg RBa B,
(2) I s, 1 w1 a (3) L3
_ 1 L p.roylpr e — __R3 144
al SR+ 5 RR+ (RR, al R (144)

3.3.2 Metoda obliczania z wykorzystaniem wspélczynnikéw Hadamarda

Metoda ta wykorzystuje zwiazek pomiedzy dwiema reprezentacjami propagatora Feynmana: reprezen-
tacja DeWitta-Schwingera (wsp6tezynniki a,, (x, ")) i reprezentacja Hadamarda (wspétezynniki Hadamarda).
Zwiazek ten pozwala znalez¢ odpowiednie wspdlczynniki HaMiDeW majac odpowiednie wspdlczyn-
niki Hadamarda. Pierwszym krokiem tej metody jest wyrazenie d-wymiarowego propagatora Feyn-

mana w reprezentacji Hadamarda [139, 140, 71, 141, 142] w postaci

d/2 —2)! U(z,x)
2(2m)d/2 [o(x,2") + ie]d/Qfl

GF(x,2') =i ( +V(x,2")In[o(x,2") +ie] + W(x,2") |, (145)
gdzie U(x, '), V(x,2") i W(x, 2') to nieosobliwe biskalary, natomiast d jest wymiarem czasoprzestrzeni.
Powyzsza reprezentacja jest stuszna dla czasoprzestrzeni o wymiarze parzystym. Po przedstawieniu

funkcji U(x, 2’), V(z,2') 1 W(z,2') za pomoca szeregu

d/2—-2

U(z,z') = Z Up (z,2") o™ (z,2), (146)
n=0
+oo

V(z,2') = Z Vi (m,x’) o" (x,:v') , (147)
n=0
+0o0

W(x,2') = Z W, (z,2") o™ (z,a") (148)
n=0

i wykorzystaniu réwnania Greena (114) mozna pokazaé, ze kazdy ze wspotczynnikéw Hadamarda

Un(z,2"), Vp(z,2') i Wy(x,2') spelnia réwnania rekurencyjne. Dla wspélezynnika U, maja one
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postac [140]

(n+1)2n+4 —d)Uns1 + 20 + 4 — A)Up 1100 — (20 + 4 — d) U1 ATV2AY2 530
+ (0, —m*—€ER)U, =0 dla n=0,1,....d/2 3, (149)

Uy = A2, (150)
Wspdtczynniki V,, spelniaja réwnania

(n+1)2n 4 d)Vni1 + 20 + 1)Vt 1.40% — 2(n + 1)V ATV2AY2 g0
+ (0, —m*—€ER)V, =0 dla neN, (151)

(d = 2)Vo + 2Vp,a0™® — 2VoATVZAY2 050 4 (O, —m? — ER) Uypy 5 = 0. (152)
Wspéiczynniki W, spelniaja réwnania

(n+1)2n + d) Wit + 2(n 4+ D)Wyi140°0 — 2(n 4+ 1)W, ATY2AY2, 5
+(4An+ 24 d) Vg + 2Viy 100" — 2V 1 ATY2AL2, g0
+ (0, —m? —ER)W,, =0 dla neN. (153)

Miedzy wspélczynnikami a,, oraz V,, istnieje zwigzek

-1 n+1 B
Vn(xv .’L'/) = 2n+d/2(_1n!)(d/2 _ 2)!An+d/2—l(m2; Z, xl)a dlan €N,
AV2q,(z,2') = An(m?=0;z,2). (154)

Roéwnania (149-152) pozwalaja obliczy¢ wspétezynniki [V,] dla czasoprzestrzeni o wymiarze d = 4, a

nastepnie otrzymac za pomoca relacji (154) odpowiadajace im wspétczynniki [ag].

3.3.3 Metoda obliczania poprzez rozwiniecie Taylora we wspélrzednych normalnych

Prekursorem obliczania wspétczynnikéw [ag] poprzez rozwinigcie Taylora we wspéhrzednych normal-
nych byt Sakai [143]. Metoda ta do otrzymania wspélczynnikéw [ax] wykorzystuje wyrézniony uklad
wspolrzednych tzw. wspélrzednych normalnych. W pierwszym kroku metody nalezy przedstawic
funkcje (x, s [2’,0) w alternatywnej do (116) postaci

2

o iT
——e ™S exp | — | U (z,2, s), 155
(47is)? P ( 4s ) ( ) (155)

(x,s |x',0>: ¢

gdzie 7 to polowa kwadratu dlugo$ci geodezyjnej pomiedzy punktami z’ i x. Zamiast dowolnej
wspoéhrzednej x nalezy wprowadzi¢ szczegélne wspéhrzedne tzw. wspoélrzedne normalne (ang. ,Rie-

mann normal coordinates”) oznaczone y. Wspélrzedne normalne y maja swoj poczatek w punkcie
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a’ oraz spehiaja wlasnoSci [144, 145, 146, 147]

gab|x’ = MNabs Fcab|x’ = 07

e 0, ¢ =0, T =0 itd. (156)

ab,ay) o ab,aiaz) . ab,aiaza3) .

Po szeregu przeksztalcen [148, 149], wykorzystujac réwnanie Greena (114), mozna otrzymac

tozsamosé, ktora spelia funkcja U (y, 0, s) we wspélrzednych normalnych

Z%Z = —VV,U + £RU — % [vaU+Uva ln(—g)l/ﬂ. (157)

Po podstawieniu U (y,0,s) = (—g)fl/4 Y oo2 o (@s)" fn (y,0) alternatywna postaé powyzszego wzoru

to
(n+1) far = (=) 0 {v=09"0 [(=) V1] } = Rfw =y Vafarr  (158)
Poniewaz celem jest otrzymanie wspélezynnika [a,], nalezy znaé relacje wiazaca go z f,. Jest ona
zadana przez [f,| = [a,]. Rozwiniecie Taylora funkeji f,, wokét punktu y = 0 do rzedu k to
k
W = F00) + D em A (0) y ey (159)

gdzie f,(lm) 0) = [fn;(al...an)] /ml, fT(LO) (0) = [fn]. Parametr ¢ ma znaczenie informacyjne, a potega
przy nim znakuje rzad rozwiniecia Taylora. Wspdéczynnik f,(Lm) (0) wiaze si¢ z [a,] poprzez relacje

A (0) = [an]). Réwnanie (158) mozna przedstawi¢ w postaci szeregu Taylora wokét punktu y = 0.
Poszukiwane rozwigzanie réwnania (158) jest wtedy réwnowazne poszukiwaniu rozwigzania kazdego

jego m-tego rzedu rozwiniecia

(m) o am _ p L0 ( ~1/4 { el ( -1/4 (07m+2)) }
Rﬂwq. (160)
Operacja hm Yo 8§m ma na celu wydobycie z wyrazenia, na ktére dziala, jego m-tego rozwinigcia Tay-

lora. Powyzsze réwnania nalezy rozwiagza¢ aby znalezé f7(10) (0) = [ap]. Jest to mozliwe tylko wtedy,
gdy znamy rozwiniecia Taylora obiektéw /—g, g% ,(—g)fl/ 4. Zatem kluczowym posunieciem bedzie
teraz znalezienie rozwinigcia we wspéirzednych normalnych wszystkich elementéw metrycznych!?,
analogicznie jak to ma miejsce w réwnaniu (159). Tradycyjna metoda rozwijana jest skomplikowana
obliczeniowo [144], dlatego postuzono si¢ bardziej efektywna [150]. Podstawa tej metody jest algo-
e (y)

rytm rozwijania tetrady'! w szereg Taylora we wspoéhrzednych normalnych. Opiera si¢ on na

10Flementy metryczne to wszelkie obiekty skonstruowane przy pomocy metryki, miedzy innymi g, v/—g, R.
"W kazdym wyrazeniu, w ktérym pojawia sie tetrada el litery greckie znakujg numer tetrady, natomiast tacinskie
sktadowe tetrady.
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rekurencyjnym zwiazku okreSlajacym wspétczynniki rozwiniecia

n—1
n+1

(y- Vo) el (0) = " (y- V)" > [RE, (0) e (0)] (161)

gdzie B%, (0) = R*, (0)y%’, natomiast obiekty Vo, R, (0), el (0) liczone sa w punkcie y = 0.

abv

Wynikiem zastosowania tego algorytmu jest

~ 1 1
e:1+6R+E(y-VO)R+..., (162)

gdzie R =R”, (0), 1= dn, e = e((ly) (y), oraz y - Vo = y*Vo,. Powyzszy wzér celowo zostal przed-
stawiony w sposob bezindeksowy. Wprowadzenie niekonwencjonalnego bezindeksowego formalizmu
jest uzasadnione. Unikniecie jawnej manipulacji indeksami przyspiesza lub w pewnych przypadkach
umozliwia jakiekolwiek obliczenia. Taka sytuacja pojawia sie w przypadku obliczen [a4], poniewaz
nalezy wtedy rozwinaé tetrade do ésmego rzedu, co w przypadku klasycznych metod (indeksowych)
jest bardzo skomplikowane. Po przedstawieniu (—g)_l/ 4, V=9, g™ w postaci rozwiniecia, ana-
logicznie jak w przypadku tetrady we wzorze (162), mozna przystapi¢ do koncowej fazy obliczen
wspolczynnika [a,]. Poszukiwany obiekt [a,] mozna otrzymac rozwigzujac ukltad réwnan (160), oraz

wykorzystujac zwiazek [a,] = féo) (0).

3.3.4 Metoda rekurencyjna jawnie kowariantna bezindeksowa

W pierwszym kroku metoda rekurencyjna jawnie kowariantna rozwija kazdy obiekt metryczny w
postaci kowariantnego szeregu Taylora. Pod tym wzgledem jest podobna do metody omawianej w
poprzednim podrozdziale, dalej jednak koncepcja jest juz inna. Zasadniczy pomyst Avramidiego -
twoércy tej metody [151] - polegal na zapisie rozwinigcia Taylora w sposéb bezindeksowy, w postaci
analogicznej do notacji Diraca. Nowoscia jest réwniez wprowadzenie operatoréw, ktére dzialaja
na wektory bazowe rozwiniecia Taylora (,wektory Diraca”). Wszystkie te zabiegi maja na celu
maksymalne uproszczenie obliczen!?.

Kowariantne rozwinigcie Taylora dowolnego pola tensorowego Agll'.'_'f;z w punkcie x’ jest zdefin-

iowane wzorem

—1 k , ;! ’ gy / Y ’
b1--bm :pz( ') R P _ [V(cl...v )Ab}...bT,] | (163)

] !y / 1Al /
at...an k! aq...a45C1...Cl, ay...apcy...Cp, Ck)™"ay...ap
k>0

gdzie przesuniecie réwnolegle z punktu 2’ do z okreSlone zostalo umownie operatorem P [7, 69].

12Przyklad obliczen ukazujgcy praktyczne wykorzystanie formalizmu Avramidiego przedstawiony zostal w dodatku
,Formalizm Avramidiego - przyktad obliczen”.
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Wprowadzmy notacje analogiczna do notacji Diraca

0) = 1,
n) = |aj..a)) = (_kl')kaall...aa%, (164)
(m] = (aj...ap,|= (—1)m gg;...gggv(al...vam)a ($,$,) ,

In) ® k) = mr;'Lkl'{:)' In+k), (165)

gdzie (m| to funkcja dualna do

m). Iloczyn skalarny miedzy ,wektorami Diraca” jest zdefiniowany

nastepujaco

(mln) = /d"a: (a}...ap,| b}..b,),

(m[ TL) = 5mn1(n), l(n) = 51(7;1'_.5bn .

an)

(166)

Korzystajac z wprowadzonej notacji Diraca kowariantny szereg Taylora(163) dowolnego tensora ¢

mozna przedstawi¢ w postaci

o) =P [n) (n] ), (167)

n>0
natomiast dowolny liniowy operator rézniczkowy F' dzialajacy na ¢ mozna wyrazi¢ nastepujaco:

F= Y Plm)(m|P'FP|n) (n|P~". (168)

m,n>0

Kluczowym krokiem tej metody jest wyrazenie wszelkich obiektéw (operatoréw i tensoréw) w
bazie wektoréw |n). Pierwszym operatorem wprowadzonym w metodzie Avramidiego jest D = o#V,.
Mozna udowodnié, ze o# i o to funkcje wlasne operatora D z warto$ciami wlasnymi réwnymi 1.

Positkujac sie ta wlasno$cia mozna pokazaéc
D|n) =n|n). (169)

Istotne jest réwniez wprowadzenie nowych obiektéw
n, = Ve, nt A, =1, XFY =q" g"n",, (170)

ﬁuy/ = gu ,/77# v WM v = g“;ﬂ#,,/, i =-1 +7

Obiekt v" » definiujemy jako macierz odwrotng'? do 7 czyli v = n~'. Réwnania okreélajace % to

~

{i(p*+p)+35}57=5 i []=0, (171)

gdzie S jest to macierz o elementach gzl = R“lc,b, d,aclad/. Traktujac S jako perturbacje mozna

q ’
13UZywaLnaL jest notacja macierzowa 7 = 7]””, V= ’y”U,.
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formalnie rozwigza¢ powyzsze réwnanie otrzymujac

=20

i (—1)k+? {(D2 + D)*lﬁ}ki. (172)

k=1

Aby przedstawic % w bazie ,,wektoréw Diraca” (165) nalezy uprzednio w bazie tej wyrazi¢ kazdy z
obiektow (D? + D)_l iS:

S = Zk(k—1)Ra'(a/1|b,|a,2._,a;c)|k>, (173)
k>2
- 1
D24+ D) = .
(D*+ D) ;)nun'”“”‘

Stosujac powyzsze tozsamosci w réwnaniu (172), mozna otrzymaé 5 w postaci

= Ak, (174)

k>2

gdzie %(k) to wspolczynniki rozwiniecia. Obiekt ten taczy sie z wyznacznikiem Van Vlecka-Morette

poprzez zwigzek

A = det(—7) =det (=)' = exp (20) (175)

1 _
¢ = —5Trlog(—7).
Wyznacznik Van Vlecka-Morette, podobnie jak %, mozna przedstawi¢ w bazie ,,wektoréw Diraca”

A=Y Ay k). (176)
k>0

Z (175) mozna otrzymaé¢ réwniez relacje 7 z takimi obiektami jak A™. Kolejnym operatorem w

metodzie Avramidiego, ktéry nalezy przedstawi¢ w bazie funkcji wlasnych operatora D (168) jest

0O = V4,V Operator V, mozna wyrazi¢ przy pomocy operatora Vy = % poprzez tozsamose
Va=1"Vy. (177)
Wykorzystujac (170) i (175) mozna udowodnié
0= (Y“’/ - 2gS,XS'W’) Vo + X5V, (178)

gdzie Y¥' =V, X5 i ¢ s = V(. Operator V,, ma bardzo proste obliczeniowo dziatanie: V [n) ~
In — 1), a z tego z kolei wynika, ze Vg ma podobna wlasnoé¢ jak operator anihilacji w mechanice

kwantowej. Réwnanie (118) mozna napisa¢ w postaci
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Qfy1 = (k+1+D)_1Fak (179)
lub
ap1 = (k+1+ D) F(k+ D)L F...(1 + D)~ Fay, (180)
gdzie
F=A"120AY2 _Re. (181)

Operator (k + 1+ D)~! w formie rozwiniecia w bazie |n) to

1
(k+1+D)' =) ——In)(nl, (182)
n>0k: +1+n

natomiast obiekt ay to a = PZ |n) (n| ax). Ostatecznie po wykorzystaniu (180) mozna otrzymac
n>0

1 1 1
(nl ap) = k+ltnk+ng 1+m

ni,...,ne >0

(n| F'|ng) (ng| F'|lng_1) ... (n1]| F'|0) . (183)

Uzyskanie (0] ax+1) z powyzszego réwnania oznacza znalezienie [aj1] na podstawie tozsamosci
(0] an) = [an] . (184)

Ze wzoru (183) wynika, ze kluczowe znaczenie w uzyskaniu [a,] ma policzenie elementéw macier-

zowych (ng| F' |nm,).
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4 Czarne dziury w grawitacji kwadratowej

W tym rozdziale przedstawione beda rozwigzania czarnodziurowe réwnan pola grawitacji kwadra-
towej. W podrozdziale 4.1 analizowane sa rozwiazania kwadratowej grawitacji sprzezonej z elek-
trodynamika klasyczna. Zbadane beda wlasnoSci otrzymanych rozwiazan: horyzont zdarzen (czy
rozwigzanie opisuje czarng dziure), polozenie horyzontu wewnetrznego i zdarzen oraz wlasnosci ter-
modynamiczne czarnych dziur.

Rozdzial ten opiera si¢ na wynikach publikacji:

e J. Matyjasek and D. Tryniecki, Charged black holes in quadratic gravity, Phys. Rev. D69,
124016 (2004).

W podrozdziale 4.2 poddana bedzie analizie teoria kwadratowa sprzezona z elektrodynamika
nieliniowa. Poszukiwane bedzie rozwiazanie opisujace czarng dziure nie posiadajace osobliwoSci w
centrum symetrii.

Rozdzial ten opiera si¢ na wynikach publikacji:

e W. Berej, J. Matyjasek and D. Tryniecki, M. Woronowicz, Regular black holes in quadratic
gravity, Gen. Rel. Grav. 38, 885 (2006).

4.1 Naladowana czarna dziura w grawitacji kwadratowej
Jak juz zostalo napisane wcze$niej grawitacje kwadratowa opisuje dzialanie
1 4 2 ab
I, = [ d'sys (R+ aR? + SRR ) . (185)
Roéwnania pola grawitacyjnego z uwzglednieniem pét materii I,,, maja postac

Lb=aGb — oWl — p@HY = 87 TP, (186)

Jawna postaé tensoréow (D H® i (2) Frab ¢4

1 6 1
(1) gyab 4, 1/2p2 _ ;ab ab | ~ _ab 2
H g /d vg'’R* = 2R —2RR™ + J¢" (R —40R) . (187)
1 . 1
@g® = — 0 /d4x g"?RypR™ = R — OR™ — 2R qR™™ + g (RCdRCd - DR) .
g1/% 0gap 2

(188)

Teoria kwadratowa zaliczana jest do teorii z wyzszymi pochodnymi, poniewaz w réwnaniach pola
maksymalng pochodng metryki jest czwarta, a nie druga, jak w przypadku klasycznych réwnan
Einsteina. Poszukiwany bedzie analogon czarnodziurowego rozwiazania Reissnera-Nordstroma dla

kwadratowej grawitacji sprzezonej z polem elektromagnetycznym. Analiza réwnan Maxwella pozwala
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stwierdzi¢, ze tensor energii-pedu ma postac

e? e e? e

8mrd’ 8mrd’ 8mwrd’ 8wt

= diag(— ). (189)
Aby otrzymaé metryke czasoprzestrzeni, nalezy rozwiaza¢ uklad réwnan rézniczkowych (186). W
réwnaniach tych pojawiajg si¢ wyzsze czlony krzywiznowe, co powoduje, ze sg one o wiele bardziej
skomplikowane niz przypadek klasyczny. 7Z tego powodu rozwigzanie bedzie poszukiwane z wyko-
rzystaniem metody przyblizonej jaka, jest metoda perturbacyjna.

Metoda perturbacyjna moze by¢ z powodzeniem stosowana do poszukiwania rozwiazan przy-
blizonych teorii z wyzszymi cztonami krzywiznowymi. Teorie takg mozna symbolicznie opisaé funkcjon-

alem dzialnia

1

S=1,+1,=
gt 167

d'o/=g{-20+ R+ J1 +Jo+ J3+ ... + L}, (190)
gdzie pierwsze dwa czlony A i R dotycza klasycznej grawitacji Einsteina, kolejne Ji, Jo, J3, ...
Jg, ..., to czlony zawierajace obiekty krzywiznowe rzedu 2k + 2, a ostatni element L, opisuje pola
materii. Rézniczkujac funkcjonalnie dzialanie S, wzgledem metryki mozna otrzymaé¢ réwnania pola

grawitacyjnego w postaci
8rT = G — {4 g5+ 5+ (191)

gdzie G® to tensor Einsteina okreslony jako G = R® — 1Rg“b + Ag™, J“b Jgbo Jgh . J,‘;b to
obiekty pochodzace od teorii wyzszego rzedu, a tensor 7% = 12/2 o L., to tensor energii-pedu pola
materii. Jesli czlony wyzszego rzedu Jf’b ng , ng, ey J,ffb daJ@ niewielki wklad do réwnan pola, to
mozna wowczas zastosowal metode perturbacyjng. Pierwszym krokiem tej metody jest rozwigzanie

klasycznych réwnan Einsteina
1
RY — LA 99 + AgY) = 8T, (192)

(0)

Rozwigzanie tych réwnaf oznaczone jako g, nazywane jest zerowym rzgdem rozwigzania per-

turbacyjnego. Jest to najprostsze przyblizenie rozwiazan dla teorii wyzszymi czlonami krzywiz-

1)

nowymi. Aby otrzymac¢ dokladniejsze przyblizenie, jakim jest rozwigzanie pierwszego rzedu g, ,

nalezy rozwigza¢ réwnanie
R _ 2R( 98y + Agly) = 8x1 Q)+ {0 + I+ I+ ) (193)

(0)

Konsekwencjg doktadno$ci wyzszej niz g,,” jest bardziej skomplikowany uktad réwnan rézniczkowych

wynikajacy z pojawienia sie¢ w réwnaniach czlonéw Jl(ogb, Jz(oibv Jé 2b, . Indeks zero w czlonach Jl(ogb,

O 50

5 ab> J3 s Wskazuje, ze otrzymano je dla metryki ggl))). Roéwnania (193) mozna uproSci¢ zastepujac

czesé obiektéw krzywiznowych tensorem energii-pedu stosujac tozsamosci typu: R© = —87T7(0)
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oraz R[(l%) =8r (Tég) — %T(O) gi?). Wyrazenie (193) mozna uogélni¢ na dowolny rzad perturbacji co

prowadzi do réwnania

1 _ _ _
R = SRS + Agly) = st + LY+ a Y I+ (194)
Prawg strone powyzszego réwnania okreéla sie mianem efektywnego tensora energii-pedu, ktéry ma
postac
1 -1 ~1 ~1
T =1+  {a Y+ I+ I+ ) (195)

Réwnania mozna wéwczas zapisac¢ jako R((IZ) — %R(”) 9((12) + Ag((lz) = 8nT aebf ), Ogoélne przyblizone
rozwiazanie moze by¢ przedstawione jako suma elementéw

o5 = o + 2y + B3+ A 199

gdzie Aggz) = g((llz) — gilzfl) oznaczajg poprawke do metryki pochodzacg od k-tej perturbacji. Nalezy
zwréci¢ uwage, ze aby znalezé gc(g), czyli rozwigzanie n-tego rzedu, nalezy rozwigza¢ n+1 ukladéw
réwnan rézniczkowych, poczagwszy od klasycznych réwnan Einsteina, a skoficzywszy na réwnaniach
n-tego rzedu.

Zastosowanie metody perturbacyjnej do teorii kwadratowej (186) prowadzi do otrzymania tensora

efektywnego w postaci

e n n 1 n—1
Tagf( ) = chb) + g‘]l(ab )’ (197)
gdzie
Ty = aWEG + @ HG. (198)

Zerowy rzad perturbacji gg;) opisywany jest przez klasyczne rozwiazanie Reissnera-Nordstroma

2 2 2 d2
ds? = — (120 ) g2y r + 72 (d6? + sin? dg?) . (199)
r 2  2rp 2r 1_2{&+ﬁ_£}
T 2 2ry 2r

(1)

Aby otrzyma¢ rozwigzanie pierwszego rzedu g,,” nalezy rozwigza¢ réwnanie

v _ 1

1 eff(1
w — 3R Mgy =sxTy/. (200)

Jednym ze sktadnikéw tensora efektywnego T;g e jest obiekt (1)Hé(b)), ktéry mozna przeksztalci¢ do

postaci
1
—WH) = 2{T,,8, — 1T, = gf0) |§O T — g T T, — 20T - 87TTY| |, (201)

gdzie T to $lad tensora energii-pedu, T, = %—f. Sumowanie wystepuje jedynie po indeksach «, ale nie

(1)

po indeksach p. Charakterystyczng cecha rozwiazan gai jest fakt, ze nie zaleza one od parametru
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62 4 Czarne dziury w grawitacji kwadratowej

a, a tym samym czlon (187) w ogéle nie wplywa na rozwiagzania. Dzieje si¢ tak dlatego, ze $lad
tensora energii-pedu 7' wynosi zero, zatem czlon (201) nie daje zadnego wktadu do réwnan pola.
Rozwigzanie g((lz) obliczone w dowolnym rzedzie perturbacji réwniez nie zalezy od stalej a.
Poniewaz rozwazana jest czasoprzestrzen sferycznie symetryczna i statyczna nalezy znalez¢ tylko
(n)

dwie skladowe metryki: ggl ) (r) oraz gy’ (r). Ze wzgledéow rachunkowych wygodnie jest stosowaé

funkcje m(™ ( )i w(") (r) zamiast metryki, z ktéra funkcje te zwiazane sa relacja

gu(r) = —(1—=2m(r)/r)e?),
grr (1) = 1/(1=2m(r)/r). (202)

(n)

Zwiazek reprezentacji m™ (r) , ™ i reprezentacji metrycznej g( )( ), grr’ (1) zadany jest przez
tozsamosé (202). Aby przejéé z reprezentacji m™ (r) , ™ do g,gt n) (r), gﬁ?) (r) nalezy wstawi¢ do
réwnania (202) funkcje m™ (r) i ™ w postaci m™ = m© + Am® + Am® + .+ Am™ i
™ = O 4 Ap® 4 Ap@ 4 A gdzie Am™ i Ay™ oznaczaja poprawki pochodzace od
n-tej perturbacji. Nast@pnie naleZy wprowadzi¢ bezwymiarowy parametr € dokonujac podstawienia
Am™ (1) — e"Am™ (r), AyYp™ — e Ay i rozwinaé prawa strone réwnania (202) w szereg
Taylora wzgledem € do rzedu n. Parametr pomocniczy € nalezy na koncu wyeliminowaé poprzez
podstawienie € = 1.

Zastosowanie nowej reprezentacji powoduje, ze aby otrzymac¢ poprawke pierwszego rzedu do me-
tryki Reissnera-Nordstroma Am® (r) i Ay (r) nalezy rozwiazaé dwa réwnania rézniczkowe. Pier-
wsze 7z nich to

Am) = st (203)

gdzie prim oznacza pochodna por, a

- + = + — — +

St _ ﬁ (2 m(o)l 8 m(o) m(o)l 2 (m(o)l) 2 2 m(o)” 5 m(o) m(o)” m(o)l m(o)” (m(o)”) 2
b 2 3 r

Yy

0
O ”l():?ﬁ S () () e () 7 27n(0)7nan””> ‘ (204)

Natomiast drugie réwnanie ma postac
Ay = g _ . 5m "+ 0. (205)
Po przyjeciu, ze stata r; jest horyzontem zdarzen czyli spelnia réwnanie

git (1) =0 (206)

oraz warunku asymptotycznej ptaskoSci ¢(") (r — 00) = 0, pierwszy rzad rozwigzania ma postaé [93]
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4 Czarne dziury w grawitacji kwadratowej 63

mM(r) =mO(r) + AmO(r), pO(r) = O (r) + 29D (r) i wynosi

My TP @@ adn ad e @ sl
2 2ry 2r 73 274 2ryrt  5r5 273 1077
2
1 e
M) = 574‘ (207)

Réwnania rézniczkowe wraz ze wzrostem rzedu perturbacji staja coraz bardziej skomplikowane, a

ich rozwigzania prowadza do

Am® = g 351 elry,  36e*  1156¢! N 76 e%r N 76t 704 €5 10 e’r?
r8 rd 7r7 76 r6r 15 79 r7
eﬁ 351 €6 3 et 9 ¢ 1 € 3 et
S St , 208
riﬂ + 4 ror8 + 27&7‘4 10 7"47"1 + 12 ri 28 ri) (208)
2 4 2 4
Ap@ = g2(3290F L3908 _ouf 1S 209
¥ p r7 + riry 76 r8 )’ (209)
2 4 12392664 b 331624 €8 2229 €8
Am® = 5% (1440 S — £ <
" & T 385 0 65 1B 5728
€2 652 e* 2587 €6 b et 2r3 228 €6
—4 T 46816 —s — T6—— 2744 -
+ 55 r 220 TE + rgri r6r+ >+ 5 7“67"_5|_
5508 et 130732 elry 130732 €° 115176 ¢*rf 51347 bry
ryr8 5 r10 5 ri0r, 11 rll 4 712
115176 ¢ 51347 €8 8 et b e2r?
+ pa—_ 5~ 274 s + 80 5 + 82— + 6816
11 TiT 4 ryr T rir +
8 8 351 b 1053 €8 B 8 9 ¢ (210)
7’_‘17“7 4 7’17’8 20 7'3_7‘8 4T4r+ 28 r+r4
96 eﬁ e2r et et 74560 e*r 74560 €8
AP = 3 — 3264 £ _ 3964 — 32 - o
¥ B rIr, r7ri 11 11 11 rllpy
e%i 48384 ¢t eb 69572 €° e?
+2352 G0t T 2352 0,2 t T 1080 - (211)

W przypadku metryki Reissnera-Nordstroma (rozwiazanie zerowego rzedu) istnieja dwa hory-
zonty: horyzont zdarzen ry = ri i horyzont wewnetrzny r_ = % Horyzont zdarzen w przy-
padku zmodyfikowanym przez kwadratowa grawitacje nadal wynosi ry = r4, natomiast horyzont
wewnetrzny ulega modyfikacji poniewaz jego promien z doktadno$cig do drugiego rzedu obliczen jest

réowny

e B3t 22 2 2rp 3 e eb E§+3862
6r+ 5257’3r 525rJr

206 131 58 374 542 191 7
Lt i i ”) 0. (212)

* 52513 1052y + 105 4 525 6 ' 525 €8 150
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64 4 Czarne dziury w grawitacji kwadratowej

Metryke mozna przedstawi¢ w bardziej standardowej reprezentacji niz przy pomocy parametréow r

i e, wyrazajac ja poprzez mase widziang przez obserwatora odleglego M., oraz e. Masa My, jest

okreS$lona jako

2 4 2 6 4
. 3 3
M, = 11mm(7«):7”2++2er+5<6_6>+52<6 B e>
Jr

107“3_ QTi 127‘3_ 287“_7_

462 652et 25878 2229¢8

3 4

AT - o(6%). 213
7 <r1 557 - 220711 572r1+3> + O(5%) (213)

Metryka w reprezentacji M, e liczona z dokladno$cia do czlonu (9(54) policzona zostala przez

Campanelli, Lousto i Audretscha [1]. Podstawienie do metryki Campanelli, Lousto i Audretscha

masy (213) powinno doprowadzi¢ do otrzymania metryki w reprezentacji r i e, okazuje si¢ jednak,
ze tak nie jest [93]. W celu sprawdzenia tych rozbiezno$ci powtérzono obliczenia Campanelli, Lousto
i Audretscha. Otrzymana poprawka pochodzaca od trzeciego rzedu perturbacji okazata sie by¢ rézna
od przedstawionej w ich pracy i wynosi [93]

2 2 2Moo 4

5rb
+5° (27264 2M © 11016 2]\84“ + 1440fj + % :161 - &5144 %
% :183 46(1)104 64%)02 - 51247 66:\14200 1050 (% 7536 i;‘) +o(BY,
(214)
o = (- B ) (st e
6?21?56 . 1o§?e2 B 6528;3:M00 B 1491121(3iMoo> + 0@, (215)

Powyzsze wyniki zostaly sprawdzone poprzez wykorzystanie relacji (213) w obliczeniach wykonanych
w reprezentacji Moo, e. W wyniku tej operacji idealnie odtworzona zostata metryka w reprezentacji
r4, e co wykazuje poprawnos¢ obliczen.

W reprezentacji M, € promien horyzontu zdarzen nie ma juz trywialnej postaci, ale wynosi

2 (5r§ —3e?) e (2925rf — 6515rge? + 5095r5e* — 1337¢°)

r+ = 10+ p

5rg (g —¢?) 105077 (12 — €2)*
g 17268013 ¢! 61234643 ¢! 137993 ¢! | 8265043 c°
(2 —e2)? \ 75075 5 750750 1y 770 g 10010 13
26686967 3 436497 ¢4 3064
_ < i Do B 2 (B4 216
75075 3 35750 ril 0107 55 ° TO) + 089, (216)
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4 Czarne dziury w grawitacji kwadratowej 65

gdzie rg = My + (Mgo —62)1/2.

Zmiana parametréow M., e skutkuje zmiang polozenia horyzontu zdarzen co moze doprowadzi¢
do polaczenia sie horyzontéw (ry = r_) - taki przypadek nazywany jest horyzontem ekstremalnym.
Wartos¢ parametréow Mo, e dla przypadku ekstremalnego wyznacza granice przejScia pomiedzy
rozwiazaniem opisujacym czarng dziure, a rozwigzaniem bedacym naga osobliwoécia't. Przypadek
ekstremalny jest wyjatkowy rowniez ze wzgledu na swoje nietypowe wilasnosci termodynamiczne
oraz pojawiajace si¢ kontrowersje na ich temat. Po obliczeniu temperatury Hawkinga dla rozwigza-
nia nieekstremalnego Reissnera-Nordstroma, a nastepnie po przejsciu z parametrami Mo, e do przy-
padku ekstremalnego, temperatura dazy¢ bedzie do zera T — 0. Jednak jak sugeruje Hawking, Ross
i Horowitz temperatura ekstremalnej czarnej dziury nie jest przypadkiem granicznym rozwigzania
nieekstremalnego, ale moze by¢ dowolna [152]. Propozycja ta jest motywowana tym, iz topologia
nieekstremalnej i ekstremalnej czarnej dziury jest jako$ciowo odmienna. Jesli chcemy otrzymaé tem-
perature Hawkinga przypadku nieekstremalnego, nalezy ustali¢ temperature tak, aby zapobiegala
ona pojawieniu sie osobliwosci stozkowej w przestrzeni Euklidesowej. Inaczej jest z przypadkiem
ekstremalnym, gdzie na pojawienie si¢ osobliwosci stozkowej nie ma wplywu zakres czasu urojonego
7, a tym samym warto§¢ temperatury. Zatem w przypadku ekstremalnym temperatura nie jest
zwigzana w zaden sposéb z geometrig czasoprzestrzeni. Kolejng konsekwencja odmiennoSci topologii
przypadku ekstremalnego jest zerowanie sie entropii S = 0 [152, 153], co stoi w sprzecznoéci z regula
Bekensteina-Hawkinga S = A/4 (A to powierzchnia horyzontu zdarzen). Mozliwo$¢ odstepstwa
temperatury ekstremalnej czarnej dziury 1" od wartoSci Ty = 0 niesie ze soba jednak niepozadane
konsekwencje fizyczne. Rozpatrujac kwantowe pole skalarne bedace w réwnowadze temperaturowej z
ekstremalng czarng dziurg, mozna pokazac, ze jeSli T # T}z, to tensor energii-pedu pola jest rozbiezny
[154, 155]. Wersja w ktérej entropia ekstremalnej czarnej dziury ma klasyczna wartosé (S = A/4)
wsparta jest réwniez ze strony teorii strun [156].

Rozpatrujac przypadek bez poprawek kwadratowych, mozna zauwazy¢, ze horyzont zdarzen i
horyzont wewnetrzny rg = ry , r— = % lacza sig, gdy r4 = |e| (tzw. przypadek ekstremalny).
Analiza ekstremalno$ci horyzontéw z uwzglednieniem poprawek kwadratowych pokazuje, ze dwa
horyzonty ri = ry i r_ lacza sie dla tej samej wartosci r = |e|. Zachodzi podejrzenie, ze warto$é
promienia r.ks = |e| jest idealnym (nieperturbacyjnym) rozwiazaniem przypadku ekstremalnego
dla kwadratowej grawitacji. Aby sprawdzi¢ te hipoteze wykorzystana bedzie postaé metryki ds? =
—f(r) e Ma? + ?(L:) + 72 (d92 + sin? Hdgbz). Funkcja f (r) moze by¢ rozwinigta w szereg Taylora
wzgledem horyzontu zdarzen

2
f(r) = f(ry) + 4 (r—ry) + L&y (r—ry)? + ... (217)

dT|T =ry 2 d7’2 |T =r4

Warunek gy (r4) = f (r4) e*¥(+) = 0, ktéry okreéla promien horyzontu zdarzen jest réwnowazny

réwnaniu f (r;) = 0 (przy zalozeniu |¢ (ri)| < oo). Zatem, przy uwzglednieniu f (r;) = 0 w

""Naga osobliwo$¢ (ang. ,naked singularity”) jest czasoprzestrzenia z osobliwoécia, ktéra nie posiada horyzontu
zdarzen.
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66 4 Czarne dziury w grawitacji kwadratowej

réwnaniu (217), mozna wywnioskowaé, ze istnieje drugi horyzont r_ tylko wtedy, gdy %‘T:” £ 0.
Podsumowujac, horyzont zdarzen jest ekstremalny, kiedy speione sa réwnania f (ry) = %\T:w =0
Rownania Einsteina na horyzoncie ekstremalnym majg postac

2
(6 + 20) [(;f"m)) - IJ - = ST, (218)
2
— (B + 20) [(;f”(r+)) —-r% + %jw(r+) = 81Ty (ry). (219)

Réwnania pola oraz sferyczna symetria narzucaja szczegdlng postac tensora energii-pedu na horyzon-

cie zdarzeh 7§ = TS, Tt (ry) = T7 (ry). Wykorzystujac réwnania (218) i (219) oraz uwzgledniajac

postaé tensora energii-pedu na horyzoncie, mozna pokaza¢, ze f"(ry) — T% = 8nT(ry), gdzie T
+

to Slad tensora energii-pedu. Jesli §lad ten znika, a tak jest w rozwazanym przypadku, z réwnania

(218) oraz skltadowej 1) (r4) = — 8:; mozna wywnioskowac, ze regstr = |e|.

Wazng wielko$cig charakteryzujaca czarng dziure jest temperatura Hawkinga T i entropia S.
Temperatura Hawkinga liczona z dokladnoécia do trzeciego rzedu przyblizenia ze wzgledu na para-

metr 5 ma postaé

2 2 2 2.4 2
- o (1-5)+ 5 (1-5) -5 (- 5)
4y T dmry. T 8mry T
i 1 _ < (8801 — 3232¢*r3 + 2455¢*) + O(BY) (220)
4407Trf’ 7‘3_ + + )

Struktura wyniku pokazuje, ze dla przypadku ekstremalnego r = |e| temperatura sie zeruje. Jesli
zostanie uwzgledniony warunek nontachyon S < 0, to pierwsze dwa czlony pochodzace od teorii
kwadratowe] (stojace przy [ i ﬂ2) sg zawsze dodatnie, trzeci natomiast ujemny. Mozna zatem
stwierdzi¢, ze w drugim rzedzie dokladnosci temperatura jest zawsze obnizana. Rozsadnym jest
przypuszczaé, ze wlasno$¢ ta zostanie zachowana w dowolnym rzedzie doktadnosci ze wzgledu na
maly warto§¢ parametru 5. Entropia wynosi

A 8n2562 102474233

S=7 A A5

16384254
A7

(A- 471'62)2 + (A- 47re2)2 (26me? — 54) + O(B°),

(221)
gdzie A = 4777“3 to powierzchnia horyzontu zdarzen. Analiza podobna, jak w przypadku temper-
atury pozwala stwierdzi¢, ze pierwsze dwa czlony pochodzace od teorii kwadratowej daja dodatni
wklad do entropii, a znak trzeciego zalezy od polozenia horyzontu zdarzen i tadunku. W przypadku

ekstremalnym 7, = |e| entropia degeneruje si¢ do przypadku

S:égom%+m@% (222)

co oznacza, ze wklad do entropii pochodzacy od teorii kwadratowej zalezy jedynie od stalej sprzezenia

8.
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4 Czarne dziury w grawitacji kwadratowej 67

4.2 Regularna czarna dziura w kwadratowej grawitacji sprzezonej z nieliniowg
elektrodynamika

Problem osobliwosci czasoprzestrzeni Reissnera-Nordstroma mozna rozwiaza¢ modyfikujac réwna-
nia Maxwella poprzez wykorzystanie elektrodynamiki nieliniowej (NED) zamiast elektrodynamiki

klasycznej. Dla klasycznego dzialania Einsteina sprzezonego z nieliniowg elektrodynamika

1

S =
167

d*z/=g[R — L (F)] (223)
Ayon-Beato, Garcia i Bronnikov (ABGB) dokonata analizy rozwiazan pod katem ich regularnosci
[3, 4]. Analogicznie jak w przypadku czarnej dziury Reissnera-Nordstroma poszukiwano rozwiagzan
statycznych sferycznie symetrycznych pochodzacych od bezzrédlowych réwnan pola elektromagne-

tycznego

v, (LFF“b> — 0,
S (224)

15

gdzie Ly = dL/dF, a symbol * oznacza operator Hodge’a'”. Tensor energii-pedu dla rozwazanego

przypadku to
1

T! = —oodiag (L+2fLp, L+2feLp, L= 2fnlp, L= 2fnLr), (225)
dzi _ 01 _ 9,27—2,.—4 _ 23 _ 90)2,.—4 SO c o
gdzie fo = 2Fp1 F™" = 2e“ L, r™ %, fi, = 2Fp3F=° = 2Q“r™". Stala e i Q) interpretowane sg odpowied
nio jako ladunek elektryczny i magnetyczny. Analogonem rozwigzania Reissnera-Nordstroma jest
rozwigzanie z warunkami e £ 0, @ = 0, nie jest ono jednak regularne. Dowdd nieregularno$ci polega
na poczgtkowym zaltozeniu, ze czasoprzestrzen jest regularna. Takie zalozenie prowadzi jednak do

niefizycznego zachowania funkcji £ (F'). Niefizyczno$é polega na niezgodnoci z elektrodynamika

klasycznag w granicy stabych pél. Funkcja £ (F') powinna wtedy speia¢ warunek

F
F—>0to{£_’ . (226)
Fr—1

Rozszerzenie rozwiazan na przypadek e # 0, @) # 0 réwniez nie dostarcza rozwigzan regularnych.
Jedyne potencjalnie regularne rozwigzanie to e = 0, @ # 0. Wykorzystujac charakterystyczna
wlasno§¢ tensora energii-pedu Té) = T} mozna pokaza¢, ze rozwiazaniem réwnai Einsteina jest

metryka

9 5 dr?
ds® = —f(r)dt +f(7")

5 Operator Hodge’a oznaczony jako ,*” zdefiniowany jest poprzez tozsamogé xF*Y = %e‘“’"‘ﬂFag. Tensor €,vap jest
calkowicie antysymetryczny oraz €pi2s = /—¢.

+ 7% (d6? + sin® 0d¢*) , (227)

%9
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68 4 Czarne dziury w grawitacji kwadratowej

gdzie
f(r —1—/5 ) r2dr. (228)

Dalsze rozwazania wymagaja jawnej specyfikacji lagranzjanu £ (F'). Biorac pod uwage propozycje

Ayon-Beato, Garcia, Bronnikova
L(F)=F [1 — tanh? (s \4/1?)} : (229)

metryka ma postaé

2 _ % _ Q? 2 2 . % _ Q? 2 702
ds* = {1 . 1 — tanh A dt* +dre/ <1 . 1 — tanh A + r4d$)
dQ? = db? + sin® 0dep>. (230)

Parametr s zostal ustalony tak, aby metryka nie byta osobliwa (}ii%gab < 00). Czasoprzestrzen ta
jest regularna poniewaz wszystkie niezmienniki krzywiznowe utworzone z tensora Riemanna i jego
pochodnych kowariantnych sg skoniczone.

Czarna dziura ABGB posiada dwa horyzonty (horyzont zdarzen i wewnetrzny), ktérych promien

wyraza sie¢ przy pomocy funkcji Lamberta!é W, [85,98, 157, 158] w postaci

S 4¢° M
e ()

gdzie ¢ = Q/ M. Przy odpowiednim doborze parametru q = q. = 24/Wy (e~1) = 1,0554, horyzonty

(231)

tacza sie przyjmujac wartosé

re— M0~ 08712 (232)
Tam g

W zaleznosci od wartoSci parametru ¢ mozna wyrézni¢ trzy typy regularnych rozwiagzan: czarnodz-
iurowe z horyzontem zdarzen i horyzontem wewnetrznym dla ¢ < g., ekstremalne dla ¢ = gq., oraz
pozbawione horyzontéw dla ¢ > g.. Rozwigzanie ABGB wykazuje podobienstwa z rozwigzaniem
Reissnera-Nordstroma, poniewaz dla duzych wartoéci promienia r lub malych wartoéci ¢, upodab-
nia si¢ do niego. Zasadnicze réznice polegaja natomiast na osobliwym zachowaniu czasoprzestrzeni
Reissnera-Nordstréma w centrum symetrii oraz typie geometrii otoczenia ekstremalnego horyzontu
zdarzen. Geometria otoczenia horyzontu ekstremalnego czarnej dziury Reissnera-Nordstroma jest
typu Bertottiego-Robinsona, natomiast geometria otoczenia horyzontu ekstremalnego czarnej dziury
ABGB jest ogdlniejszego typu AdSy x S? [158].

Czarna dziura ABGB (230) oparta o klasyczne dzialanie Einsteina sprzezone z nieliniows elek-
trodynamika nie posiada osobliwo$ci. Powstaje pytanie, czy uogélnienie rozwiazanie ABGB na przy-
padek kwadratowej grawitacji sprzezonej z nieliniowa elektrodynamiks réwniez nie bedzie posiadac

osobliwosci. Teoria kwadratowa moze generowac rozwiazania réznego rodzaju, w tym i te nieosobliwe.

YFunkcja Lamberta spelnia réwnanie W4 (2) V() = 4.
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Analiza rozwigzan prézniowych kwadratowej grawitacji pokazuje, ze istnieje rozwigzanie statyczne
sferycznie symetryczne, ktére nie posiada osobliwoci w centrum symetrii » = 0 [159, 160].
Aby wykazaé nieosobliwo$¢, nalezy najpierw znalezé rozwigzanie réwnan pola dla sprzezonej z

nieliniowym polem elektromagnetycznym kwadratowej grawitacji opisanej dziataniem

S = 1; / diz/—g [R +aR? + BRyR™ — L(F))|. (233)
Nastepnie nalezy wykazaé regularno$é czasoprzestrzeni czarnej dziury, czyli pokazaé, iz wszystkie
niezmienniki krzywiznowe maja warto$¢ skonczong. Rozwiazanie bedzie poszukiwane metoda per-
turbacyjna w pierwszym rzedzie doktadnosci. Regularno$¢ czasoprzestrzeni mozna zatem udowodnié
jedynie z dokladnoScia tego rzedu.

Do dalszych rozwazan wybrany zostat Lagranzjan zaproponowany przez Ayon-Beato, Garcig i
Bronnikova £ (F) = F [1 — tanh? (s vF )} . Tensor energii-pedu dla takiej teorii przedstawiony jest
we wzorze (225). W rozwazaniach ograniczono si¢ do przypadku z niezerowym tadunkiem magne-
tycznym e = 0, Q # 0 ze wzgledu na swoja potencjalng regularno$é. Parametr s mozna zapisaé w
réwnowaznej postaci s = 2(%#2). Stala b; powinna by¢ ustalona tak, aby gwarantowata regularnos¢
w zerowym rzedzie perturbacji (rozwiazanie klasyczne), stala be natomiast odzwierciedla poprawke
do stalej b1, a uwzglednienie jej powinno gwarantowaé regularno$¢ w pierwszym rzedzie perturbacji.

Do dalszych obliczen niezbedne sg skladowe rr i tt tensora energii-pedu majace postac

Q2 2 (@ byQ* L, @ Q*
T} = 87T} = 1 — tanh - h h—— 234
8Ty = 8rT) tan Sy s cos 2b17"t an Sorr (234)

Nalezy zwroci¢é uwage, ze tensor ten przedstawiony zostal w pierwszym rzedzie rozwinigecia ze wzgledu

na parametr by. W zerowym rzedzie obliczen tensor efektywny wynosi

e Q° Q°
T = 25 (1 tand® ( , (235)

blT

(1)

zatem czlon zwigzany z be zostal pominigty. W pierwszym rzedzie perturbacji T’ ;g I Jawiera czion

zwiazany z by oraz czlony pochodzace od kwadratowej grawitacji. Rozwiazanie perturbacyjne 1-ego

rzedu oznacza znalezienie funkcji m® (r) = m© (r) + Am® () i M (r) = O (r) + AP (1), a
(n)

tym samym otrzymanie g( n) (r) i grr’ () po uprzednim wykorzystaniu relacji (202).

Rozwiazanie zerowego rzedu to

Q2
m©® (r) = Cy—bytanh ——— (236)

2017’
PO @) = o
Korzystajac z definicji masy widzianej przez obserwatora odleglego lim m(©) () = M stala Cy mozna
r—00

interpretowa¢ jako masa M. Regularnoéci elementu liniowego liII(l) Jab < 00, gdy r — 0 wymaga aby
r—

by = M. Ostatecznie funkcja m(© (r) ma postaé m(© (r) = M — M tanh %, a zatem metryka gg)
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70 4 Czarne dziury w grawitacji kwadratowej

jest identyczna z klasycznym rozwiazaniem ABGB (230).

Rozwiazanie pierwszego rzedu m® (r) = m© (r) + Am®(r) i v (r) = O (r) + AP (r)
wymaga obliczenia funkcji Am®(r) i A@b(l)(r), z wykorzystaniem réwnan pola R((l%)) — %R(l) g&)) =
87rT;g D Tensor energii-pedu nieliniowej elektrodynamiki nie jest bez§ladowy T # 0 tak, jak w
przypadku elektrodynamiki klasycznej, zatem mozna przypuszczac, ze réwnania pola bedg zalezaly

od stalej . Mozna pokaza¢, ze funkcja Ay (r) spetia zmodyfikowane réwnanie (205) postaci
W) — o _ 4 (01
AY(r) = 2a+ Bm™ — 5 @Ba+ B)m™ + Oy, (237)

natomiast Am(D(r) spelnia réwnanie (203), gdzie funkcja S! (204) ma postaé

St =8+ s, (238)
gdzie
SO _ (amm)/ 8mOm® 2 (m)* 2w 5w m® OO (mO)’
t = 2 73 r2 oy 72 B r 2
+m®m_m@m@m_m@www+rm®w_2m@m®w>_a<mmmnwy_&ﬂw
r r3 r2
(0)r)2 0 0) (0 0 0
- 4 (7,’:2 ) . 877”;( Vit - 18 m(r)zm( ) B <m(0)”>2 N 2777,();777,()” — A m(0m + 9 (0 4, (0)111
0) . (0
O o7 4o (230
T
D _ beQ* 2 @ Q’
SIS ) 502,3 <cosh 2 it tanh 017 ) (240)
1

Uwzgledniajac warunek brzegowy v (co) = 0 oraz jawna postaé m(?), mozna pokazaé, ze [161]

2 2 6 2 4 2
W — o @ [BQ°  (20+P8)Q 2 @ 3(2a+p)Q Q
APt (r) cosh M [ " + VS tanh Ay s tanh M
(20 + B) Q° 4 Q2
TTAMZ6 cosh SIS (241)

Cecha charakterystyczng funkcji Aq/)(l)(r) jest to, ze jej pochodne nie sg osobliwe w punkcie r = 0.
Obliczenie Am™) polega na scatkowaniu réwnania Am()’ = Sf. Policzenie catki [ Séo)th jest ni-
etrywialne poniewaz sprowadza si¢ do policzenia sumy calek typu [wP(tanhu)®du, gdzie p i s to
liczby catkowite dodatnie. Catke te mozna zredukowa¢ do przypadku s = 1, a nastepnie wyrazi¢ ja

poprzez funkcje polilogarytm. Formuty (1.4.22.3) i (1.4.22.4) z tablic calek [162] pozwalaja przed-
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4 Czarne dziury w grawitacji kwadratowej 71

stawi¢ wspomniang catke w postaci

n—1

1 n uP
P(tanhu)*dy = ——uPt! —1)ntk /d 242
/u (tanh u)™du p+ 1" +kZ—0( ) k (cosh u)2n—2k b (242)
n-1 n+k D
p 2n+1 _ P (=)mFmN [ W
/u (tanh u) du = /u tanhudu—FZ:: 9 ok <k:> [ (cosh u)2n 2%
uP~1
Poprzez wielokrotne zastosowanie tozsamoscil”
/ uP du — puP 1 i u? sinh u
(coshu)? ~ (¢—1)(g—2)(coshu)?=2 (g — 1)(coshu)i~1
p(p —1) / ub~? q—2/ uP
— d d 244
(g—1)(¢g—2) ) (coshu)i—2 ut g—1 ) (coshu)i—2 “ (244)

mozna obnizy¢ do potegi drugiej rzad parzystych poteg funkeji 1/ cosh u wystepujacych pod catka w

(242-243). Korzystajac nastepnie z catkowania przez czeéci mozna pokazacé, ze

p
/ (COSUT)?du = uP tanhu — p/upl tanh u du, (245)
co doprowadza do konieczno$ci obliczenia catki [ u” tanhudu. Calke [ u?tanhudu mozna wyrazi¢
poprzez polilogarytmy Li, (2), n = 1,2,...,p + 1. Polilogarytm rzedu m > 1 (m jest calkowite)
posiada definicje [163, 164] Liy,(2) = > 504 lj—:;, co prowadzi do wlasnoéci

Li,—
Lin(z) = / Lin-1(2) 0. 4 ¢, (246)
z
d . 1_.
ngn(z) = ;Lln_l(z). (247)
Wykorzystujac catkows reprezentacje Lip(z) (dilogarytmu) [163] Lis(z) = — [ ln(ltft) dt i wlasnosé
(247) mozna otrzymaé polilogarytmy dwdéch najnizszych rzedéw Lij(z) = —In(1 — 2), Lig(z) =

1= Wykorzystujac wzér (247), ktéry nalezy scatkowa¢ wielokrotnie przez czeéci mozna przedstawic

Li,(z) w postaci
Lip(z2) = C+ /(ln 2)' Lip—1(2)dz = ... = C + Inz Li,_1(2) — %(ln 2)% Lip_o(2)

1 ) _1)1171 _1)1171
—{—T?)(lnz)?’Lln,g(z) +...+ ((71—2)' ((n—l)'

_1\n—1 nz n—1
+((n1_)1)! /(11_)2 dz. (248)

(In2)" 2 Lig(2) + (Inz)" ! 1n(1 — 2)

1"Zob. tablice calek [162], formula (1.4.24.1).
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72 4 Czarne dziury w grawitacji kwadratowej

Rysunek 1: Grupa programéw, ktérych celem jest obliczenie [ Sgo)tdr. Niebieski kolor bloku oznacza,
ze program zostal napisany w jezyku Form.

Podstawienie z = —e 2" wykonane w calce J %dz prowadzi do tozsamosci
1 n—1 —u n
(—1)"_1/&&; = 2"/u”_le—du —on-1 | % /u"_l tanhwdu| . (249)
1—2 et + e n

Wstawienie powyzszego do wyraznia (248) i zmiana sum n — 1 — p pozwala otrzymaé

p+1
———— In(1+e %) —

p! —k7; —2u
m uP le+1 (—e ) (250)

NE

/uptanhudu:C—i-
p+1

k=1
i w konsekwencji obliczy¢ poszukiwang catke [uP tanhwudu. Obliczenia calki [ Sﬁo)tdr z wykorzys-
taniem powyzszych tozsamosci wykonane zostaly za pomoca grupy programoéw przedstawionych na
rysunku 1. Program ,, [ u? (tanhu)"” oblicza calki [uP (tanhu)" dla okreslonych wartosci catkow-
itych p,n wykorzystujac tozsamo$ci (242-245) oraz (250). Program om0 oblicza pochodna
ﬁm(o) dla p = 1,2,3, ... korzystajac z (236). Program ., [ St(o)tdr” oblicza calke fSt(O)tdr wyko-
rzystujac definicje (239) obiektu St(o)t oraz wyniki dwéch poprzednich programéw.

Po wykorzystaniu tozsamosci catkowych funkcja Am(!) wyraza sie poprzez polilogarytmy Li; (s)

i ma postac

1-¢ 207
¢ Mr(1+€)

Am(r) = = 37 (af + 557 Lii (~€) + by {

6
=0

] Lig(—€§) — . (251)

Stala p okreSlona jest poprzez definicje masy lim m® (r) = M i wynosi
T—00

w2 M5 RV 8 7 o, 31 4
M—T[a(8——ﬂ')+ﬁ(§+gﬂ' —@ﬂ)], (252)

gdzie £ = exp (—ﬁ—i), natomiast jawna postaé¢ funkcji fi(a) i fi(ﬁ ) przedstawiona zostala w dodatku
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4 Czarne dziury w grawitacji kwadratowej 73

,Funkcje fi(a) i fi(ﬁ)”. Mozna pokazac, ze }nii)%Am(l)(r) = —pu+ ba. Aby w r = 0 czasoprzestrzen
byla regularna w sensie metrycznym, nalezy zalozy¢, ze }%Am(l)(r) = 0, zatem parametr by nalezy
przyjac jako by = —p.

Istotng cechg elementu liniowego klasycznej czarnej dziury typu ABGB jest to, ze jesli tadunek
wynosi zero, to geometria ulega drastycznej zmianie i czasoprzestrzen nie jest wtedy regularna. Aby
czasoprzestrzen byla regularna, wystarczy jednak uwzgledni¢ infinitezymalny ale niezerowy tadunek
Q. O ile klasyczne rozwigzanie ABGB w granicy Q — 0 redukuje si¢ do czasoprzestrzeni Schwarz-
schilda, to rozwiazanie uwzgledniajace cztony kwadratowe juz takiej wlasnoSci nie posiada. Mozna

pokazag, ze gdy QQ — 0, to element liniowy przechodzi w

2 -2 2
ds? = —(1—2M—2Af k)dt2+ (—W)—1+<1—W> 2/\;1 k]dr2
T T T T T
+7% (d6? + sin® 0d¢?) (253)

gdzie k ~ (5.781ax — 0.4863) ~ by. Jest to konsekwencja nalozenia warunku regularnosci na czaso-

przestrzen (by = —p). W przypadku nalozenia innego warunku: by = 0, a tym samym k = 0, element

liniowy (253) przechodzi w metryke Schwarzschilda, lecz czasoprzestrzen nie jest wtedy regularna.
Promienn horyzontu zdarzen r, oraz temperatura Hawkinga Ty réwniez nie redukuja sie do

wielkoSci czasoprzestrzeni Schwarzschilda, poniewaz wynosza wtedy

r+ = 2M(1—|— k ),

SM?2
1 k
Tn = ¢ <1+4M2>. (254)

Jak mozna zauwazy¢, zaréwno metryka, horyzont zdarzen, jak i temperatura Hawkinga redukuja

sie do odpowiednikéw czasoprzestrzeni Schwarzschilda w szczegélnym przypadku k = 0, co oznacza,

168049872 —317* 3
2(3177—-2520) ~*

W odniesieniu do problemu regularnosci czasoprzestrzeni obliczenia zostana ograniczone do pier-

ze a i  musza spelnia¢ warunek o =

wszego rzedu perturbacji. Aby wykazaé, ze czasoprzestrzen jest regularna, nalezy udowodnié¢, ze
wszystkie skalary krzywizny sa nieosobliwe. Jako przyktad mozna rozwazy¢ zachowanie jednego ze
skalaréw - skalara Kretschmanna K1) = Rg,.qR%®°. Skalar ten mozna zapisa¢ w postaci K1) =
Ky + AK, gdzie czlon K\ pochodzacy od teorii bez poprawek kwadratowych jest nieosobliwy [2].

Nalezy zatem dowie$¢ regularnoéci (nieosobliwoéci) obiektu AK, ktérego pojawienie sie jest skutkiem
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74 4 Czarne dziury w grawitacji kwadratowej

wlaczenia do teorii poprawek kwadratowych. Obliczenia pokazuja, ze AK wynosi

128m@Om0  16m©@  80m2  16m©  24m @m0 24y (0) (0)7
AK = A + A 5 3 3 + )

,r.

48m(> 8mO”  16mOm©7  32m02 16 0)
] Ap® — + + +

r r2 rd r2

32mOmOr 16m(0)> Ap” 4 (_16m(0)” ~ 96m(©) N 64m(0)'> Am®

r3 r3 4 r6 rD
N 16m©  16m©@ smO"\ g, N 16m2”  64m(O’ N 64m® )
r3 ! r2 r3 4 ro

(255)

Jedynym punktem, w ktérym mozna spodziewaé sie osobliwo$ci jest r = 0. Regularno$¢ AK wynika

(s dEAYD d m( )
z wlasnosci hrr(l) o < 00 oraz z zachowania pochodnych
r—

w poblizu r = 0 w postaci

drk ~ ch Lexp(—Q?/ Mr). (256)

i=k+1

Analogicznie do obliczen przeprowadzonych dla skalara Kretschmana mozna udowodnié regularnosé

innych niezmiennikéw krzywiznowych.
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5 Czarne dziury w teoriach wysokiego rzedu

Niniejszy rozdzial sktada si¢ z dwéch podrozdzialéw. Pierwszy z nich 5.1 dotyczy wplywu skalarnego
masywnego pola kwantowego na geometrige czarnych dziur. W szczegélno§ci poruszane sa problemy:
konstrukcja dzialania efektywnego wysokiej dokladnosci (rzedu 1/m?*) a wiec réwniez obliczanie
wspotczynnikéw HaMideW wysokiego rzedu, wplyw tej wysokiej dokladno$ci na tensor energii-
pedu w czasoprzestrzeni Reissnera-Nordstréma, zwrotne dzialanie pola na geometrie Schwarzschilda,
wplyw wysokiej doktadnosci na geometrie otoczenia horyzontu zdarzen ekstremalnej czarnej dziury
Reissnera-Nordstroma, ktérej geometria jest zaburzona przez pole.

Podrozdziat ten opiera si¢ na wynikach szeSciu publikacji:

J. Matyjasek, D. Tryniecki and M. Klimek, Regular black holes in an asymptotically de Sitter
universe, Mod. Phys. Lett. A23, 3377 (2009).

J. Matyjasek and D. Tryniecki, Next-to-leading term of the renormalized stress-energy tensor
of the quantized massive scalar field in Schwarzschild spacetime. The back reaction, Phys. Rev.

D79, 084017 (2009).

J. Matyjasek and D. Tryniecki, ADSyxS? geometries and the extreme quantum-corrected black
holes, Mod. Phys. Lett. A24, 2517 (2009).

J. Matyjasek, D. Tryniecki and K. Zwierzchowska, Vacuum polarization of the quantized massive
scalar field in Reissner-Nordstrom spacetime, Phys. Rev. D81, 124047 (2010).

Podrozdziat 5.3 dotyczy uogdlnienia rozwigzan czarnodziurowych teorii Lovelocka.

Podrozdziat ten opiera si¢ na publikacji:

e J. Matyjasek, M. Telecka and D. Tryniecki, Higher dimensional black holes with a generalized
gravitational action, Phys. Rev. D73, 124016 (2006).

5.1 Zwrotne dzialanie pola skalarnego na metryke czarnych dziur
5.1.1 Wspélczynniki HaMiDeW - praktyczna realizacja obliczen

Aby poznaé zwrotne dzialanie pola skalarnego na metryke czarnej dziury (wpltyw polaryzacji prézni
na geometrie czarnej dziury) nalezy rozwiazaé pétklasyczne réwnania Einsteina (112). W réwnani-
ach tych kluczowe znaczenie ma znajomos¢ jawnej postaci zrenormalizowanego tensora energii-pedu
(Tab) e~ To z kolel wymaga znajomosci wszystkich wspélezynnikéw [a,] (n=3,...,00). Wspéiczyn-
nik [as] policzyl Sakai [143] dla pola skalarnego propagujacego sie w zakrzywionej czasoprzestrzeni
oraz Gilkey [165] w ogélnym przypadku dla pél tensorowych zdefiniowanych na rozmaitosciach Rie-
manna. Wspoétezynnik [a4] zostal policzony przez Amsterdamskiego, Berkina i O’Connora [9] dla pola
skalarnego oraz przez Avramidiego [7, 8] dla pola skalarnego, wektorowego i spinorowego. Wspdélezyn-

nik [a5] obliczyt Van de Ven dla pola skalarnego, wektorowego i spinorowego [166], a takze Ottewill i
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76 5 Czarne dziury w teoriach wysokiego rzedu

Wren

1

Tab

Rysunek 2: Dwa etapy obliczen zrenormalizowanego tensora energii-pedu: obliczenie W, i oblicze-
nie 7%,

Wardell [167]. Znajomosé kilku pierwszych wspétezynnikéw HaMiDeW nie pozwala jednak obliczyé¢
dziatania efektywnego We, (121). Jego niekompletna postac

!
3972

Woen {;2 / o/ =glas] + % / d4xm[a4]} +o (257)
moze by¢ jednak dobrym przyblizeniem, gdy masa pola m jest duza. Obliczenie przyblizonego
dzialania W,.,, wymagajace znajomo$ci wspélczynnikéw [ag] oraz [a4], jest pierwszym z dwéch
etapéw prowadzacym do otrzymania zrenormalizowanego tensora energii-pedu (rysunek 2). We
wstepne] fazie tego etapu poréwnane zostaly wspolezynniki [a4] wystepujace w réznych pracach
[7, 8, 9] i zauwazono, ze nie sa one identyczne. Do obliczenn wspélezynnikéw HaMiDeW uzyto
czterech metod: jawnie kowariantnej, wykorzystujacej wspétezynniki Hadamarda, poprzez rozwinie-
cie Taylora we wspétrzednych normalnych oraz jawnie kowariantnej bezindeksowej. W ramach tych
metod wykorzystano rézne sposoby obliczen. Obliczenia wspélczynnikéw [a,] wykonywane zostaly
przez projekt programistyczny, ktéry ma kilka wersji w zalezno$ci od metody, sposobu ich obliczen

18 (rysunek 3). Wsp6lezynniki [a,] policzone zostaly na 27-em

i uzytych jezykéw programowania
sposobow. Kazdemu sposobowi odpowiada jeden projekt programistyczny. Praktyczna realizacja
obliczen wspétczynnikéw [a,] zostanie przedstawiona na przyktadzie projektu napisanego w jezyku
Form opartego na metodzie rekurencyjnej jawnie kowariantnej - sposéb podstawowy. Pozostale pro-
jekty przedstawione zostaly w podrozdziale 6.1.

Struktura programistyczna projektu opartego na jezyku Form przedstawiona zostala na rysunku
4. Ciemnoniebieskie bloki oznaczaja programy komputerowe napisane w jezyku Form. Nazwa bloku
odpowiada wielkoéci, ktérg program ten oblicza, natomiast strzalki obrazuja, gdzie przekazywany
jest wynik obliczen.

Pierwszym z programéw jest ,[0q4,..q,]", ktérego zadaniem jest obliczenie granic koincydencji

pochodnych funkcji 0. Do obliczen tych wielko$ci wykorzystywana jest relacja gaﬂaaafg = 0. Na-

18W obliczeniach wspélezynnikéw HaMideW wykorzystywano jezyki Form, Per]l, Mathematica (w tym pakiety Invar
i MathTensor), Maple (w tym pakiety GRTensor) oraz Lisp.
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77

Metoda obliczen Sposdb Jezyk/Wersja W,
Form TForm Mathematica Maple Lisp
sposcb o i i ot g
. podstawowy
rekurencyjna sposob
‘ Jawnie zmodyfikowany | + + +
owariantna sposob
zmodyfikowany Il + + + +
! 5
. Spost r o o 2 o
poprzez zwiqzek podstawowy
ze sposob
wspofczynnikami | zmodyfikowany | + + +
Hadamarda sposéb
zmodyfikowany Il + + + +
poprzez
rozwiniecie sposéb
Taylora we podstawowy + +
wspdirzednych
normalnych
rekurencyjna
jawnie sposob +
kowariantna podstawowy
bezindeksowa

Rysunek 3: Metody, sposoby oraz jezyki, ktérymi wykonane zostaly obliczenia [a,], a tym samym
obliczenia przyblizonej wartoSci Wy.e,. Plus oznacza, ze dany projekt programistyczny zostal wyko-
nany w oparciu o dang metodg, sposéb oraz jezyk.

ren

I
m

Rysunek 4: Szczegdtowa struktura Wi, w przypadku obliczen wspdélczynnikéw HaMiDeW metoda
rekurencyjna jawnie kowariantng - sposéb podstawowy. Niebieski kolor bloku oznacza, ze program
zostal napisany w jezyku Form.
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jprostsze obiekty [0, . 4,] Wygenerowane przez program maja postac

1
[Ua1a2a3a4] = _g (Ra1a3a2a4 + Ra1a4a2a3) s (258)
1
[O-ala2a3a4a5] _1 {Ra1a3a2a4a5 + Ra1a3a2a5a4 + Ra1a4a2a3a5 + Ra1a4a2a5a3 + Ra1a5a2a3a4
+Rayasazasas ) - (259)

Jak mozna zauwazy¢, [0, a0a5a4] jest suma dwoéch obiektéw krzywiznowych, a [04,a5a5a4a5] Sz€SCIUL
Obiekty wyzszych rzedéw sa o wiele bardziej skomplikowane, poniewaz [04,. 4,] ma 92 elementy,
[Ca;...a;] ma 790 elementy, [04,.. ) ma 13306 elementéw, [0q,. 4] ma 196196 elementéw, a [0, .. .a;0]
ma 4 miliony elementéw. Duza liczba czlonéw dwéch ostatnich wspélczynnikéw niesie konsekwencje
w postaci duzego rozmiaru pliku zawierajacego wynik - wspélczynnik [04, . 4] zajmuje 5 MB, nato-
miast wspélezynnik [04, . a,,] - 100 MB. Wiedza na temat przyrostu wielkosci danych pozwala osza-
cowa¢, ze rozmiar pliku zawierajacego (04, a;,] Wynositby okoto kilkudziesieciu GB, a zatem mozna
przypuszczaé, ze obliczenie wspdélezynnika [as] nie jest mozliwe na niewyspecjalizowanych komput-

erach. Kolejny blok [A}I{QGTL} ” do obliczen wykorzystuje réwnanie
ANY? = 2 (A1/2> o+ AV 0, (260)
a

a zatem w obliczeniach niezbedna jest réwniez znajomo$¢ granic koincydencji funkcji o. Najprostsze
funkcje [Aé{2an] to

1
1/2
[Aa{az} = 6Ra1a2’ (261)
1
[A}zggag} = E {Rmaz;aa + Ra1a3;a2 + Razas;m} . (262)

Do obliczen wspélezynnika [a4] wymagana jest znajomo$¢ wspotezynnikéw [A}l{?an} do rzedu ésmego

wlacznie. Program ,, [A;ll._/, 34” wykorzystuje réwnanie AY2A~1/2 = 1, generujac na przyktad:

1
—1/2
|:Aa1a/2 ] = _ERalazu (263)
1
[Aclz{igag] = _E {Ra1a2;a3 + R@1@3§@2 + Ra2a3;a1}- (264)

Kluczowym programem jest ,[a,]” korzystajacy z réwnania rekurencyjnego

o %ni10+ (M4 1) apyr — NA~Y2 (Al/Qan> ‘ —Réay,. (265)

a

Z powyzszego réwnania wynika, ze obliczenia wspélezynnika [a4] wymagaja uprzednich obliczen

granic koincydencji wspoétczynnikéw nizszego rzedu. Tymi wspotczynnikami sa [a3.q,a,], [3:0,]s [@3],
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[a2§a1.~-a4]7 [a2;a1a2a3]7 [a2;a1a2]’ [aQ;al]v [a2]7 [al§a1m0«6]’ [al;almas]a [al§a1--~a4]’ [al;alazas]v [a1§a1¢12]7 [a1§01]

i [a1]. Po obliczeniach i uproszczeniach wykonanych za pomoca pakietu Invar'? [168] wspétezynnik

[a4] ma postaé

gdzie

aa) = af” + 0" + &% + 0¥ + ¢4a?, (266)

371803, a +%RR R — éﬁoRRa CRabt%RRabCRacb

672 g Rare R + 18100R Rt 2512300 PR = MRRadeR ab gedel
+% RupR™ ,° — 847100 Rupe R 40+ 1216300 Rupea R0 — 4750 Ropea RO
+% Rupsea R 1 % Ropeases R0 4 7;0 R, Flgo Ry R
—%R JRoe 4 _ %Rab RO dd + %RabcdwRac;bde B %R;QR;Z)R“”
+%R“b0dRefgbR R 4200 1200 BB R — iRR . °R%® ¢ @R;azx ¢ Rab
+%RabcdRefghRﬂ)CdRefgh 7560 e Rape @ TR™ + @R A
_38245120 *Rap R — %RGR()C ‘R — ﬁR “Rp R + %RRabR a pbe
_%Rab;cdRacRbd %RabRcdR“Rbd — %Rab'cR abped %R‘l
+% Rapsea R R + 157102300 Ry Rog R R + % RupeR, "¢ Re
+%Rab'cRd " "R - EOR“M efty R — %R o Rpea RO + 16180RR '
+%R2R“ bea B+ @RRG” caBR + %Rab cte BRI+ %Rab R R
+ % R.apReqg R + MRRabRCdR“de + @ RapeR, RO

;;5}% ‘Ry Radbe . mRab iR, b padee | MR‘”’ R, © dRaebf
_% Rupe Ry, b paced ﬁ Rabedes RMR! % RupRogR, ¢ bec rde
_ﬁRab'cRd “;ERdee + %R oRypye Rbede Tl()() R, Ricde Rbede

9120 RapiedRe g ad gbeef 4 mRabRcdR ac pbdef | % RapeRys Rbfde
- 305244700 Ry R Reae R ﬁRabcd ey, R m RapeaRegn R R

: (267)

19Pakiet Invar opracowany zostal przez Renato Portugala i Leona R. U. Manssura.
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80 5 Czarne dziury w teoriach wysokiego rzedu

o) = —%R‘l 11 T3 RRaR + ﬁRRab ROV 4 @RRabcdR ab pedef %RR@ L RAcb

_%RRabcdeRadee_% 2 . _@R aR,b 210R bRab_@R Rab c

_% WR, @Ra ) R ﬁR‘ a Ry g R0 3T25RR;aab b S%OR;“% b

25 5 OR oRHR™ — ﬁRR b RY — o OR Ry, R 4 LRR pe ‘R

—4—20}2 °Reb 4 21502901%2}2 R ¢ %R oRy, R + @R Ry R

_'_ﬁR aRbCRbC . ﬁRRabR aRbc + @R qu Rabcd 210R2RabcdRabcd

_ﬁRRab'cdRade mR abR Racbd @RRQ(,R Racbd (268)
o) = ﬁR‘* + %RR R + 45R2R + 723 "Ry’ + 9OR pR 4 30R Ry

+5 ORR - @R aRHRY + 5 ORR R — %RzRabR“b + %R2Ra pea R (269)
o) = ——R4 - ERR;CLR?“ - ERQRW“ (270)
o) = ﬂR4 (271)

Poréwnanie otrzymanego wyniku wspétezynnika [a4] z obliczeniami Avramidiego [7, 8] wykazato
ich identycznos¢. Ponadto wynik zostal poddany testom. Testem wstepnym bylo obliczenie granic
koincydencji pochodnych bitensoréw o, A~1/2 A1/2 i poréwnanie ich z literatura [5]. Wyniki okazaty
sie takie same. W literaturze znane sa ponadto warto$ci wspolezynnika [a4] dla niektérych geometrii

czasoprzestrzeni. Dla czasoprzestrzeni de Sittera jest on opisany formuta Dowkera

4
6 (22571 — 1) By 1
ds _ _ = _ 272
[a4] (4a2) kzo k(4 — &) 10548’ (272)

gdzie By to liczby Bernoulliego, natomiast a to promien krzywizny [169]. Z kolei dla czasoprzestrzeni
Nariai ma on postac
[a4] = 0. (273)

Uzyskane wyniki [a4] wykazaly zgodno$¢ z powyzszymi. Testem gléwnym byla zgodno$é z literatura
[135, 5] czterech pierwszych wspélezynnikéw HaMiDeW ([ao], [a1], [a2] i [as]). Test ten potwierdzit
prawidlowo$¢ uzyskanych wynikéw.

Ostatni program ,,[A,]” ma na celu uproszczenie pochodzacej od wspétczynnika [a,] czeSci dziata-
nia efektywnego w taki sposéb, aby obliczenia tensora energii-pedu dla czasoprzestrzeni okreslonego
typu byly szybsze. Gléwnym czynnikiem majacym wplyw na szybkoS§¢ otrzymania wynikéw sa
wysokie pochodne tensora Riemanna wystepujace w tensorze energii-pedu. Jedna ze strategii up-

raszczajacych, majacych na celu obnizenie wysokich pochodnych, jest wykorzystanie twierdzenia
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5 Czarne dziury w teoriach wysokiego rzedu 81

Gaussa oraz wlasnosci znikania wariacji na brzegach. Twierdzenie Gaussa ma postac
/ Giv/—gdx = 7{ G'\/—gdS;. (274)

Obliczenia wariacji powyzszego obiektu po metryce g, przy wykorzystaniu faktu, ze catka okrezna

liczona jest na brzegach, a wariacja na brzegach znika, pozwalaja wywnioskowaé, ze
5/G?i\/—gdx =0. (275)

Powyzsza wlasno$¢ umozliwia pominiecie dowolnego wyrazenia o strukturze [ Gfi\/—gdaj w dziala-
niu efektywnym W,..,,. Mozna réwniez skonstruowaé bardziej zaawansowany algorytm upraszczania
oparty na twierdzeniu (275). Algorytm ten zostal zaimplementowany w programie ,[A,]”, a istote

jego dzialania najlepiej obrazuje przykiad jednego z czlonéw Wi,.,. Przyktadowy czlon ma postac
Wiren = ... + /d4$\/ng;abRab + ... (276)

W celu uproszczenia mozna doda¢ do niego element — f d*z\/—g (R;aR“b) > Ktory nie wnosi zadnego

wkiadu do 7%, co wynika ze wzoru (275). Otrzymano wéwczas

3

Woen = .. + /d‘*:c,/—g {R;abRab _ (R;GR‘“’) }+ = /d4x«/—gR;aRab bt (277)

Mozna zauwazyt, ze w efekcie tej operacji rzad maksymalnej pochodnej tensora Riemanna ulegl

”

obnizeniu o jeden, co bylo celem uproszczenia. Po zastosowaniu programu ,[A,]” na obiekcie
[ d*z\/=glas], ktéry jest czeicia dziatania efektywnego Wi, (257) otrzymano wynik [ d*z/—g[As],

gdzie

1 1 1 169 . 1 .
As] = R3/1296 — —¢R? + —€?R3 — ¢8R — —— R_R®°+ —¢ R. R®
[4s] / AT 6¢ 50200 [ha 17 1 358 Tl
1, . 1 b 13 b 1 bed;
_Eg Ry BT = 1400Rab;c T 12600 ~ abe R~ 16800R“b6d?e o
1 beoed 1 1 11
-—R R¥™e . ___ _RR.,R®*+ —¢R R, R® R, R® R
8400 abedse 1080 e + 1805 ab * 113400 ‘tab e
1 1 17
_{_@ R Rabcd Rabcd _ @ é— R Rabcd Rabcd _ m Rab Rcd Racbd
2 bed, 1 b ped 1
~Tar7s Habed R R" e 2005 abed R " R 4 9450 [tab R R (278)

Poréwnujac powyzszy wynik z [a3] (142), mozna zauwazy¢, ze ilo§¢ czlonéw z klopotliwymi wysokimi

pochodnymi tensora Riemanna zmalatla.
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82 5 Czarne dziury w teoriach wysokiego rzedu

5.1.2 Tensor energii-pedu i jego wlasnoSci w czasoprzestrzeni

Reissnera-Nordstroma

Fluktuacja kwadratowa
Fluktuacja kwadratowa jest jednym ze sktadnikéw tensora energii-pedu. Jej zbadanie moze by¢ po-
traktowane jako pierwszy krok w analizie potencjalnych nieskoficzonosci tego tensora. Fluktuacja

kwadratowa jest zwigzana z propagatorem Feynmana relacja

<&y—mq¢ ) () = =i lim Gp (z,2") . (279)

' —x ' —zx

Zwiazek G ze wspélczynnikami a,, pozwala wykazaé tozsamoS$é

n—2)!
¢ >k 167T2Zm2 (n— 1) (280)

gdzie indeks k oznacza stopien dokladnosci obliczen. Obliczenia <¢2> ., Wymagaja znajomosci wspélezyn-
nik6éw [ag],..., [ag—1] 1 [ak]. Ze wzgledu na znajomo$¢ tylko niektérych wspétczynnikéw HaMiDeW
fluktuacje kwadratowa mozna policzy¢ z ograniczona dokltadnoScia. Wymagane do obliczenia <¢2> 4

wspolczynniki HaMiDeW w czasoprzestrzeni Reissnera-Nordstroma maja postac

1 9 Me? et
[ag) = yE (12A4 — 24 . +13;5 , (281)
1/ 194 M3 9, 1111 M?e? 132 Me? 3644 Me* 908 e*
W = Slm Tt T T % T an 9 T
T 63 r 7 1056 r 35 r 315 r 315 r
1156 e
315 r4> (282)
@l 1 mw9e+5mwe6 m%we%4+mmwe%ﬂ+6ue
a = _— _
4 710\ 315 6 675 1% 1575 15 1575 74 25 12
318476 Met 3757 MZ%e? 113522 M3e? 4352 Me* 32 _ ,
- 3+ 5 — T — +=M
1575 r 25 7 525 1 175 7 5
23264 M* 240 M3
Ty (282)

Rysunki 5 i 6 przedstawiaja wykresy przeskalowanej (A = 1672M?) fluktuacji kwadratowej lic-
zonej z rézng dokladno$cig. Fluktuacja A <¢2>2, A <¢2>3, A <q§2> 4 0znaczona jest odpowiednio linig
kropkowana, kreskowana i ciagla. Jest ona liczona na horyzoncie zdarzen i zalezy od parametru
qg = e/M. Wykresy pozwalaja zaobserwowaé réznice w obliczeniach przeprowadzonych z rézna
dokladnoscig. Mozna zauwazyé, ze )\<¢2> 4 tylko nieznacznie rézni si¢ od )\<qb2>3, podczas gdy
)\<¢2>3 od )\<¢2>2 juz zauwazalnie. Zatem wkiad wspélezynnika [a3] do fluktuacji jest o wiele
wigkszy niz wklad wspélezynnika [a4]. Zasadne jest wiec zalozenie, ze obliczenie przeskalowanej fluk-
tuacji kwadratowej z doktadnoscia A <q§2>3 jest dobrym przyblizeniem. Analogiczng wlasno$é ma

przeskalowana fluktuacja poza horyzontem zdarzen.
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}’L<<,_b2>
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0.0014}
0.0013;
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0.0011¢

" 0.2 0.4 0.6 s 4

Rysunek 5: Przeskalowana fluktuacja kwadratowa )\<¢2> (A = 1672M?) w czasoprzestrzeni
Reissnera-Nordstroma liczona na horyzoncie zdarzen dla mM = 2. O$ pozioma to ¢ = ¢/M, za-
kres parametru to ¢ € (0,0.8). Linia kropkowana odpowiada A <¢2>2, linia kreskowana odpowiada

A <¢2>3, linia ciggla odpowiada A <¢2>4.

A<g®>

0.0019
0.0018¢
0.0017}
0.0016¢

0.0015}

0.85 0.90 0.95 q

Rysunek 6: Przeskalowana fluktuacja kwadratowa )\<¢2> (A = 1672M?) w czasoprzestrzeni
Reissnera-Nordstroma liczona na horyzoncie zdarzen dla mM = 2. O§ pozioma to ¢ = e/M, za-
kres parametru to ¢ € (0.8,1). Linia kropkowana odpowiada A <¢2>2, linia kreskowana odpowiada

A <¢2>3, linia ciggla odpowiada A <¢)2>4.
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84 5 Czarne dziury w teoriach wysokiego rzedu

Cecha charakterystyczna fluktuacji kwadratowej obliczonej w czasoprzestrzeni Reissnera-Nordstroma
jest jej niezalezno$¢ od stalej sprzezenia £. Jest to sytuacja wyjatkowa poniewaz analiza fluktuacji
kwadratowej w innych typach czasoprzestrzeni ujawnia jej zalezno$¢ od tego parametru. Przykladem
moze byt czasoprzestrzen ABGB-dS bedaca modyfikacja czasoprzestrzeni ABGB poprzez uogélnienie

jej na przypadek z niezerowsa staly kosmologiczna A. Opisuje ja element liniowy

2 _ M QN A o e [ 2M( Q* \ _Ar?
ds® = {1 . 1 tanhQMr 3 dt* +dr*/ <41 " 1 tanhQMr 3

+r2dQ2. (284)

Stala kosmologiczna A zmienia strukture horyzontéw poniewaz jej obecno§é moze powodowaé po-
jawienie sie oprécz horyzontu wewnetrznego r— i zdarzen ry takze horyzontu kosmologicznego r..
W zaleznosci od potozenia horyzontéw rozwiazania mozna podzieli¢ na cztery klasy: r— < ryp < rg,
r— = ry < r. (degeneracja pierwszego rodzaju, tzw. czarna dziura ,cold”), r— < ri = r. (zdegen-
erowany horyzont drugiego rodzaju), r— = r. = 7. (tzw. konfiguracja ,ultracold”). Przyblizona
analiza, przy zatozeniu A ~ 0 pokazuje, ze dla rozwiagzania typu ,cold” tadunek @ i horyzont zdarzen

Ter WYNOsi

64w \ 1024w§ (5 + 3wo) \2
3 (1 + wp)” 9(1+wp)°

3 = M2 [411}0 -+

32768

81 (1 + wp)®

4wy . 64w (3 + wo) \ 1024w} (25 + 18w + 3wj)
I+wo  3(1+wp)? 9 (1 +wp)”

N 32768w¢
81 (14 wp) 10

(59 + 65wo + 18w§) A* + O (A4)] (285)

)\2

(413 + 461w + 162w§ + 18w) A* + O (X*)] : (286)

gdzie wg = Wy (e‘l) [170]. Dokladne rozwigzanie réwnan okre$lajacych horyzont zdarzen jest
niemozliwe jeSli A jest dowolne, jednak dla poszczegélnych wartosci liczbowych A mozna dokonac

analizy numerycznej [170]. Analiza ta pokazuje, ze:

1. gdy AM? < 1/9, to nie istnieje taka warto§é¢ tadunku, dla ktérego 7y = re,

2. gdy 1/9 < AM? < 0,246019, to istnieja wartoéci ladunku takie, ze mozliwa jest zaréwno

degeneracja horyzontéw pierwszego jak i drugiego rodzaju,
3. gdy AM? > 0,246019, to degeneracja nie jest mozliwa.

Charakterystyczna wartoécig jest AM? = 0, 246019, kiedy to konfiguracja jest typu ,ultracold”,
a wartoSci horyzontéw i tadunku wynosza r— =ry =r,. = 1,34657M i Q = 1,1082M. Przyblizona

warto$¢ fluktuacji kwadratowej <q§2>2 liczona na horyzoncie zdarzen r., dla przypadku ,,cold” i po-

84



5 Czarne dziury w teoriach wysokiego rzedu 85

Jezyki
Metoda obliczeri T** Form | Mathematica | Mieszane
z definicji + +
poprzez redukcje
dziafania + +
efektywnego

Rysunek 7: Metody i jezyki, ktérymi zostaly wykonane obliczenia T%. Plus oznacza, ze dang metoda,
sposobem oraz jezykiem zostal wykonany projekt programistyczny.

dana w postaci szeregu Taylora wzgledem A wynosi

1 1
(¢%), = T6m2 g {0,17 — 0,87 + 0,696 + (—0,26 + 0,5¢ + 1,65¢%) AM?
+ (—0,66 + 3,66¢ — 0,86£%) A2M* + (0,37 + 2,936 — 5,66£%) A>MO + 0 (A%) }.

(287)

Jest ona warto$cia doktadna, gdy A = 0 (dla czasoprzestrzeni typu ABGB). Konieczno$¢ obliczen
przyblizonych wynika z tego, ze znane sa jedynie przyblizone wartoci horyzontu zdarzen r.. (286)
oraz Qe (285) dla przypadku ,cold”.

Obliczenia ogdélnej postaci tensora energii-pedu

Obliczenia ogélnej postaci tensora energii-pedu?’ (Tab) en, Przeprowadzone zostaly dwiema metodami:
z wykorzystaniem jego definicji oraz za pomocag metody redukcji dziatania efektywnego przy zalozeniu
sferycznej symetrii czasoprzestrzeni. Obliczenia realizowano z wykorzystaniem projektu programisty-
cznego reprezentowanego przez czesé , T przedstawiong na rysunku 2. Projekt ten ma kilka wersji
w zaleznoéci od metody obliczeni i uzytych jezykéw programowania (rysunek 7).

Pierwsza z metod obliczen tensora energii-pedu opiera sie na definicji

2 Wren
/_g 5gab :

Metoda ta przedstawiona zostanie na przyktadzie projektu programistycznego relizujacego te obliczenia

(Tab) e, = (288)

z wykorzystaniem wielu jezykéw programowania (rysunek 8). Projekt napisany w jezyku Mathemat-

ica i oparty na tej samej metodzie znajduje sie w podrozdziale 6.3.

200gélna postaé tensora energii-pedu oznacza, ze jest on wyrazony poprzez tensory Riemanna, Ricciego, skalary
krzywizny oraz ich pochodne kowariantne.
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Tab

To(g)

Bie{f{el

Rysunek 8: Szczegélowa struktura T% w przypadku obliczen tensora energii-pedu z definicji. Projekt
oparty jest na wielu jezykach programowania. Kolor blokéw oznacza rodzaj jezyka: szary - Perl,
czerwony - Mathematica, zielony - Maple, niebieski - Form.

Zadaniem pierwszego z programéw ,,Form—MT” jest dokonanie translacji dziatania efektywnego
Wyen z jezyka Form do postaci zgodnej z pakietem MathTensor?!. Na szczegdlna uwage zastuguja
tutaj wyrazenia regularne bedace integralng czeScig jezyka Perl. To wlasnie na nich oparta jest
gléwna czes¢ programu.

Kolejny z programéw - ,,Upr” ma za zadanie uproszczenie dzialania efektywnego przy wykorzys-
taniu wtasnosci tensora Riemanna. Do celéw uproszczen wykorzystywane byty pakiety: MathTensor
oraz pakiet Invar. Ponadto stosowane byly wstepne uproszczenia bazujace na jezyku Form. Zasada
upraszczania, na ktérej opieraja sie pakiety polega na stworzeniu bazy skladajacej sie z niezmien-
nikéw krzywiznowych, a nastepnie wyrazenia dowolnego wielomianu skladajacego sie ze skalaréw w
tej bazie [171, 172, 173, 174]. W praktyce pakiety najpierw grupuja wszystkie jednomiany rzedu n
(rzad oznacza liczbe tensoréw Riemanna) w podzbiér Ry, . .}, gdzie \; oznacza rzad pochodne;
i-tego tensora Riemanna. Tensor jest sortowany wedlug porzadku A\; < \;41. Przykladem wyrazenia

nalezacego do Ry 1 53 jest jednomian
R™R,opgqRRY . (289)

Grupa jednomianéw Ryy, 1,1 posiada N = 4n + >y A indekséw oraz jest rzedu A = 2n +

> Ao Mozna zauwazy¢, ze N i A jest zawsze liczba parzysta poniewaz wyrazenie, ktére jest

21 Pakiet MathTensor opracowany zostal przez Stevena M. Christensena.
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upraszczane jest skalarem, a zatem liczba indekséw musi by¢ parzysta. Kazdy podzbiér Ry, . a,}
posiada indywidualng baze jednomianéw, ktérej liczba jest tym mniejsza, im wiecej tozsamosci, ktore
posiada tensor Riemanna zostanie uwzglednione w obliczeniach. Do uproszczen moze byc uzytych

pie¢ tozsamosci:
1. Symetria i antysymetria tensora Riemanna

Rcdab = Rabcd
Rbacd = _Rabcd~ (290)

Zastosowanie tej tozsamosci oraz doprowadzenie do postaci kanonicznej pozwala na zredukowanie
bazy jednomianéw klasy Ryg 15 z 1,1 % 10™ do 53160 elementéw. Element bazy numerowany

liczbg m 1 nalezacy do klasy Ryy, . a,} 0znacza si¢ symbolem gy, \ -

2. Cykliczno$t tensora Riemanna
Raped + Racap + Ragpe = 0. (291)

Wiasnos¢ cyklicznosci redukuje liczbe elementow bazowych klasy Ryg 151 z 53160 elementéw
do 22330.

3. Tozsamos¢ Bianchi
Rabcd;e + Rabde;c + Rabec;d = 0. (292)

4. Symetrie pochodnych kowariantnych

n

n
VgV Tmn, o =VNVGTmm = Ry, T =y Ry T
k=1 k=1
(293)
5. Wiasnosci zalezne od wymiaru (tzw. wlasno$ci typu Lovelocka) opierajace sie na tym, ze an-
tysymetryzacja wszystkich indekséw tensora o liczbie indekséw d+1 w przestrzeni d-wymiarowej

wynosi zero [175].

Zastosowanie wszystkich pieciu tozsamosci do klasy Ry 1 5) redukuje liczbe elementéw bazowych
do 44 (zakladajac ze czasoprzestrzen jest czterowymiarowa).
Przykladem uproszczen jest zastosowanie wszystkich powyzszych tozsamo$ci do niezmiennika

Rcadb e Klasy R4y, co powoduje jego transformacje do postaci

R sdsesb “ =R ;aRbc’a + R b;aRc b — RadeRaC;b;d' (294)

a )

Program ,MT—Form” dokonuje translacji uproszczonego dzialania efektywnego ze sktadni paki-

etu MathTensor do skladni jezyka Form.
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b»

Najwazniejszym programem bloku ,,7%” jest program ,, 7% (R)” wykonujacy operacje pochodnej

funkcjonalnej %’gﬁ wystepujacej w definicji tensora energii-pedu (288). Poniewaz dzialanie efekty-
wne sklada si¢ z sumy skalaréw krzywizny takich jak m.in. \/—g, R Rab;cR“b”, to fundamentalnym
problemem jest znajomo$¢ pochodnej funkcjonalnej obiektéw krzywiznowych. Aby ja otrzymaé na-
jwazniejszym etapem posrednim jest policzenie wariacji dowolnego obiektu Rgpedse;...c,,- W tym celu

skorzystano z nastepujacej tozsamosci

4] (Rabcd;el...en) = (5Rabcd,el...en_1);en - 5rzenRsbcd;el...en_1 - 5Fl§enRascd;el...en_1 -
_5F2nflenRade§el---en—25' (295)

Tozsamo$¢ ta pozwala znalez¢ pochodng funkcjonalng 6 Ruped e, ...c,, » jeSli znane sg 0I'; . i & (Rabcd;el...en,l) .
Ma ona zatem charakter rekurencyjny w tym sensie, ze znajac pochodna funkcjonalng nizszego rzedu
) (Rabcd;el...en,l) mozna obliczy¢ pochodng funkcjonalng wyzszego rzedu 0 Rypedye;...c,,- TOzsamose ta
jest podstawa algorytmu zaimplementowanego w programie. Przykladem dziatania programu jest

obliczenie pochodnej funkcjonalnej wyrazenia [ d*z\/—gR cba ktérego wynikiem jest

ab;c

2 1)
vV =9 6g:ry

y xab y xba zy ab zy ba T
_Ra b +Ra b - R ;ab +R ;ab _Ra ;be

/d4$\/ngab;c cba _ _Rab;xyba + Rab;ymb _ Rax;bbya + Raz;ybab _ Rax;ybba + Ray;bbm
Rabcy —_92RZ*Y Racbd +R T Racby
a b ;cd a ;bc
T2 R g R4 Ry R = Ry R 4 Ry RS RM =2 Ry, RY R
+2 Rypog RY™ R™® —2 R, o R R™™ — R, R ™ R* R, R® R"™
1
—4 Rabcd Reacy bede _ iRab RCdaa} Rbycd+2 Rab Rcadx by0d+2 Rade Reazac Rbyde

_Rabcd Reyab Rcedw +2 Rabcd Rexab Rcedy +4 Rabcd Reacr Rbyde' (296)

Program ,,Form—MT” dokonuje translacji ze sktadni jezyka Form do skladni pakietu MathTen-
sor, natomiast ,Upr” ponownie upraszcza, tym razem tensor energii-pedu. Nastepnie ,MT—GRT”
dokonuje translacji do skladni pakietu GRTensor. Ostatni z programéw T (g) umozliwia obliczenie
tensora energii-pedu dla szczegblnej postaci czasoprzestrzeni (np. Schwarzschilda).

Kolejng metods, alternatywng do metody obliczania (7T},,), ., z definicji, jest metoda obliczania
tensora energii-pedu opierajaca sie na wstepnej redukcji dziatania efektywnego Wye,. Warunkiem
koniecznym do tego, aby mozna bylo stosowac te metode jest wstepne zalozenie, ze czasoprzestrzen
posiada pewng symetrie. Pierwszy wykorzystal te metode Hermann Weyl [52], ktory rozwiazal za jej
pomoca prézniowe réwnania Einsteina otrzymujac metryke Schwarzschilda. Poszukujac rozwiagzania
Schwarzschilda standardowo, najpierw dokonuje sie wariacji dzialania Finsteina %ab i d*z\/—gR ze
wzgledu na metryke, co pozwala otrzymaé prézniowe réwnania Einsteina. Nastepnie zaklada sie
rozwigzania o symetrii sferycznej i w takiej uproszczonej postaci poszukuje rozwiazan. Weyl postapit

niekonwencjonalnie poniewaz najpierw zalozyl, ze rozwigzanie ma symetrie sferyczng i nie zalezy od
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5 Czarne dziury w teoriach wysokiego rzedu 89

czasu. Wybral tez szczegélne cechowanie (cechowanie Schwarzschilda) w postaci

dr?

a(r)

a nastepnie uproScit za jego pomocg dzialanie Einsteina

ds® = —a (r)b(r)? di® + + 7% (d6? + sin? 0d¢?) (297)

o0

d
I= / d*e/—gR — Ieqg = / drr(a—1) —-b. (298)

0

Koncowym etapem bylo otrzymanie dwéch réwnan Eulera-Lagarange’a dla dwéch zmiennych a i b, a
nastepnie rozwiazanie ich, co doprowadzilo do otrzymania metryki Schwarzschilda a =1 —¢;/r, b=
cs. Mimo, ze powyzsza procedura jest niezgodna z konwencjonalng metoda rozwigzywania réwnan,
pozwolila ona otrzymaé poprawny wynik. Nalezy zwrécic uwage, ze Weyl nie dowodzil ani nawet
pobieznie nie uzasadnial motywéw takiego sposobu rozwigzywania réwnan. Pelny matematyczny
dowdd przedstawiony zostal p6t wieku pézniej przez Palais’a [176] nie tylko w konteksScie ogdlnej teorii
wzglednoéci, ale i réwniez pdél dowolnych. Metoda zredukowanego dzialania byla z powodzeniem
stosowana w teoriach z wyzszymi cztonami krzywiznowymi czwartego i széstego rzedu dowolnego
wymiaru do poszukiwania rozwigzan o wysokiej symetrii [177].

W obliczeniach tensora energii-pedu (7},,),  za pomoca metody zredukowanego dzialania (ana-

ren
logicznie jak to zrobil Weyl) wstepnie zatozono postaé metryki o symetrii sferycznej (5). Zredukowana

posta¢ dziatania efektywnego (257) ma wtedy postaé

1 1

reduced __ 1/2.2 1/2.2

Wr 5222 / drias)(F (N h(r)*r + 55 5g / drlad)(f (R ()22 (299)

gdzie funkcje f(r) i h(r) wiaza sie z metryks poprzez f(r) = —e¥(") (1 _ 2n1(r)) oraz h(r) =

-1
(1 — 2%”) . Symbolicznie powyzsze dzialanie mozna zapisa¢ w postaci

L =L+ Lo, (300)

gdzie
£ = L1 (fO), SO BOW), B, 1), (301)
L2 = Lo (fO0), s SO BOw), k() r), (302)

a fk) = %, h(k) = ZTL:. Pelna postac cztonéw L4 i Lo zawiera odpowiednio 531 oraz 2157 elementéw.

Aby otrzyma¢ sktadowe T} i T dla sferycznej symetrii nalezy skorzystaé z dwéch réwnan Eulera-

Lagrange’a

T =215 af(o)[,—i—;(—l) drk<af<k)£> , (303)
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90 5 Czarne dziury w teoriach wysokiego rzedu

ren

Rysunek 9: Szczegdétowa struktura 7% w przypadku obliczen metods poprzez redukcje dziatania
efektywnego. Niebieski kolor bloku oznacza, ze program zostat napisany w jezyku Form.

oraz 12
h(®) o) - wir d¥ (0
ro__ - _1\k+1 2
T =2 (f(o) ah(0)£+;( DM (%(k)c) , (304)
gdzie symbole n i s wystepujace w granicy sumowania oznaczaja rzad maksymalnej pochodnej funkcji
f(r)ih(r) wystepujacej w L. Metoda ta nie pozwala w sposéb bezpoéredni otrzymaé sktadowych

katowych tensora energii-pedu, mozna je jednak otrzymaé wykorzystujac tozsamoéé VT = 0,

ktora dla rozwazanej metryki prowadzi do

r

d rd
t
i if (T} —17) i EJT[ +1T7. (305)

Obliczenia bloku ,7%” oparte na metodzie poprzez redukcje dzialania wykonane zostaly za po-
mocg programéw napisanych w jezyku Form (rysunek 9). W sklad bloku ,, 79" wchodzi program
LT (gs fer Sym)”, ktéry oblicza zredukowane dziatanie efektywne oraz tensor energii-pedu wyko-
rzystujac réwnania Eulera-Lagrange’a.

Obliczenia tensora energii-pedu oparte na metodzie poprzez redukcje dziatania wykonywane
zostaly réwniez poprzez inny projekt oparty na wielu jezykach programowania. Szczegétowe in-

formacje na temat tego projektu znajduja sie w podrozdziale 6.3.
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5 Czarne dziury w teoriach wysokiego rzedu 91

WilasnoSci tensora energii-pedu w czasoprzestrzeni Reissnera-Nordstréma
Tensor energii-pedu, otrzymany z dzialania efektywnego Wi, (257), moze by¢ zapisany w postaci
sumy

<Tj;> = T(Vb 4 T2, (306)

gdzie Tél)b to wktad do tensora energii-pedu pochodzacy od wspétezynnika [as], z kolei Téz)b pochodzi
od [a4]. Dla przypadku czasoprzestrzeni sferycznie symetrycznej statycznej kazda ze sktadowych
tensora TéQ)b posiada okoto 3000 czlonéw. Jesli rozpatrzet szczegdlng postat tej czasoprzestrzeni

opisanej metryks,
1

f(r)

w ktérej zawiera sie wiele interesujacych z punktu widzenia fizyki przypadkéw, to liczba cztonéw

ds? = —f(r) dt® + dr? + r? (d92 + sin? 9d¢2) , (307)

tensora energii-pedu T, 52) b ulega redukcji do kilkudziesigciu (Dodatek: ,,Sktadowa Ta(z)b”). W wyniku
Db .
i

N . P 2)b .. .
obliczenn mozna zauwazy¢, ze elementy skladowe T, CE ng " tensora energii-pedu w czasoprzestrzeni

Reisnera-Norsdstroma zaleza w sposéb liniowy od parametru £ i moga by¢ zapisane w postaci

@b _ 1

)b )b
= gy (O +n0l). (308)

) (4)

b b . . . .
oraz D’ dla rozwazanej czasoprzestrzeni przedstawiona
)b

gdzie n = {—1/6. Pela posta¢ funkcji cl
jest w dodatku Funkcje C’L(li)b oraz Dc(f)b. Nalezy zwréci¢c uwage, ze TCEI byl juz wczesniej policzony
[95, 64]. W pracy Andersona, Hiscocka i Samuela [64] policzono zrenormalizowany tensor energii-
pedu metodami numerycznymi z dokladnoécia do kwadratu odwrotnoéci masy pola. Przedstawiono

w niej réwniez wykresy konforemnej C’g i pozakonforemnej Dg czedci tensora energii-pedu
<Tg> = CY +nD} (309)
ren

w czasoprzestrzeni Schwarzschilda. Poniewaz znana jest wyzsza doktadno$é obliczen uwzgledniajaca
w dzialaniu efektywnym czlon pochodzacy od [a4] [178] mozna dokonaé¢ poréwnania z wynikami
Andersona, Hiscocka i Samuela.

Na rysunku 10 przedstawiono przeskalowane liczbg A = 9072 (8M )4 dwie funkcje C’g W C€zaso-
przestrzeni Schwarzschilda: obliczong przez Andersona, Hiscocka i Samuela (wykres gérny patrzac

na punkt z = 0) oraz obliczong z wyzsza dokladnoscia (wykres dolny). Rysunek 11 przedstawia
rT—r4
M

a poczatek uktadu wspétrzednych pokazuje ich zachowanie na horyzoncie zdarzen. Oba wykresy

analogiczne poréwnanie, tym razem dla funkcji Dg. Funkcje te zaleza od parametru x =

pokrywaja sig, gdy r — oo, jednak w miare jak r maleje coraz bardziej sie réznia. Rdéznice te sa
znaczace na horyzoncie, co powoduje, ze wkiad poprawki wyzszego rzedu moze prowadzi¢ do istotnej
zmiany wyniku.

Analogiczne wykresy mozna narysowaé dla czasoprzestrzeni Reissnera-Nordstroma (rysunek 12 i
13) wybierajac warto$¢ tadunku rézna od zera e=0,95M. Obserwacja obu funkcji C’g i Dz, réwniez

jak w przypadku czasoprzestrzeni Schwarzschilda, ujawnia réznice spowodowane obliczeniem ich z
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0z oe— 06 a8 10 X

Rysunek 10: Dwie przeskalowane funkcje Cy¢ (A = 9072 (8M )*) zalezne od parametru z =
(r —ry) /M obliczone w czasoprzestrzeni Schwarzschilda dla mM = 2: gérna (patrzac na punkt
x = 0) obliczona przez Andersona, Hiscocka i Samuela, dolna obliczona z wyzsza dokladnoscia.

10r
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
-10
=20
-30
—ant

Rysunek 11: Dwie przeskalowane funkcje D,? (A = 9072 (8M )Y) zalezme od parametru z =
(r —r4) /M obliczone w czasoprzestrzeni Schwarzschilda dla mM = 2: dolna (patrzac na punkt
x = 0) obliczona przez Andersona, Hiscocka i Samuela, gérna obliczona z wyzsza doktadnoScia.
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5 Czarne dziury w teoriach wysokiego rzedu 93
Rysunek 12: Dwie przeskalowane funkcje C,¢ (A = 9072 (8M %) zalezne od parametru z =
(r—ry) /M obliczone w czasoprzestrzeni Reissnera-Nordstroma (e=0,95M) dla mM = 2: linia

przerywana odpowiada przyblizeniu pierwszego rzedu, linia ciagla odpowiada wyzszej doktadnosci

obliczen.

rézng doktadno$cia. Réznice te sg istotne i moga byt pominiete tylko po wnikliwej analizie.

Zrenormalizowany tensor energii-pedu jest regularny, jesli mozna pokazaé, ze w nieosobliwym

ukladzie wspoélrzednych ma skoficzona warto$¢. Poniewaz metryka Reissnera-Nordstréma jest os-

obliwa, gdy r — r; nie mozna sprawdzi¢ w tym punkcie regularnosci. Nalezy zatem przejs¢ do

nowego uktadu wspéirzednych, w ktérym metryka na horyzoncie zdarzen jest nieosobliwa. Takim

uktadem wspoéirzednych jest uklad zwiazany ze swobodnie spadajaca czastka. Dokonujac obliczen

tensora energii-pedu na horyzoncie zdarzen w nowych wspétrzednych mozna wykazaé:

" ry) — (T} T
T(O)(O) (T"r) = < . >T€n( +f) (T+<) >T€n( +) - <T7T>ren (T-‘r) )

T ry) — (T} r
T () = TP e 0y,
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94

iy P T T T T
;, 05 06 07 08 09 10 X
Rysunek 13: Dwie przeskalowane funkcje D90 (A = 9072 (8M )4) zalezne od parametru z =
(r —r4) /M obliczone w czasoprzestrzeni Reissnera-Nordstroma (e=0,95M) dla mM = 2: linia
przerywana odpowiada przyblizeniu pierwszego rzedu, linia ciagla odpowiada wyzszej doktadnosci
obliczen.
V31— T ry) — (T} r
Toyw (ry) = — T e (1) = (T2 e +)}7 (312)
f(rs)
Tioy2) (r+) = <T99> ; (313)
TEN
T - <T¢> , 314
)3 (7+) . (314)

T

Mozna przypuszczaé iz pierwsze trzy sktadowe sg osobliwe poniewaz o oo Przypuszczenie to
T >'ren = f(T)P(T), gdZie funkcja P (T‘)

nie potwierdza si¢ jednak gdyz mozna pokazaé, ze <Ttt>ren —{

jest regularna na horyzoncie zdarzen.

5.1.3 Zwrotne dzialanie pola na metryke Schwarzschilda
Zwrotne dzialanie pola na metryke Schwarzschilda to inaczej wptyw polaryzacji prézni na te geometrie

Obliczone dziatanie efektywne (257) pozwala rozpatrywac to zagadnienie jako poszukiwanie rozwiagza-

nia réwnan pola wynikajacych z dziatania
(315)

_ 1 4 2 ab
Slﬁﬂ/daﬁ\/g(R—i—aR + BRyR +A+Wren>

Rozwazajac przypadek uproszczony, w ktérym zaréwno czlony kwadratowe, jak i stala kosmologiczna
sa pominiete (¢« = = A = 0), wykorzystano do obliczei metode perturbacyjna (193), w ktoérej
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5 Czarne dziury w teoriach wysokiego rzedu 95

cztony wyzszego rzedu reprezentowane sa przez Wye, (257). Otrzymanym rozwiazaniem zerowego

(0) (1)

rzedu g,,’ jest metryka Schwarzschilda. Odwrotnoé¢ rozwigzania pierwszego rzedu gp,’ (r) ma postac

1 oM M M,
O - PV () + P PA(r), (316)
grr' (1)
gdzie funkcje P )( )i P (r) to
22 M 313M 19
M) — _ i
Pr(r) ( 3 4) n- =t ar (317)
2833M 11 13583 M2 36 1649M2  4TM
(2) - _ il bt e _ 1
P 2100r ' 35 T 94502 (7 T 632 2 >”' (318)
: . , 1
Wynik obliczen gt(t) to .
g (r) = - exp (2¢(r)) (319)

Grr (7')
gdzie

P(r) = (320)

m2r6 Bn 504 amAr® | 47250 40 \ 63r 28

M? <7 13> M?2 [2042/\/1 7 <485M 81)}
+ Cs.

Stala C nalezy ustali tak, aby metryka pokrywala sie z czasoprzestrzenia Minkowskiego, gdy r — oc.
W celu policzenia horyzontu zdarzen nalezy rozwiaza¢ réwnanie gy (ry) = 0. Po rozwigzaniu

réwnania z wykorzystaniem metody CLA uzyskano

D 1 29 1 17
YV R “a). 321
M oA (" 504) T 20167 MBmA \ 1200 " (821)

Analogicznie obliczenia temperatury Hawkinga Ty prowadzg do

1 12, dgu 1 1 1 1
P _ . 322
1= g (9uge) S = = 5 T e 1980 T 9asoMzme (322)

Mozna zaobserwowaé, ze temperatura Hawkinga nie zalezy od stalej n = £ — 1/6 mimo, ze réwnania
pola zaleza od tej stalej oraz, ze bez wzgledu na wybdér parametréw m i M, czton pochodzacy od
pola skalarnego zawsze podwyzsza warto$¢ temperatury Hawkinga. O ile w przypadku duzej masy
M modyfikacje wynikajaca z wlaczenia pola skalarnego mozna zaniedbaé, to dla malej masy M jej

wplyw jest juz istotny.
5.1.4 Ekstremalna kwantowo zmodyfikowana czarna dziura
Reissnera-Nordstroma

Geometria w otoczeniu horyzontu zdarzen kwantowo zmodyfikowanej ekstremalnej czarnej
dziury Reissnera-Nordstroma

Ekstremalne czarne dziury maja szczegdlna geometrie w bliskim otoczeniu horyzontu zdarzen. Geome-
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96 5 Czarne dziury w teoriach wysokiego rzedu

tria ta jest iloczynem prostym dwdéch dwuwymiarowych przestrzeni, z ktérych kazda ma staly krzy-
wizng. Dla ekstremalnej czarnej dziury Reissnera-Nordstroma [155] bliskie otoczenie horyzontu
zdarzen jest geometria Bertottiego-Robinsona [102, 103], z kolei dla ekstremalnej czarnej dziury
Schwarzschilda-de Sittera bliskie otoczenie horyzontu zdarzen jest geometria Nariai [179, 180, 181].
Czasoprzestrzenie bedace iloczynem prostym dwdch przestrzeni o stalej krzywiZznie moga by¢
sklasyfikowane na podstawie typu podprzestrzeni skladajacych sie na caly czasoprzestrzen. Pier-
wszym i najprostszym typem jest geometria Minkowskiego My x E? bedaca iloczynem dwuwymi-
arowej przestrzeni Minkowskiego i dwuwymiarowej przestrzeni euklidesowej. Kolejny typ to neutralna

geometria Nariai
ds* = A1 (- sin? x dr? + dx? + df? + sin? 0d¢2) , (323)

bedaca rozwiazaniem proézniowego réwnania Einsteina z dodatnia stalg kosmologiczng A. W powyzszym
réwnaniu zakres skladowych x i 6 zmienia si¢ od 0 do 7, natomiast ¢ ma okres 27. Jesli do dziatania
Einsteina wprowadzone zostanie dodatkowo pole elektromagnetyczne, powyzsze rozwigzanie mozna

rozszerzy¢ do
2

R

ds? = /?O (—sin? xdr? + dx?) + RE (d6? + sin® 0 d¢?) , (324)
0

gdzie Ry jest staly dodatnia a ICy jest stala nalezaca do zakresu 0 < Ky < 1 [182, 183, 184]. To

uogolnione rozwigzanie Nariai mozna przedstawi¢ w bardziej dogodnej reprezentacji poprzez zmiane

wspéhzednych sin® x = 1 — (Ko/R3) R?, 7 = /Ko/R3T otrzymujac w wyniku metryke

1
(&)

Powyzsza posta¢ ujawnia, ze przestrzen jest typu dSs x S?, a zatem jest iloczynem (1+1)-wymiarowej

ds? = — (1 — 7’23 R?) dT? + dR? + R§ (d6? + sin® 0 d¢?) . (325)
0

przestrzeni de Sittera i dwuwymiarowej sfery o stalym promieniu Rg. Geometria Bertottiego-

Robinsona jest rozwigzaniem réwnan Einsteina-Maxwella dla A = 0 i wyrazié ja mozna poprzez
ds® = R (—sinh?® x dr* + dx?) + R§ (d6? + sin® 0 d¢?) (326)

gdzie wspdlrzedna x jest nieograniczona, 6 zmienia si¢ od 0 do 7w, natomiast ¢ ma okres 27. Zmiana

wspéhrzednych sinh? y = R?/R2 — 1, 7 = T/Ry, prowadzi do

ds? = — (R?/RZ — 1) dT? + dR? + R (d6 + sin® 0 d¢?) , (327)

(2R3 1)
a zatem geometria ta jest typu AdSs x S2, czyli jest iloczynem dwuwymiarowej przestrzeni anty-de
Sittera i dwuwymiarowej sfery o stalym promieniu Rgy. Przestrzen anty-Nariai opisana jest przez

2
s — %0 (—sinh®y dr? + dx?) + R2 (d6? + sinh? 0 dg?) | (328)
0

gdzie wspotrzedne x i € sa nieograniczone a ¢ ma okres 27 [185, 186]. Przestrzen ta jest rozwigzaniem
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réwnania Einsteina-Maxwella z ujemng stalg kosmologiczng A < 0. Po zmianie wspéhrzednych
sinh?y =1 — (ICO / Rg) R%, 7 = \/Ko/RET czasoprzestrzeh anty-Nariai ma postaé

ds? = — (_1 + 7’32’ R?) dT? + dR? + R (d6® + sinh? 0 d¢?) , (329)

5 (-1+%r2)
a zatem ma strukture AdSs x H? czyli iloczynu przestrzeni anty-de Sittera i hiperboloidy o promieniu
Ro. Ostatnim typem czasoprzestrzeni jest geometria Plebanskiego-Hacyana [187] bedaca iloczynem
przestrzeni AdSs x E? lub My x S2.

Mozna rozwazy¢ czarng dziure Reissnera-Nordstroma, na ktérej geometrie wplyneto pole skalarne.
Gdy dzialanie efektywne jest obliczone w najnizszym rzedzie dokladnosci??, to geometria otoczenia
horyzontu ekstremalnego jest typu Bertottiego-Robinsona [102, 103, 188]. Policzenie dzialania efek-
tywnego z wyzszg dokladnoScig umozliwia zbadanie geometrii otoczenia horyzontu ekstremalnego
réwniez z wyzsza dokladnoscia. W tym celu nalezy rozwiaza¢ problem zwrotnego dzialania pola na
geometrie Reissnera-Nordstroma, a nastepnie zbadag, kiedy temperatura Hawkinga czarnej dziury sie
zeruje. Do znalezienia metryki wykorzystana zostata metoda perturbacyjna analogicznie, jak w przy-
padku czasoprzestrzeni Schwarzschilda. Rozwiazanie sparametryzowane zostalo za pomoca tadunku
e oraz dokladnego polozenia horyzontu zdarzen r, zamiast masy i tadunku czarnej dziury. Warunek
na ekstremalno$¢ w przypadku rozwiazan opisanych metryka statyczna sferycznie symetryczng (5)

to dfd—(:) = 0, gdzie f(r) = (1 - 2”;57‘)), lub réwnowaznie r— = ry (horyzont wewnetrzny i

T—T
horyzont zdarzen lacza si¢). Aby go spemi¢, nalezy wybraé¢ szczegélng wartosé tadunku e [189]

4 —21n 11
1890mm?2r2  18900rm*rt

2

e =711+ (330)

W otoczeniu horyzontu ekstremalnego mozna dokonaé przyblizenia funkcji f (1) wyrazeniem f (r) ~
a(r—ry)(r—r_), gdzie a jest stala. Czarna dziura bliska konfiguracji ekstremalnej posiada tadunek
, 5, 4-—2Ip 11

- - —A, 331
© T T 1800mm2Z  18900mmArt (331)

gdzie parametr A okre§la odchylenie od ekstremalnoSci. Polozenie horyzontu wewnetrznego r_

wyraza sie wtedy za pomoca dwéch parametréw ry i A poprzez wyrazenie

r=rema [+ (g - st — e )| (352)

i 945mm?2rS. 90mm2rS  9450mmirT

Przyblizong warto$¢ parametru « funkeji f(r) ~ a(r —r4) (r —r_) mozna obliczy¢ z réwnania

227 najnizszym rzedem dokladnoéci dziatania efektywnego mamy do czynienia wtedy, gdy obliczone jest ono z doklad-
noéciag uwzgledniajaca tylko wspélezynnik [as], a z wyzszym gdy, [as] i [a4].
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98 5 Czarne dziury w teoriach wysokiego rzedu

flrq) = —a(ry —ryq)(rqg —r-), gdzie rq = (r4+ + r—)/2. Obliczenia pokazuja, ze

A R SN AN T - (383)
Ty 9450mmArd 945mm?2rs 457Tm27“§_7] 4725mm4ri0 )

Dokonujac transformacji metryki poprzez zmiane wspélrzednych

r = 714+ ycoshy,

T 22 4 1
t o= —e ¥+ |2p3 - , 334
A° { T+t 4725mm4r3 945mm2rd * 457Tm?7"8+77 (334)

gdzie v = r4 —r4 i przechodzac z parametrem A do zera mozna otrzymaé nastepujaca posta¢ metryki

ds® = p? (—sinh? x dr? + dx?) + 2 (d6? + sin? 0 d¢?) , 335
_l’_
gdzie
11
2 2
= — 336
P =T S 150mmArA (336)

Metryka (335) odzwierciedla strukture czasoprzestrzeni w poblizu horyzontu ekstremalnego i jest
ona typu AdS? x S2, ale nie Bertottiego-Robinsona, co mialoby miejsce, gdyby p? = ri. Przy-
czyna zmiany jest dodatkowy czlon w réwnaniu (336) wynoszacy 11/9450mm?rd, ktéry zmienia
czasoprzestrzen Bertottiego-Robinsona na AdS? x S? i pochodzi od wspétezynnika [a4]. Zwigksze-
nie dokladno$ci obliczen dzialania efektywnego poprzez wlaczenie wspélezynnika [a4] zmienilo zatem

geometrie otoczenia horyzontu zdarzen.

Geometria Bertottiego-Robinsona jako rozwigzanie dokladne péitklasycznego ré6wnania
Einsteina
Czasoprzestrzen Bertottiego-Robinsona jest dokladnym rozwiazaniem pdétklasycznych réwnan pola
[95, 190, 191]
Y (1)
Rl — §R5§ = 87T, . (337)
Znajomo$¢ wspotczynnika [a4] pozwala zadaé pytanie czy czasoprzestrzen Bertottiego-Robinsona jest

réwniez rozwigzaniem poélklasycznego réwnania Einsteina z tensorem energii-pedu
<T§> = 7(Vb L (20, (338)
ren
Czasoprzestrzen AdS? x S? jest opisana metryks

1
ds® = - (— sinh® xdt* + dx?) + r§dQ? (339)

i jesli parametr h wynosi h = 1 /7"8, to przechodzi ona w czasoprzestrzen Bertottiego-Robinsona.

Charakterystyczng cechg tej czasoprzestrzeni jest jej jednorodno$¢ Rgpeq;q = 0, zerowy tensor krzy-
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5 Czarne dziury w teoriach wysokiego rzedu 99

wizny R = 0, zerowy tensor Weyla Cy,.q = 0 oraz spelianie tozsamos$ci Rainicha
a RJj 1 ab 5J
RYR} = ZRabR ;. (340)

Wspomniane cechy czasoprzestrzeni pozwalaja przedstawi¢ skladowe tensora energii-pedu Tél)b i

T w prostej postaci [189]

2, 2m(1)ij o ab pij
32m*m=T 1260 Ry, RRY,
327r2m4T(2)” = — MRabRabRcdRCdg” . (341)

Tensory te dla metryki Bertottiego-Robinsona transformuja sie do

: — 14
sV —5756diag[71, ~1,1,1],
g 1260mm?2r{
8xTPi = —lildiag[l,l,l,l]. (342)
: 18900mmAr§

Mimo, ze nie sa znane wszystkie wspélczynniki HaMiDeW, mozna przewidzie¢ ogdlna strukture

matematyczng kazdej poprawki Tl.(n)j

na podstawie wlasnosci czasoprzestrzeni Bertottiego-Robinsona
oraz analizy wymiarowej obiektéw Ti(n)j . Z analizy tej wynika, ze poprawki podzieli¢ mozna na dwie

grupy: o indeksie nieparzystym

T(2n*1)j o A2n-1) din [_1 i 1] (343)
7 - 71'2 (m2>2n_1 r§n+2 g ) )
oraz o indeksie parzystym
; (2n)
(2n)j _ A .
L= ()2 2 diag[1,1,1,1], (344)

gdzie A™ jest wspotezynnikiem statym, a tensor n-tego rzedu Ti(n)j skonstruowany jest ze wspétczyn-
nika [a,+2].

Znajomosé (342) pozwala sprawdzi¢ czy rozwigzanie réwnan Einsteina dla takiej doktadnoéci ten-
sora energii-pedu istnieje. Aby rozszerzy¢ zakres rozwazan, wlgczona zostanie stala kosmologiczna A,
a takze odzialywanie elektromagnetyczne reprezentowane przez tensor Tb(em)a = %diag [—1,-1,1,1].

Pélklasyczne réwnania Einsteina to

1 : o) . :
R — SR6] + 6] = sx (1L + 1 1), (345)
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100 5 Czarne dziury w teoriach wysokiego rzedu

ktére prowadza do

2
5—14 11 1
. s S -A =0 (346)
Ty 12607mm ro 189007m o Ty
2 5—14 11 1
< ¢ —A = 0.

ré  1260mm2rS  18900mmArS 12

Sumujac oba réwnania i zakladajac ze stala kosmologiczna A sie zeruje, mozna pokazaé, ze nie sposéb
znalez¢ takiej wartoSci rg, dla ktérej réwnanie to jest spelnione, co dowodzi, ze czasoprzestrzen
Bertottiego-Robinsona nigdy nie moze by¢ rozwiazaniem. Przyczyna jest wlaczenie do rozwazan
wspotezynnika [a4] (czlon proporcjonalny do # w réwnaniach (346)). Aby rozwiazanie istnialo,
nalezy przywrécié niezerows stala kosmologiczng. Po rozwiazaniu réwnan (346) ze wzgledu na rq i

A, mozna otrzymaé¢ wynik

\/62—\/64—45 A —167 (347)
2 ’ B

To = 1
(62 — /et — 45)
oraz
24+ /et —4 —16
ro = \/e—i_;ﬁ, A= i o (348)
<e2 + et — 46)
gdzie
5 —14¢ 11
— - 349
7= 6omm? 7~ 18000mm? (349)
Przypadek szczegélny rozwiazan, gdy pole elektromagnetyczne znika (e = 0) to
14¢ —5 \ /4 11 924
_ N= o 7777 350
"o <12607rm2> ’ 189007mAr3 (5 — 14¢)? (350)

Mozna réwniez zauwazy¢, ze powyzsze rozwigzanie jest mozliwe tylko wtedy, gdy £ > 5/14. Warto$é¢
tego parametru nie zawiera ani minimalnego £ = 0, ani konforemnego £ = 1/6 przypadku pola.
Poszukiwanie rozwigzania réwnan pola dla zerowej stalej kosmologicznej A = 0 jest mozliwe dla
ogélniejszej klasy czasoprzestrzeni AdS? x S? opisanej metryka (339). Mozna rozwazy¢ przyblizenie,
opierajace sie na zalozeniu, ze czasoprzestrzen ta jest malg deformacja czasoprzestrzeni Bertottiego-
Robinsona. Parametr % = p? wystepujacy w (339) mozna zapisa¢ jako p? = 13 + K, gdzie k okresla
wspomniang deformacje. Pétklasyczne réwnania Einsteina prowadza do dwéch réwnan. Jedno z nich

jest identyczne z pierwszym z réwnan (346), drugie natomiast ma postaé

K€ 5— 14¢ 11 1
ra org 1260mm?2r§  18900mmArS 1k

= 0. (351)
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5 Czarne dziury w teoriach wysokiego rzedu 101

Rozwiazujac ten uklad réwnan mozna obliczy¢, ze

11

- 352
* T 9450mrmArd (852)

Roéwnanie wigzace e i 7o ma wtedy postac

4217 11
2 2

— 2 . 353

=€ T g00mm2e? T 180007 mact (353)

Mozna zauwazy¢ identycznoéé p? = r¢ + k = 13 + m oraz (353) z wynikami (336) i (330) z
poprzedniego rozdzialu. Powyzsze obliczenia mozna potraktowac jako alternatywna droge do otrzy-

mania horyzontu zdarzen dla przypadku ekstremalnej czarnej dziury.

5.2 Tensor energii-pedu w czasoprzestrzeni ABGB-(AdS)dS w przypadku pél o
ogl6lnym spinie

Rozwazania dotyczace czarnych dziur ABGB mozna rozszerzy¢ na przypadek kwantowo zmody-
fikowawych czarnych dziur ABGB z niezerowsa stala kosmologiczna. Najwazniejszym krokiem jest
analiza tensora energii-pedu pola w tego typu czasoprzestrzeniach pod katem jego zachowania w
otoczeniu centrum czarnej dziury (regularnoéé), zachowanie w otoczeniu horyzontu ektremalnego.

Pole skalarne <Z>(0), spinorowe d>(1/ 2) oraz wektorowe ¢(1) spelniaja odpowiednio réwnania

(-O0+&eR+m?) 9@ = 0 (354)
(—"V, +m?) sP = 0 (355)
(040 — V,V* — R+ stm?) oM = 0, (356)

gdzie v* oznacza macierze Diraca. Analogicznie tak jak w przypadku pola skalarnego z polem
spinorowym i wektorowym zwiazane jest zrenormalizowane dzialanie efektywne W, ktére w swoim

- blizeni a . .
najnizszym przyblizeniu Wre;, mozna zapisa¢ w postaci

1
wm 7§ : Qb7 7
ren 1927m?2 a:’ !
1 S S S S
= o5 / dizg'/? (a§ 'ROR + oY R,,OR™ + of) R® + of RR,,, R*
m™m

+a$) RRype RP + ol RERYRE + ) R R, R 7,
+O‘g8)RMVRu RVAPU + ai(;)Rpcr #VRMV A,YR)\'Y o + agg)RpuovRHAV ’YRA !

p o

Apo (357)

(s)

gdzie a; ' zaleza od spinu i przedstawione sa w tabeli (14).

W otoczeniu zdegenerowanego horyzontu zdarzen ry (ry = r_) metryke (5) przedstawiong w

postaci
2

ds? = =20 f (r) dt? + dr

o + r2dQ? (358)
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s=0 s=1/2 s=1
(s) 1¢2 1 1 3 27
o’ 58 —58+5%  —ms om0
o) 1 1 9
% ) 1 28 28
S 1 E 1 5
a(s | (5—¢) 61 -
S 1 1 1 31
0‘21 | —x(G—¢ 1m0 5
S 1 1 7 1
Q5 30 (6 _'5) 1440 — 10
al®) 8 25 52
6 945 756 63
Q) 2 47 19
7 315 1260 105
a@) 1 19 61
8 1260 1260 140
al® 17 29 67
9 7560 7560 2520
a8 __1 1 1
10 270 108 18

(s)

Rysunek 14: Wspétezynniki o dla skalarnych, spinorowych i wektorowych pél masywnych.

1

dla przypadku ¢ (1) = 0 mozna przyblizy¢ poprzez wybér funkcji f(r) w postaci f(r) = 5 f" (rq) (r —r—) (r —r4).

Natomiast tensor energii pedu redukuje sie do postaci

1" 2
— —(q)r i ) i 1
T:EQ)t = TffD = sg )(f2(r2d)) + sg) (f” (rd))?’ + 435) 3 (359)
et T+

—(q)0 — if” T 1 3 3 i
T =707 = LT 0 (5 ) o)
Jr

1
5 (360)
()

gdzie T((;J)b = 9672m? Té‘nb a wspolczynniki s’/ dla pola skalarnego, spinorowego i wektorowego

przedstawiono w tabeli

s =0 j=1 j=1
o1 g heoseaed o
s 1 1 1¢2 3 1 1
7=2 ottt 8 w5

Otoczenie czasoprzestrzeni bliskie ekstremelanemu ma geometrie mogaca by¢é opisanag elementem
liniowym B
2dudv 2d¢d¢

, 361
(1 — %Eluva_Q)z (1 + %52(?6*2)2 (361)

ds® = —

gdzie a i b sg zwiazane z krzywizng Gausa podprzestrzeni poprzez K1 = e1a™2, Ko = e9b™2, a1 i €9

moga przyjmowaé wartoéci —1, 0, 1. Sze§¢ fizycznych geometrii opisanych ta metryka przedstawione
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sg w tabeli
rozmaitosc topologia &1 &3
Minkowski MyxE* 0 0
Plebanski-Hacyan My x S? 1
Plebanski-Hacyan AdS; x E2 —1 0
Nariai dSax S 1 1
Bertotti-Robinson AdS; x S? —1 1

anty-Nariai AdS, x H?> -1 -1

Niezerowe elementy tensora energii-pedu dla tych szeSciu geometrii mozna napisa¢ w zwartej postaci

ey (26108 + efbrera® — £2a®) (2c3 4 ca + 2¢5) (26105 — £2a%) (6 + ¢7 + 2c5 + 4cg)

U ==1%
Ty=T,=~- b2at 646 - 646

(362)
—0 2 e1b8 — e2e1b%a* — £9a8) (2¢3 + ¢4 + 2c 10 — 2e9a%) (cg + c7 + 2¢8 + 4e
TQ:T¢:—8€2€1C3+2(1 5€1 2a%) (2c3 + ¢4 5)+(1 2a%) (c6 + c7 + 2c8 9)

0 ¢ a2bt b6 b66

(363)

gdzie ¢; = ags). Mozna pokazaé, ze tensor (359) i (360) obliczony dla geometrii Bertottiego-

Robinsona, Nariai oraz Plebanski-Hacyana (Ms x S2) redukuje si¢ do (362) i (363) poprzez zwiazek

2e

2 3

a° = ————— oraz b =ry, (364)
f" (ry)

gdzie e3 = —1 dla geometrii Nariai oraz €3 = 1 dla geometrii Bertottiego-Robinsona.

Dalsze rozwazania wymagaja konkretnej specyfikacji metryki. Metryka czasoprzestrzeni ABGB-
(AdS)ds ma postaé

2 2 1272 2 2 12y2
mZZ_{1—;V<1—mmviw)—5gjkﬁ+wv{1—;¥<1—mmbiw>—5;1}w%92
(365)

gdzie stala kosmologiczna A jest wyrazona poprzez A = €l? a ¢ przyjmuje odpowiednio -1 i 1 dla
dodatniej lub ujemnej stalej kosmologicznej. W otoczeniu centrum czarnej dziury tensor energii-pedu

dazy do skoniczonej i opisanej prostg formuls wartosci
< 1
Jyﬁz—§deM@+3&m+m%+9%+9q+6%+4@+2q@dmdLLLug (366)

gdzie wyrazenie w nawiasach redukuje sie do

1
gig(185-—3654§+22680§2--45360§3) (367)
dla pola skalarnego
—31 (368)
1260
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b
ply,

5.x 1079+

1.05 1.10 1.15 1.20 1.25 1.30 1.35x

-5 x 1078
1L x 1077+
1.5 x 1077

-2.x 1077+

—25x 1077

Rysunek 15: Przeskalowane sktadowe tensora energii-pedu konforemnie sprzezonego masywnego pola
skalarnego w poblizu horyzontu ultraextremalnego regularnej czarnej dziury. Krzywe od géry do dotu
reprezentuja odpowiednio radialna, czasows i kontows sktadowa. [u = M%m?/10?%]

dla spinorowego oraz
5

T (369)
dla wektorowego.

Aby przeanalizowac tensor energii-pedu wewnatrz czarnej dziury wprowadzmy dwie funkcje 5 (r) =
1 —tanh (Q?/2Mr), w(r) = 1 + tanh (Q*/2Mr) oraz dwa parametry ¢ = |Q| /M, = IM. Wtedy

tensor energii-pedu mozna wyrazi¢ w postaci

15 6

s[2t .
T(’L GZZZZZ npstubq l ( )Bu( ) T(sz)bv (370)

n=1p=1s=1t=0u=1

gdzie pierwszy czlon znika gdy r — 0. Rdéznica pomiedzy radialng i czasowna sktadowa tensora
energii pedu wynosi
=t
T, =Ty = guF (r) (371)

gdzie funkcja F' (r) jest regularna z wartoscia F' (0) = 0 zatem tensor energii-pedu jest regularny w
sensie fizycznym. Tensor (370) ma bardzo skomplikowana postac dlatego wygodniej jest przedstawié
jego analize numeryczna,.

Skupmy sie na przypadku ultraextremalnym i regularnym dla pola skalarnego (dla pél spinorowego
i wektorowego zachowanie tensora energii-pedu jest podobne). Analiza zachowania tensora energii-
pedu pokazuje (rysunek 15 - 17), ze chociaz w okolicy centrum symetrii oraz zdegenerowanego ho-

ryzontu tensor energii-pedu jest maly to jest caltkiem duzy w rejonie 0.003 < z < 0.25. Stosunek
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uT,

a

0.5r

Rysunek 16: Przeskalowane sktadowe tensora energii-pedu konforemnie sprzezonego masywnego pola
skalarnego w poblizu horyzontu ultraextremalnego regularnej czarnej dziury. Krzywe od géry do dotu
w punkcie x= 0.1 reprezentujg odpowiednio radialna, czasows i kontows skladows. [ = M%m?2/10%]

b
ul,
4. % m-“’:

3x 10710}

2. x 10710}

1.x 10-10}

I 0.00004 0.00006 I I | 0.00008 0. 00()lx

Rysunek 17: Przeskalowane sktadowe tensora energii-pedu konforemnie sprzezonego masywnego
skalarnego pola kwantowego w otoczeniu centrum czarnej dziury. Tensor w centrum jest identy-
czny z odpowiednikiem dla geometrii de Sittera. [y = M%m?2/102]
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maksymalnej wartoSci tensora do jego wartoSci w otoczeniu horyzontu ekstremalnego (z¢pi¢) 1 cen-
75 |7 b 9 :
R (e 7| /‘Ta}az:() ~ 10”. Rysunek 16 ujaw-

nia, ze znajduje sie obszar w ktérym tensor energii-pedu jest ujemny. Zachowanie tensora stwarza

trum symetrii = 0 wynosi |T, £|max /|T? max
dwa pytania. Pierwsze to pytanie czy podlklasyczne przyblizenie jest dozwolone w tym obszarze.
OdpowiedZ brzmi tak bo dlugo§¢ Comptona zwigzana z polem jest znacznie mniejsza od charak-
terystycznej krzywizny geometrii. Drugie pytanie dotyczy asymptotycznych szeregéw i pytania czy
kolejne poprawki do dzialania efektywnego majg bardzo niewielki wktad w stosunku do pierwszego
przyblizenia (W,«(ezy)b / Wl < 1). Obliczenia wykonane przy pomocy algebry symbolicznej méwia, ze
tak ale wymagane jest okreSlenie dla danej masy czarnej dziury minimalnej dozwolonej masy pola.

Tensor energii-pedu mozna poréwnaé do przypadku czarnej dziury Reissnera-Nordstroma-de Sit-

tera. Konfiguracja ultraextremalna scharakteryzowana jest poprzez dobdér parametréw rozwigzania

2 1 1
M =3+ e? = 57"-2%’ ? = 51";2, (372)

dla elementu liniowego (358) z v (r) = 0 oraz

= Y (1),

r

Tensor energii-pedu ma dla tego przypadku postaé

12 n—6

—(i)b . r .
T = Y BN + T, (374)
n=4
gdzie [ﬂg]z = 0, oraz (3 zaleza od spinu pola oraz &. Tensor Téi)b ma postaé (366) z wartoscia [

(372).

5.3 Wielowymiarowa sferycznie symetryczna czarna dziura w teoriach wysokiego
rzedu

Analogonem rozwiazania Schwarzschilda dla przestrzeni D-wymiarowej jest rozwigzanie Tangherlin-
iego [192, 193]. Rozszerzenie klasycznej teorii do teorii z wyzszymi cztonami krzywiznowymi moze
zmodyfikowaé rozwiazanie Tangherliniego. W dalszej czeSci pracy rozpatrywana bedzie teoria za-
wierajaca czlony krzywiznowe drugiego, czwartego i széstego rzedu bez pdl materii z pominigciem

statej kosmologicznej. Teoria taka jest reprezentowana przez dzialanie

I=L+IL+]Is (375)
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bedace sumg wyrazéw

L=a / dPz(—g)'/?R, (376)

I = / dP x(—g)'/? (b1R2 + byRap R® + bgRabcdR“de> , (377)

Iy = / dPx(—g)/? (01R3 + RRORY + c3RR ;R + c4R RIR, f° + 5 R R{R®
+CGR2RbcdeRdeac +cr RadeRcdefRe fab + CBRceabRa deRbdef) ) (378)

gdzie a = (167G p)~!. Geometrie takiej czasoprzestrzeni mozna znalezé rozwigzujac réwnania pola

(_91)1 73 5;%] = 0, lub réwnania skonstruowane przy uzyciu metody zredukowanego dziatania [177, 194,

195]. Stosowanie metody zredukowanego dzialania jest zasadne, poniewaz rozwazany bedzie przy-

padek czasoprzestrzeni sferycznie symetrycznej. Element liniowy statyczny i sferycznie symetryczny
dla D = d+2 wymiarowej czasoprzestrzeni ma postac ds? = — f2(r)dt? +h=2(r)dr? —I—T‘2dQ%_2, gdzie
dQ2D_2 oznacza element liniowy D — 2 wymiarowe] sfery jednostkowej. Podstawowym skladnikiem

dziatania I jest tensor Riemanna, ktérego posta¢ dla rozwazanej metryki wynosi

R;*™ = r(1-h?) (51?6;”—5?6?), R, = —r'hi's], (379)
Rtrtr — _f_lh(f/h),, Rtitj _ _T_lf_thf/(sg, (380)

gdzie prim oznacza pochodng po r. Po wstawieniu powyzszych tensoréw do dzialania I i wyliczeniu
pochodnej funkcjonalnej ze wzgledu na funkcje f i h otrzymuje sie uklad réwnan pola.

Na potrzeby tej pracy réwnania pola obliczone zostaly przy pomocy grupy programéw przedstaw-
ionych na rysunku 18. Pierwszy z programéw ,I..q” (jezyk Form) oblicza jawna postaé¢ dzialania
zredukowanego dla przypadku sferycznej symetrii. W obliczeniach wykorzystywane sa tozsamoSci
(379-380). Drugi program ,Form—Maple” (jezyk Perl) dokonuje translacji zredukowanego dziatania
ze skladni jezyka Form do skladni jezyka Maple. Ostatni z programéw ,Field Eq” generuje dwa réw-
nania pola wykonujac pochodng funkcjonalng po funkcjach f i h. Uklad tych réwnan mozna uproécié
po podstawieniu f2(r) = e2¥(") (1 - 2:5—@), h2(r) =1— 2:;&7;). Pozostaje on jednak nadal zbyt skom-

plikowany, aby otrzymaé¢ doktadne rozwigzanie. Nalezy zatem poszuka¢ rozwigzania przyblizonego

przy wykorzystaniu metody perturbacyjnej. Aby uzy¢ metody perturbacyjnej nalezy zalozy¢, ze
czlony wyzszego rzedu maja nieporéwnywalnie mniejszy wklad niz czlony nizszych rzedéw. Pociaga
to za soba zalozenia, ze wspolczynniki b; i ¢ spehiaja warunki [b;] /a << 11 [ex/bi] << 1 dla
i=1,.,3ik=1,..8 Rozwigzanie mozna przedstawi¢ przy pomocy funkcji m™ (r) i ™ (r),
gdzie n oznacza rzad perturbacji. Réwnania pola zerowego rzedu dla m(9(r) i w(o)(r) daja klasyczne

rozwiazania Tangherliniego [192]

mO@) = My(r)=C, (381)
pO(r) = 4y(r)=B

Y
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108 5 Czarne dziury w teoriach wysokiego rzedu

Field Eq

Rysunek 18: Realizacja programistyczna obliczen réwnan pola przy wykorzystaniu metody dziatania
zredukowanego. Projekt oparty jest na wielu jezykach programowania. Kolor blokéw oznacza rodzaj
jezyka: niebieski - Form, szary - Perl, zielony - Maple.

jeSli zastosowane zostang naturalne warunki asymptotycznej ptaskosci ¢(O)(oo) = 0. Rozwiazanie
Tangherliniego jest D-wymiarowym uogdlnieniem rozwiagzania Schwarzschilda i jest ono opisane me-

tryka

—2
ds? — — (1 — 7353) dt? + (1 - 73)—(33) dr? 4+ r2dQ% . (382)

W czterech wymiarach rozwiazanie to jest tez rozwiazaniem réwnan w przyblizeniu stabego pola,
gdzie —gy = g, = 1+2¢ a ¢ = M/r, a wiecc C = M. Analogicznie, rozszerzajac rozwazania
do teorii D-wymiarowej, mozna znalez¢ relacje pomiedzy stalag C, a masg czarnej dziury M, ktéra

wynosi [196, 197, 198, 199]
87tGp

dwy

C = M, (383)

gdzie parametr wy to powierzchnia sfery jednostkowej wynoszaca

27T(d+1)/2

wg = IOk (384)

Funkcje Am™ = m@ — m0=1 § Ap) = ) — =D oznaczaja poprawki do rozwiazania
rzedu (n — 1). Pierwsze z nich wynosza
2C%bg

Ay = 0.
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5 Czarne dziury w teoriach wysokiego rzedu 109

Upr

Rysunek 19: Realizacja programistyczna obliczen jawnej postaci obiektéw RF. Projekt oparty jest
na wielu jezykach programowania. Kolor blokéw oznacza rodzaj jezyka: niebieski - Form, szary -
Perl, zielony - Maple.

Drugi rzad obliczen daje bardziej skomplikowany wynik [200] w postaci

C3(d—1)
Am® = el [4esd(5 + 8d + 3d%) — 2¢6(3 — 5d® — 2d*) — 2¢7(10 + 16d — 21d* — 7d®)
+ 508(2+25d — 24d® — 7d°) — = =(d = 2)(d + 1)(3d +5) — —*(d — 2)(4d” +19d +9)

16bab3 C?*(d?>—1)(d+1)
Ay gyt 1)(d+2)} - D (85— co(2— 3d) + 12e7(d 1)
1 12 2b2
~Bes(d — 1) — 2 (g ) - 22 (g g (g g (336)
2 — 1 3
Ap® — _a(ﬂm) [403d(3 +2d) — 2eg(1 — 2 — @) — Ger(2 — 2d — &) + Ses(2 - 3d — )
2
_ Sb;bH’ (d—2)2d+3) — 222 (4 _ 9 a4 2) - 8%3((1 —9)(2d + 5)]. (387)

Powyzsze rozwigzanie jest uogdlnieniem rozwigzan juz istniejacych. Otrzymana metryka dla D =
4 redukuje si¢ do wynikéw pracy Lu i Wise’a [84]. Jesli natomiast w réwnaniu (378) jedynie stala ¢z
(sposrdd ¢;) jest niezerowa to odtworzony zostanie wynik pracy Dobado i Lopeza [94]. Metryke mozna
zdegenerowaé do przypadku grawitacji Lovelocka wybierajac szczegdlne wartoSci parametréow a, b;,
ci- Aby odnalezé wartoéci tych parametréw, nalezy obliczyé jawna postaé lagranzjanu Lovelocka, co
prowadzi do koniecznosci obliczen obiektéw RF. Obliczenia te realizowane sg przez trzy programy
przedstawione na rysunku 19. Pierwszy z programéw o nazwie ,RF” oparty jest na jezyku Form
i oblicza obiekty R¥ korzystajac z definicji (21). Drugi z programéw - ,Form — Invar” oparty na
jezyku Perl dokonuje translacji wygenerowanego wyniku do skladni odpowiedniej dla pakietu Invar.
Trzeci z programéw - ,,Upr” dokonuje uproszczen RF przy pomocy pakietu Invar (jezyk Maple).

Obliczenia R* wykonuje réwniez program oparty na jezyku programowania Mathematica (ry-
sunek 20).

109



110 5 Czarne dziury w teoriach wysokiego rzedu

Rysunek 20: Realizacja programistyczna obliczen jawnej postaci obiektéw R¥. Czerwony kolor bloku

oznacza, ze program zostal napisany w jezyku Mathematica.

Rysunek 21: Realizacja programistyczna obliczen jawnej postaci obiektéw R*. Obliczenia oparte na
pakiecie GiNaC. Projekt oparty jest na wielu jezykach programowania. Kolor blokéw oznacza rodzaj
jezyka: fioletowy - pakiet GiNaC, szary - Perl, czerwony - Mathematica.

Kolejny sposéb obliczania ,,RF” oparty jest na pakiecie GiNaC (kolor fioletowy blokéw), ktéry
rozszerza funkcjonalno$¢ jezyka C++ (rysunek 21).

Wygenerowane przez programy obiekty R, R?, i R3 to

R' = R,

R? = —4Ru4R"™ + R? + Rgpea R,

R3 = 16R,°R®Ry. — 12R, R R + R® + 24R® R Rywpq + 3RRapea R — 24R™ R,“% Ryeqe
—8 R R™ Ry e + 2Rap™ R Rge;. (388)

Na podstawie powyzszych wynikéw mozna wywnioskowat, ze a = oy, b; = asbi 1 ¢ = asdi, gdzie
by =bs=—by/d=16 =17 =—12, ¢3=3,04 =24, =16, ¢ = —24, &7 = 2, &g = —8. Po

uproszczeniu i wyrazeniu C przez mas¢ M mozna otrzymaé wyrazenie f2 (r) = h? (r), gdzie

167 M M2 M
2 —
Tt M3
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5 Czarne dziury w teoriach wysokiego rzedu 111

Powyzsze réwnanie poprawnie odtwarza typows wlasno$¢ teorii Lovelocka, jaka jest przejscie w
rozwiazania klasyczne, gdy D = 4 (d = 2). Rozwiazanie staje sie wtedy metryka Schwarzschilda
(dwa ostatnie czlony wynosza zero).

Entropia wielowymiarowej czarnej dziury moze by¢ obliczona przy uzyciu réznych metod. Jedna
z nich jest uogdlnienie tozsamosci (8) z czterech do D-wymiaréw. Entropie mozna przedstawi¢ w

postaci calki powierzchniowej

S =t dr / i/, (390)

gdzie gi}\ to metryka podprzestrzeni ortogonalnej do horyzontu zdarzen [51,106,47]. Obliczenie en-
tropii mozna wykonaé w trzech krokach. Pierwszym jest parametryzacja metryki poprzez polozenie
horyzontu zdarzen 74, a nie poprzez stalg catkowania C'. Wymaga to obliczenia potozenia horyzontu

zdarzen

_ (2c) /-1 _ 4=

422, (20)-1@-D _ %(20)—3/@—1){03((12 “d+ %Cg(dz S D(d-1)
1 1 2
— §C7[2 —(d—1)(5d — 4)d] + gc8(1o —13d + 12d? — 5d°) — g(blb3 + bobs)(d? — 1)(d — 2)

+ %bg(d— 2)(4 + 6d — 13d)}, (391)

a nastepnie wyrazeniu stalej C' poprzez ry za pomoca powyzszej relacji. Mozna zauwazy¢, ze dla

D = 4 (d = 2) potozenie horyzontu zdarzen odtwarza wynik pracy Lu i Wise’a [84]

3
ry =2GM [1 6c3 + Ser + —ce — Cg>:| . (392)

0
G3 M4 2
Po calkowaniu réwnania (390) entropia przyjmuje postac

A

S = 451 + 47de7’+€ ( 2b1 R + 2b25 q R P4 4b3Rt7~tT)‘ + 47rwd7’+52 {C3R1em
+cg [Q(Rtr”)Q + Rpiququq + 12¢7(R,, )2 + 3¢ [Rtithroi _ (Rtrtr)2:| }lH (393)

gdzie Riem? = Rgp.q R, Wszystkie wielkoci obliczane sg na horyzoncie zdarzen, a sposéb sumowa-
nia zalezny jest od rodzaju indekséw: p,q = 0,1 (czas, wspétrzednar), a i,j = 2,...,d+ 1. Parametr
€ ma charakter informacyjny: potega przy parametrze € informuje o rzedzie doktadnosci obliczen
(im wyzsza potega w rozwiazaniu tym stopiefi doktadno$ci wyzszy). Z réwnania (393) wynika, ze
aby obliczy¢ entropie w drugim rzedzie wystarczy zna¢ obiekty krzywiznowe w pierwszym rzedzie

dokladnos$ci (Dodatek: ,,D-wymiarowe obiekty krzywiznowe w pierwszym rzedzie przyblizenia”). Po
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112 5 Czarne dziury w teoriach wysokiego rzedu

wyrazeniu w jawny sposéb obiektéw krzywiznowych entropia (393) wynosi

d
riwq wary” )
= bs(d —1)d — d—2)(d—1)d(d+ 1) (bybs + bab b
S 4GD+2aGD 3( )7“+ wq QQGD( )( 1)d(d + )(13+ 23+33)
d(d_l) d—4 1 2 3 2
m dT+ d(d+ 1)C3+ i(d 1)06+3d(d 1)07 Z<d 1) Cg| . (394)

Mozna zauwazy¢, ze zasada ,entropia=1/4 powierzchni horyzontu zdarzen” zostala zlamana.
Entropia moze by¢ réwniez obliczona przy wykorzystaniu tozsamosci dM = TdS, ktéra po
catkowaniu przybiera postat¢ S = [T~ LdM + Sy. Stalg calkowania Sy mozna wyznaczy¢ poprzez
fizycznie umotywowany warunek, ze entropia znika kiedy promien horyzontu zdarzen dazy do zera
[129,201]. Entropia policzona ta metoda jest identyczna z (394).
Do uproszczen entropii prowadzi przeksztalcenie jej w taki sposéb, aby zalezala nie od polozenia

horyzontu zdarzen r , ale stalej C' (lub masy M). Takie przeksztalcenie powoduje, ze ma ona postaé

_ 90N d/(d-1) . €W 5y (d-2)/(d~ D @2p, *wy 90 )(d—4)/(d-1) 91940 — 3d% + 3
S 4GD( ) + 2ac 20 3+ 5o, (20) [e7 (2 +2d — 3d° + &)
—3(:8 (44 5d — 6d* + d°) — ébg(d—2)2(1+2d) . (395)

Uproszczenie polega na zmniejszeniu liczby stalych b; i ¢;, poniewaz wynik zalezy juz tylko od para-
metréw bs, cy i cg. Brak niektérych stalych b; i ¢; w entropii mozna zauwazy¢ juz po obliczeniu

temperatury Hawkinga

T = %(20)—1/(11—1) _ ng(Qc)—?)/(d—l)
* d47ra (20)” 5/(d_1){—%7(d — 42+ (d=2)(d - 1)d] + %s(d — )[4+ (d—5)(d - 1)d]
L (d 2)%(4+7d — 4d°)}. (396)

Ograniczajac do przypadku czasoprzestrzeni czterowymiarowej D = 4 (d = 2) mozna otrzymac

2

o
EIE (4cq + cg) €2 (397)

S = ArGM? + 64n%cbs + ———

Wynik rézni sie od obliczen Lu i Wise’a [84], poniewaz w swoich obliczeniach zaniedbali oni czlon
Gaussa-Bonetta.

Sprowadzenie wyniku do przypadku grawitacji Lovelocka redukuje entropi¢ do

Ty Wd 20 3043
5= 1Gpa; |0 Tz dd-DF T dd=3)(d=2)(d-1) (398)
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5 Czarne dziury w teoriach wysokiego rzedu 113

Identyczny wynik mozna otrzymac¢ z formuty

4 m
okre$lajacej dokladna postaé entropii dla grawitacji Lovelocka [129], co moze byc potraktowane jako
kolejny test poprawnosci obliczen.

Znajac temperature Hawkinga (396), poprzez analize pojemnoSci cieplnej Cpg = OM /0T, mozna
stwierdzi¢ czy czarna dziura jest termodynamicznie stabilna. Dla czarnej dziury Tangherliniego
pojemno$t cieplna ma postac

T dwg (d—1\"
Cgg = e <47TT> ) (399)
zatem jest ciggle ujemna. Oznacza to, ze dla d > 1 czarna dziura jest niestabilna. Po uwzglednie-
niu w teorii wyzszych czlonéw krzywiznowych metryka Tangherliniego nie jest juz rozwigzaniem i

pojemnoét cieplna ulega modyfikacji

CgH :C%;H—FACBH, (400)
gdzie
d—2 d—4
wqd 2 d—1 dwd d—1
A = - —2 - — —4
U 1aGp (d=3)(d =2)d < ArT > b 3aGp (d=5)(d—4) ( ArT

1 1 1
X {a(d —2)%(d +1)%b3 + B4 —a)(d—N)der =3 [4—(d=5)(d—1)d] 08} :
(401)
Powyzsza poprawka ACp sprawia, ze istnieje mozliwos¢ zmiany znaku Cpp ze wzgledu na wybor

okre$lonej wartoSci stalych sprzezenia. Nalezy pamigtac, ze powyzsze wyrazenie jest przyblizeniem,

ktére zalamuje sie dla czarnych dziur o bardzo malej masie.
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6 Metody komputerowe w kwantowej teorii pola w zakrzywionej

czasoprzestrzeni: szczegoély obliczeniowe

W tym rozdziale przedstawiona jest struktura projektéw komputerowych. W podrozdziale 6.1 znaj-
duje sie opis projektéw dotyczacych obliczen wspétezynnikéw HaMiDeW. W podrozdziale 6.2 przed-
stawiona jest analiza efektywnosci metod obliczen wspétczynnikéw HaMiDeW [a,]| oraz samych
jezykéw komputerowych. W podrozdziale 6.3 znajduje sie opis projektéw dotyczacych obliczen

tensora energii-pedu. Wyniki generowane przez te programy prezentowane byly w rozdziale 5.

6.1 Wspdlczynniki HaMiDeW - projekty programistyczne

6.1.1 Projekt napisany w jezyku TForm oparty na metodzie rekurencyjnej jawnie

kowariantnej - sposéb podstawowy

Projekt ten opiera sie na jezyku TForm?® i jest zmodyfikowanym projektem opartym na jezyku
Form prezentowanym w podrozdziale 5.1.1. Modyfikacja polega na dostosowaniu go do obliczen
réwnolegltych (wykorzystujacych wiele procesoréw na raz). Sumaryczny czas obliczen wykonanych

na komputerze z procesorem czterordzeniowym trwa wtedy okoto 2,5 raza krécej.

6.1.2 Projekt napisany w jezyku Mathematica oparty na metodzie rekurencyjnej jawnie

kowariantnej - sposéb podstawowy

Obliczenia metoda rekurencyjna jawnie kowariantna - sposéb podstawowy zostaly wykonane réwniez
za pomoca projektu programistycznego opartego na jezyku Mathematica (rysunek 22, czerwony
kolor blokéw oznacza program napisany w jezyku Mathematica). To, co odréznia projekt
napisany w jezyku Mathematica od projektu opartego na jezyku Form i przedstawionego na rysunku
4, to warstwa programistyczna wynikajaca z odmiennej struktury kazdego z jezykéw. Programy
wlTar an)”s » [A;{%an}”, ” [A;ll__/%n}” oraz ,[a,|” spehiaja te sama funkcje, co blizniacze odpowied-
niki programéw jezyka Form. Nowa cechg jest pojawienie sie dodatkowego programu ,,Program
koordynujacy”. Program ,Program koordynujacy” ma za zadanie zautomatyzowanie uruchamiania

kazdego z pozostatych programéw. Powyzsza grupa programéw umozliwilta obliczenie wspélczynnika

[as].

6.1.3 Projekt napisany w jezyku Maple oparty na metodzie rekurencyjnej jawnie

kowariantnej - sposéb podstawowy

Obliczenia zostaly wykonane réwniez za pomoca projektu opartego na jezyku Maple (rysunek 23,
kolor blokéw zielony oznacza, ze program jest napisany w jezyku Maple). Uzyte programy odrézniaja
sie od analogicznych napisanych w jezyku Form (rysunek 4) i Mathematica (rysunek 22) warstwa pro-

gramistyczna. Jezyk Maple pozwala manipulowaé¢ wyrazeniami matematycznymi podobnie jak Form

Z3TForm jest to wersja jezyka Form umozliwiajaca wykorzystywanie wielu procesoréw jednoczeénie.
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Program

koordynujacy

Rysunek 22: Szczegdtowa struktura W, w przypadku obliczen wspélczynnikéw HaMiDeW metoda
rekurencyjng jawnie kowariantng. Czerwony kolor bloku oznacza, ze program zostal napisany w
jezyku Mathematica.
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ren

_
|

Rysunek 23: Szczegdtowa struktura W, w przypadku obliczen wspélczynnikéw HaMiDeW metoda
rekurencyjng jawnie kowariantna. Zielony kolor bloku oznacza, ze program zostal napisany w jezyku
Maple.
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Procedury

pomocnicze

ren

[lj

Rysunek 24: Szczegdtowa struktura W, w przypadku obliczen wspélczynnikéw HaMiDeW metoda
rekurencyjng jawnie kowariantng. Pomarahnczowy kolor bloku oznacza, ze program zostal napisany
w jezyku Lisp.

i Mathematica w sposéb symboliczny, jednak w jezyku tym manipulacje te sa o wiele bardziej skom-
plikowane. Programy (o4, a.]"; » [Aé{%,an]”, . A;ll,,/, zn]” oraz ,|a,]” spemiaja ta sama funkcje, co
blizniacze odpowiedniki programéw jezyka Form i Mathematica. Grupa tych programéw umozliwilta

obliczenie wspotczynnika [as).

6.1.4 Projekt napisany w jezyku Lisp oparty na metodzie rekurencyjnej jawnie kowari-

antnej - sposéb podstawowy

Obliczenia zostaly wykonane réwniez za pomoca projektu opartego na jezyku Lisp (rysunek 24,
kolor pomaranczowy bloku oznacza, ze program jest napisany w jezyku Lisp). Programowanie
przy uzyciu jezyka Lisp rézni sie od programowania w jezyku Form, Maple i Mathematica tym,
ze jest to jezyk nizszego poziomu, ktéry jest nieprzystosowany do obliczen symbolicznych. Struktura
jezyka Lisp nie pozwala wykonywaé¢ automatycznie upraszczania réwnan na sposéb symboliczny
(np. 3ab + 2ab = 5ab), dlatego nalezy takie operacje samodzielnie zaimplementowaé do jezyka.
Celem bloku ,,Procedury pomocnicze” jest stworzenie operacji, ktére emuluja polecenia podobne do
tych, ktére posiada jezyk Form, Mathematica i Maple, a tym samym stworzenie struktury jezyka
wysokopoziomowego przystosowanego do matematycznych obliczen symbolicznych. Cze$¢ ,[an]”
wykonuje wszystkie operacje wykonywane przez programy ,[oa, .a,]”s » [A}l{%,an]”, ” [A;ll,,/_ ?zn]”7

slan]” W jezyku Form (rysunek 4), Mathematica (rysunek 22) i Maple (rysunek 23). W oparciu
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Rysunek 25: Szczegdtowa struktura Wi, w przypadku obliczeh wspétczynnikéw HaMiDeW metoda
rekurencyjng jawnie kowariantna zmodyfikowang typu I. Niebieski kolor bloku oznacza, ze program
zostal napisany w jezyku Form.

o te metode obliczono wspélezynnik [as].

6.1.5 Projekt napisany w jezyku Form oparty na metodzie rekurencyjnej jawnie kowari-

antnej - modyfikacja I

Metoda rekurencyjna jawnie kowariantna - sposéb podstawowy nie pozwala obliczy¢ wspoélczynnika
[as], mozliwa jest jednak taka jej modyfikacja (modyfikacja I), ktéra bedzie to umozliwiata (rysunek
25). Celem modyfikacji I jest zmniejszenie objeto$ci wynikéw posrednich. Pierwszy blok ,[an—1]”
oznacza grupe programow liczaca wspoteczynnik [a,—1] metoda rekurencyjnie jawnie kowariantna-
sposéb podstawowy. Grupa ta generuje odpowiednie granice koincydencji pochodnych o, AY/2, A—1/2
i a; niezbedne do obliczen [a,_1]. Préba obliczen [as] przy pomocy programéw sposobu podstawowego
nie jest mozliwa poniewaz wymagaloby to obliczen obiektu [0, 4,,], ktérego wielko$¢ wynositaby
az kilkadziesiat gigabajtéw. Jednym z rozwiazan, pozwalajacym uniknaé¢ problemu obliczenia obiek-
téw o tak duzej wielko$ci, jest uzycie do obliczen [as] nie [A}z{%am}, a zatem réwniez nie (04, a5,
ale [D5A1/ 2] i w konsekwencji [Dﬁa]. Zabieg ten jest istota sposobu zmodyfikowanego I. Objetosé
wynikéw [D5A1/ 2] i [DGO'] jest kilkadziesigt razy mniejsza, przez co operowanie nimi za pomocy
jezyka Form jest nieporéwnywalnie prostsze. Obliczenia [D5A1/ 2] i [Dﬁa] realizowane sg przez pro-

9

gram ,, [D"Al/ 2]” i, [D"+1a] 7. Grupa programoéw ,[a,|” oblicza wspélezynnik [a,], wykorzystujac

7

wyniki grupy programoéw ,[a,—1]” oraz ., [D”Al/ 2]
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Rysunek 26: Szczegdtowa struktura Wi, w przypadku obliczen wspétczynnikéw HaMiDeW metoda
rekurencyjna jawnie kowariantng zmodyfikowana. Czerwony kolor bloku oznacza, ze program zostal
napisany w jezyku Mathematica.

6.1.6 Projekt napisany w jezyku TForm oparty na metodzie rekurencyjnej jawnie

kowariantnej - modyfikacja I

Zoptymalizowanie powyzszych programéw pod katem obliczen réwnoleglych (jezyk TForm) powoduje

przyspieszenie obliczeni na komputerze z procesorem czterordzeniowym okoto 2,5 raza.

6.1.7 Projekt napisany w jezyku Mathematica oparty na metodzie rekurencyjnej jawnie

kowariantnej - modyfikacja I

Zasada dzialania projektu opartego na jezyku Mathematica (rysunek 26) jest podobna do zasady
dzialania projektu opartego na jezyku Form (rysunek 25). Programy ,[a,—1]", ,[an]”, . [D”Al/ 2]” i
” [D”Ha] ” speliaja te sama funkcje, co ich odpowiedniki w jezyku Form (rysunek 25). W projekcie
wykorzystywany jest réwniez program ,Program koordynujacy”, ktéry automatycznie uruchamia

programy. Metoda ta pozwala obliczy¢ wspélezynnik [ay].
6.1.8 Projekt napisany w jezyku Form oparty na metodzie rekurencyjnej jawnie kowari-
antnej - modyfikacja II

Kolejna modyfikacja metody rekurencyjnej jawnie kowariantnej - modyfikacja II réwniez ma za

zadanie zmniejszenie objeto$ci wynikéw posrednich (rysunek 27). Programy ,[04,. a,] 75 » [A(llfzan] 7,
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(a7, LT

Potacz tensory

M

Rysunek 27: Szczegétowa struktura W, w przypadku obliczenn wspdlczynnikéw HaMiDeW metoda
rekurencyjng jawnie kowariantna zmodyfikowana typu II. Niebieski kolor bloku oznacza, ze program
zostal napisany w jezyku Form.

A71/2 *77 [a ]*’7 tO Od 3 d ‘k' 2 ” A1/2 7 A71/2 ” 9 d
” ai...an » »l¥n powiednikl programow 77[0a1..,an] )9 aig...an » ai...an ) 77[0‘71] meto y
podstawowej (rysunek 4). Réznig sie one od swoich odpowiednikéw tym, ze wyniki ich dzialania nie
zalezg tylko i wylacznie od tensoréw krzywiznowych. Programy te generuja obiekty, ktére zalezg od

granic koincydencji pochodnych samych bitensoréw o, A2, A=1/2

, Gy,. Bitensory te nie sg wyrazone
w jawnej postaci zaleznej tylko od tensoréw Riemanna, w odréznieniu od bitensoréw wyrazonych przy
uzyciu sposobu podstawowego i zmodyfikowanego I. Sposéb zmodyfikowany II pozwala zmniejszy¢
objetos¢ wynikéw, jednak odbywa si¢ to kosztem ich niepelnego obliczenia. Kluczowym programem,
dzigki ktéremu ze wspomnianych niepelych obliczen mozna otrzymaé¢ dowolny wspétezynnik [ay,]
obliczony w sposéb pehy, jest program ,Polacz tensory”. Program ten, aby obliczy¢ wspdlczynnik
[an] W sposéb pelny poczatkowo pobiera wspétezynnik [a,,] (obliczony w sposéb niepelny) i stopniowo

podstawia do niego wszystkie wspélczynnik nizszego rzedu [an—1.ap], [@n—1ia)s [@n-1], [@n—2:abcd]s

[@n—2:abc], [@n—2:ab)s [@n—2:a], [an—2],..., [a1]. W nastepnym kroku podstawiane sa wspéiczynniki
~1/2 ~1/2 ~1/2 ~1/2 1/2 1/2 1/2

[Aal../.azn} 5 [Aal../.agn_l] s |:Aa1../.a2n_2} PREED |:Aa1a/2 ] oraz [Aa{...agn] s [Aa{...agn_l} s [Aa{...azn_z] yeens
1/2 , . -

[Aa{@]. Koncowym etapem jest podstawienie [Ual,..a2n+2]a [aal_”a%ﬂ], [Tay...aon s [Tarasaszasl-

Metoda ta pozwala obliczy¢ wspétczynnik [as).

6.1.9 Projekt napisany w jezyku Mathematica oparty na metodzie rekurencyjnej jawnie

kowariantnej - modyfikacja I1

Programy realizujace obliczenia w jezyku Mathematica przedstawione sg na rysunku 28. Sa to

programy analogiczne do napisanych w jezyku Form (rysunek 27). Jedyna réznica to dodatkowy
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Program

koordynujgcy

Rysunek 28: Szczegdtowa struktura Wi, w przypadku obliczen wspétczynnikéw HaMiDeW metoda
rekurencyjna jawnie kowariantna zmodyfikowana typu II. Czerwony kolor bloku oznacza, ze program
zostal napisany w jezyku Mathematica.

program ,,Program koordynujacy” automatyzujacy uruchamianie wszystkich programéw. Metoda ta

pozwala obliczy¢ wspotczynnik [a4].

6.1.10 Projekt napisany w jezyku Maple oparty na metodzie rekurencyjnej jawnie
kowariantnej - modyfikacja I1

Programy realizujace obliczenia w jezyku Maple sg przedstawione na rysunku 29. Sa to programy
analogiczne, do tych napisanych w jezyku Form (rysunek 27) i Mathematica (28). Programy te

umozliwiaja obliczenie wspélczynnika [ay].

6.1.11 Projekt napisany w jezyku Lisp oparty na metodzie rekurencyjnej jawnie kowari-

antnej - modyfikacja II

Projekt realizujacy obliczenia w jezyku Lisp przedstawiony zostal na rysunku 30. Gléwnym pro-
gramem jest ,[a,]* +Polacz tensory” sktadajacy sie z dwéch czesci. Czese ,[an]™” wykonuje te same
operacje, co programy ,[ca,. .1, » [Aéfan *”, » [Agﬁ/.ﬁn} 7 lan]™” wojezyku Form (rysunek 27),
Mathematica (rysunek 28) i Maple (rysunek 29). Czes¢ ,,Polacz tensory” speia te sama funkcje, co
analogiczny program w pozostatych jezykach. Blok ,Procedury pomocnicze” pehli te samg funkcje,
co odpowiednik dla jezyka Lisp w metodzie podstawowej. W oparciu o t¢ metode obliczony zostal

wspétezynnik [ag).

121



6 Metody komputerowe w kwantowej teorii pola w zakrzywionej czasoprzestrzeni: szczegdty
122 obliczeniowe

Potgcz tensory

w

Rysunek 29: Szczegdlowa struktura Wi, w przypadku obliczen wspoélczynnikéw HaMiDeW metoda
rekurencyjng jawnie kowariantng zmodyfikowana typu II. Zielony kolor bloku oznacza, ze program
zostal napisany w jezyku Maple.

Procedury

pomochicze

ren [an]*
+

Potacz tensory

m

Rysunek 30: Szczegdtowa struktura W, w przypadku obliczen wspélczynnikéw HaMiDeW metoda
rekurencyjng jawnie kowariantna zmodyfikowana typu II. Pomaranczowy kolor bloku oznacza, ze
program zostal napisany w jezyku Lisp.
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—
LhJ

Rysunek 31: Szczegdtowa struktura Wi, w przypadku obliczen wspélczynnikéw HaMiDeW z wyko-
rzystaniem wspétczynnikéw Hadamarda. Niebieski kolor bloku oznacza, ze program zostal napisany
w jezyku Form.

6.1.12 Projekt napisany w jezyku Form oparty na metodzie obliczen wspétczynnikéw

[an] z wykorzystaniem wspélczynnikéw Hadamarda - sposéb podstawowy

Projekt programistyczny oparty na jezyku Form przedstawiony jest na rysunku 31. Programy
wlOar.an)’s » [Aclfan} 7 [A;ﬁ/_ in] ” s identyczne z programami projektu programistycznego opartego
na jezyku Form wykorzystujacego metode rekurencyjng jawnie kowariantna (rysunek 4). Program
»[Vn]” stuzy do obliczen granic koincydencji wspétczynnikéw Hadamarda V,, bazujac na trzech réw-
naniach (150-152). Ograniczajac wynik do przypadku czasoprzestrzeni czterowymiarowej d = 4
oraz wykorzystujac zwiazek (154) mozna obliczy¢ wspétezynniki [a,,]. Z relacji (154) wynika, ze aby
obliczy¢ wspdélezynnik [a,,] nalezy posiadaé wspélezynnik [V,,_1], a zatem w przypadku [a4] bedzie
to [V3]. Obliczenia [V3] wymagaja uprzednich obliczen granic koincydencji wspoétczynnikéw nizszych
I'Z@d(jW, takiCh.jak: [V2a1a2]> [‘/2111]7 [V2]7 [‘/10,1.‘.(14]) [Vlalagag,]) [V1a1a2]7 [V1a1]7 [‘/Yl]: [%al...aa]a [‘/Oal..‘a5]7
(Voay...as)s [Voarasas)s [Voaras), [Voay] 1 [Vo]. Najprostsze z wygenerowanych przez programy wspélczyn-

nikéw to
1, 1/1
- m2__(Z_ 402
wl = g5 (5-¢)m (102)
R§a1 R§a1
Vo] = — oy gl (403)
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R'a a R'a a Rayas; P R'a a RR'a a RR'a a R a R, P
Vi _  __Ihoia2 @182 102;p 2-4va1a2 a1a2 ;3102 pai - taz
Voinaa] 0 56 120 7D 7 T g
_ quRalp a2q quTa1 RCLQ qu, (404)
180 180
m* m?R  R? m*R  R? R* R,” R,” RyRM
vl 8 24 + 288 e 4 ék24 ¢ 8 + 120 ¢ 24 720 (405)
Rpgrs R
' 406
0 (406)
Dla wspélezynnikéw [Vp], [Vi] relacja (154) prowadzi do dwéch zwiazkéw [a;] = —2 lim0 [Vo] oraz
m—
[ag] = 4lim0 [V1], co pozwala potwierdzi¢ zgodno$¢ tak otrzymanych wspétczynnikéw [aq] 1 [as] z
m—

wynikami juz znanymi: (140) oraz (141). W analogiczny sposéb wykorzystujac zwiazki (154), otrzy-

mano wspoélezynniki [ag] oraz [a4).

6.1.13 Projekt napisany w jezyku TForm oparty na metodzie obliczen wspoélczynnikéw

[a,] z wykorzystaniem wspélczynnikéw Hadamarda - sposéb podstawowy

Zoptymalizowanie powyzszych programéw pod katem obliczen réwnoleglych (jezyk TForm) umozli-

wia przyspieszenie obliczen na komputerze z procesorem czterordzeniowym okoto 2,5 raza.

6.1.14 Projekt napisany w jezyku Mathematica oparty na metodzie obliczen wspoélczyn-

nikéw [a,] z wykorzystaniem wspélczynnikéw Hadamarda - sposéb podstawowy

Programy realizujace obliczenia w jezyku Mathematica przedstawione sa na rysunku 32). Programy
wlTayan]”s » A}z{2an} 7 [A;f/in} ” sg blizniacze do tych wykorzystywanych do obliczen wspétezyn-

b

nikéw HaMiDeW bazujacych na jezyku Mathematica (rysunek 22). Programy ,,[Vp]” i ,[Va]” wyko-
rzystuja w obliczeniach odpowiednio wlasno$ci (152) i (151). Wszystkimi programami kieruje gtéwny
program ,Program koordynujacy”. Projekt ten umozliwia obliczenie wspélczynnikéw [Va] (a tym

samym [ag]).

6.1.15 Projekt napisany w jezyku Maple oparty na metodzie obliczenn wspélczynnikéw

[a,] z wykorzystaniem wspélczynnikéw Hadamarda - sposéb podstawowy

Projekt programistyczny napisany w jezyku Maple przedstawia rysunek 33 (zielony kolor blokéw oz-
nacza, ze program jest napisany w jezyku Maple). Kazdy z programéw spetnia te same funkcje co ich
odpowiedniki w jezyku Form (rysunek 31). Grupa programéw umozliwita obliczenie wspétczynnika

[V2] (a tym samym [ag)).
6.1.16 Projekt napisany w jezyku Lisp oparty na metodzie obliczen wspoélczynnikéw
[a,] z wykorzystaniem wspélczynnikéw Hadamarda - sposéb podstawowy

Projekt programistyczny napisany w jezyku Lisp przedstawia rysunek 34 (pomaranczowy kolor
blokéw oznacza, ze program jest napisany w jezyku Lisp). Czes¢ projektu ,,Procedury pomocnicze”

jest blizniacza z ta zastosowana w projekcie obliczen wspétczynnikéw HaMiDeW za pomoca metody
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Program

koordynujacy

]

Rysunek 32: Szczegétowa struktura W, w przypadku obliczen wspétczynnikéw HaMiDeW z wyko-
rzystaniem wspoétczynnikéw Hadamarda. Czerwony kolor bloku oznacza, ze program zostal napisany
w jezyku Mathematica.

[0, ]

Rysunek 33: Szczegdtowa struktura Wi, w przypadku obliczen wspétczynnikéw HaMiDeW z wyko-
rzystaniem wspélczynnikéw Hadamarda. Zielony kolor bloku oznacza, ze program zostal napisany
w jezyku Maple.
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ren
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Rysunek 34: Szczegdtowa struktura Wi, w przypadku obliczen wspétczynnikéw HaMiDeW z wyko-
rzystaniem wspdlczynnikéw Hadamarda. Pomarahczowy kolor bloku oznacza, ze program zostal
napisany w jezyku Lisp.

jawnie kowariantnej - podstawowej w jezyku Lisp (24). Gléwna cze$¢ ,,[V,]” wykonuje wszystkie
operacje wykonywane przez programy ,[0q;..a,)”s » [Aé{?.an]”; . [Agf../ﬁn]”, V075 S[Val” W jezyku
Form (rysunek 31), Mathematica (rysunek 32) i Maple (rysunek 33). Programy umozliwiaja oblicze-
nie wspélezynnika [Va] (a tym samym [as]).

6.1.17 Projekt napisany w jezyku Form oparty na metodzie obliczen wspélczynnikéw

[an] z wykorzystaniem wspélczynnikéw Hadamarda - modyfikacja I

Aby obliczy¢ wspélezynnik [as] nalezy posiadaé wspélezynnik [V4]. Metoda podstawowa nie umozli-
wia obliczen tego wspotezynnika bez uprzedniej jej modyfikacji (rysunek 35). Modyfikacja ma ten sam
charakter, co w przypadku obliczenn wspétczynnika [as] metoda rekurencyjna jawnie kowariantna -
modyfikacja I. Pierwszy blok ,,[V;,—1]” oznacza grupe programoéw liczaca wspétezynnik [V,—1] metoda
podstawows. Grupa ta generuje odpowiednie granice koincydencji pochodnych o, A2, A=1/2 iV,
niezbedne do obliczen [V;,—1]. Obliczenia [D5A1/ 2] i [@%] (wymagane do obliczen [V4]) realizowane
Sg przez programy ,, [D”Al/ 2]” i, [D”‘Ha] ”. Ostatnia grupa programéw ,,[V;,]” oblicza wspélezynnik
[V.] wykorzystujac wyniki grupy programéw ,,[V;,—1]” oraz ,, [D”Al/ 2],
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Rysunek 35: Szczegdtowa struktura Wi, w przypadku obliczen wspélczynnikéw HaMiDeW z wyko-
rzystaniem wspoélczynnikéw Hadamarda metodsg rekurencyjng jawnie kowariantna zmodyfikowana
typu I. Niebieski kolor bloku oznacza, ze program zostal napisany w jezyku Form.

6.1.18 Projekt napisany w jezyku TForm oparty na metodzie obliczenh wspélczynnikéw

[an] z wykorzystaniem wspélczynnikéw Hadamarda - modyfikacja I

Zoptymalizowanie programéw napisanych w jezyku Form pod katem obliczen réwnoleglych (jezyk
TForm) umozliwia przyspieszenie obliczen na komputerze z procesorem czterordzeniowym okoto 2,8

raza.

6.1.19 Projekt napisany w jezyku Mathematica oparty na metodzie obliczen wspoélczyn-

nikéw [a,] z wykorzystaniem wspélczynnikéw Hadamarda - modyfikacja I

Projekt oparty na jezyku Mathematica przedstawia rysunek 36. Blok ,[V;,_1]” oznacza grupe pro-
graméw liczacg wspoélezynnik [V;,—1] metoda podstawowa. Grupa ta generuje odpowiednie granice
koincydencji pochodnych o, AY2, A=Y/2 1 V; niezbedne do obliczen [Vii—1]. Programy ,, [D"+1A1/2] 7
i, [D"“a] ” realizuja te same funkcje co ich odpowiedniki w projekcie opartym na jezyku Form.
Program ,[Vj]” oblicza granice koincydencji odpowiednich pochodnych V. Program ,[V]” oblicza
wspétezynnik [V,] wykorzystujac wyniki grupy programéw ,[V,_1]|” oraz ., [D”‘HAl/ 2] 7. Wyko-

Y

rzystywany jest réwniez program , Program koordynujacy” automatycznie uruchamiajacy programy.
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Rysunek 36: Szczegdtowa struktura W,.., w przypadku obliczen wspétczynnikéw HaMiDeW z wyko-
rzystaniem wspoétczynnikéw Hadamarda metoda rekurencyjng jawnie kowariantng zmodyfikowana
typu I. Czerwony kolor bloku oznacza, ze program zostal napisany w jezyku Mathematica.

6.1.20 Projekt napisany w jezyku Form oparty na metodzie obliczen wspélczynnikéw

[a,] z wykorzystaniem wspélczynnikéw Hadamarda - modyfikacja IT

Kolejna modyfikacja metody obliczen wspélczynnikéw [V,] umozliwia obliczenie [V4], a zatem i
[as]. Istota tej metody jest podobna do metody jawnie kowariantnej - modyfikacja II. Obliczenia

*
wykonywane sa przez programy przedstawione na rysunku 37. Programy ,[oa,. a.]""; » {A}l{zan] 7,

*
” [A;ll../%n] ” oraz program ,Polacz tensory” to programy majace taka sama zasade dziatania, co
odpowiedniki projektu napisanego w jezyku Form opartego na metodzie jawnie kowariantnej - mody-

*99

fikacja I (rysunek 27). Grupa programéw ,,[V;,]™” stuzy do obliczen [V,,] i spelia analogiczng funkcje
jak program ,[a,|"” w projekcie napisanym w jezyku Form opartym na metodzie jawnie kowariantne;

- modyfikacja II. Metoda ta umozliwia obliczenie wspélczynnika [V4] (a tym samym [as]).
6.1.21 Projekt napisany w jezyku Mathematica oparty na metodzie obliczen wspélczyn-
nikéw [a,] z wykorzystaniem wspoélczynnikéw Hadamarda - modyfikacja 11

Wspoétezynnik [V3] mozna obliczy¢ réwniez za pomoca jezyka Mathematica (rysunek 38). Kazdy
z programéw spelnia analogiczng funkcje, jak w projekcie napisanym w jezyku Form opartym na

metodzie jawnie kowariantnej - modyfikacja II (rysunek 37).
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Rysunek 37: Szczegdtowa struktura Wi, w przypadku obliczen wspétczynnikéw HaMiDeW z wyko-
rzystaniem wspoélczynnikéw Hadamarda metods rekurencyjng jawnie kowariantng zmodyfikowang
typu II. Niebieski kolor bloku oznacza, ze program zostal napisany w jezyku Form.

Program

koordynujacy

Rysunek 38: Szczegétowa struktura W, w przypadku obliczen wspétczynnikéw HaMiDeW z wyko-
rzystaniem wspoélczynnikéw Hadamarda metoda rekurencyjna jawnie kowariantna zmodyfikowana
typu II. Czerwony kolor bloku oznacza, ze program zostal napisany w jezyku Mathematica.
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Rysunek 39: Szczegdtowa struktura Wi, w przypadku obliczen wspétczynnikéw HaMiDeW z wyko-
rzystaniem wspoélczynnikéw Hadamarda metods rekurencyjng jawnie kowariantng zmodyfikowang
typu II. Zielony kolor bloku oznacza, ze program zostal napisany w jezyku Maple.

6.1.22 Projekt napisany w jezyku Maple oparty na metodzie obliczenn wspélczynnikéw

[a,] z wykorzystaniem wspélczynnikéw Hadamarda - modyfikacja IT

Wspélezynnik [V3] mozna obliczy¢ réwniez za pomoca jezyka Maple (rysunek 39). Kazdy z pro-
graméw przedstawionych na rysunku speinia analogiczna funkcje jak programy napisane w jezyku

Form (rysunek 37) oraz Mathematica (rysunek 38).

6.1.23 Projekt napisany w jezyku Lisp oparty na metodzie obliczen wspoélczynnikéw

[an] z wykorzystaniem wspélczynnikéw Hadamarda - modyfikacja II

Programy realizujace obliczenia w jezyku Lisp przedstawiono na rysunku 30. Gléwnym programem

jest ,[Vn]" + Potacz tensory” sktadajacy sie z dwéch czesci. Czgse [V, ]™”
[A}zPCLn} , [A;ll,,/, in} i [V3,] w sposéb niepehny, cze$é ,,Polacz tensory” natomiast podstawia w odpowied-

oblicza bitensory [04,. a,],

niej kolejno$ci wszystkie bitensory do wspétezynnika [V;,] otrzymujac w konsekwencji [V;,] zalezny je-
dynie od tensoréw Riemanna. Program spelnia te sama funkcje jak programy napisane w jezyku Form
(rysunek 37). Celem bloku ,Procedury pomocnicze” jest stworzenie operacji, ktére emuluja polece-
nia podobne do tych, ktére posiada jezyk Form, Maple czy Mathematica, a tym samym stworzenie
struktury jezyka wysokopoziomowego przystosowanego do matematycznych obliczenr symbolicznych.

Programy te umozliwiaja obliczenie wspétezynnika [V3] (a tym samym [ag]).
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Procedury

pomochicze

ren [Vn] =

+

Potacz tensory

[lJ

Rysunek 40: Szczegétowa struktura W, w przypadku obliczen wspoétczynnikéw HaMiDeW z wyko-
rzystaniem wspoélczynnikéw Hadamarda metodsg rekurencyjng jawnie kowariantna zmodyfikowana
typu II. Pomaranczowy kolor bloku oznacza, ze program zostal napisany w jezyku Lisp.

6.1.24 Projekt napisany w jezyku Form oparty na metodzie obliczen wspdétczynnikéw
[a,] poprzez rozwiniecie Taylora we wspélrzednych normalnych-sposéb podsta-

WOWY

Grupe programéw projektu opartego na jezyku Form przedstawia rysunek 41. Kluczowym pro-

gramem jest ,,e(“ 21” rozwijajacym tetrade w szereg Taylora we wspéhrzednych normalnych. Przed-

stawiajac tetrade w postaci e ZL =6+ XU @ + X4 ® + X% @ + ..., program w oparciu o formule
~n—1

- V§) el (0) = 2 (v- Vo' [R2, (0) ) (0)] (407)

(n)

pozwala w sposéb perturbacyjny otrzymaé kazdy element rozwiniecia tetrady X4'"". Do obliczenia

(n)

wspoélezynnika [a4] wymagana jest znajomosé elementéw X5\ do ésmego rzedu wiacznie. W przy-

padku uzycia zapisu bezindeksowego obiekty te maja postac

X@ éR (408)

X® %(y-V)R, (409)
1 1

@ _ Lo orre L

X 1o W VPR + RR, (410)

X = L VPR () V) RRA—R(y V)R (411)
180 180 360 :
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[ !

W |

ren 3
. det(-g,,)"> [l det(-g,)""*

[ofe]

[f.]

LbJ

Rysunek 41: Szczegétowa struktura Wy, w przypadku obliczen wspélczynnikéw HaMiDeW metoda
poprzez rozwinigcie Taylora we wspoéirzednych normalnych. Niebieski kolor bloku oznacza, ze pro-

gram zostal napisany w jezyku Form.

1[5 5 5 1
x® — L2 0 v R (5 V2 RRA- (y - . IRy V)?
i [42(3; V) Rty (5 V)’ RRA 2 (- V)R (y- V)R Ry VI* R
1
+42RRR], (412)
X0 = G2 VP R (0 VP RRA L (5 VPR (5 V) R (3 V)R (y- V)° R
6! |28 14 28 28
3 1 5 1 1
= (y- - . - . _ . 41
55 (0 VIRRR+ R (y- V)RR (y- V)RR + o RR(y- VIR[,  (413)
1[7 35 35 7
X® = 2| VR (y VI RRAD (4 VPR (y - Ly V2 Ry v)?
7 |73 W V) RAS (Y- V) RRA o (- V) Ry - V) R4 (y- V) "R (y- V)" R
+2—74(y-V)27eR7z+1—;(y-V)R(y-V)?’RJrl—?g(y-V)R(y-V)RR
7 5 4y B 2
35 W VIRR(y - V)Rt + SR (y- V) Rtbg Ry - V)RR
5 1 5 1
+35R W VIR (Y- V) R+ RR (y- V)’ Rt RRRR | . (414)

Obiekty X i X®) zostaly przedstawione w pracy Amsterdamskiego, Berkina i O’Connora 9],
jednak réznig sie od powyzszych, co moze byé przyczyna niezgodno$ci wspolezynnika [a4] z otrzy-

manymi w pracy [168] wynikami oraz wynikami Avramidiego [7, 8].
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-

Rysunek 42: Alternatywna metoda otrzymania rozwiniecia Taylora metryki we wspétrzednych nor-
malnych. Niebieski kolor bloku oznacza, ze program zostal napisany w jezyku Form.

9

Program ,g,,” rozwija metryke w szereg Taylora we wspélrzednych normalnych poprzez wyko-

rzystanie zwiazku metryki z tetrada g, = e(u)ae(“ ?7. Wyniki tego programu mozna przetestowac
dokonujac obliczen rozwiniecia g, za pomocg alternatywnej metody. Metoda ta oparta jest na zas-
tosowaniu definicji wspéhrzednych normalnych (156) oraz wykorzystaniu wlasnoci znikania pochod-
nej kowariantnej metryki [145]. Realizacja programistyczna tej metody sprowadza sie do stworzenia
grupy programéw napisanych w jezyku Form przedstawionych na rysunku 42.

Pierwszy z programéw - ,I's,,,” oblicza zsymetryzowane pochodne koneksji I'* d( lic-

b,ai...an) ‘yzO
zone w poczatku uktadu wspéhzednych normalnych korzystajac z tozsamosci (156). Program ma

charakter rekurencyjny w tym sensie, ze majac informacje o pochodnej koneksji I'* db.a1.an)|,_,
LA ) |y —

pozwala obliczy¢ pochodna koneksji wyzszego rzedu I'* . Drugi z programéw - ,,0g”

d(bar-ani1)|,_g
oblicza pochodne gab,al.‘.an‘yzo korzystajac z wlasnosci gap:a..a, = 0. Program ten réwniez ma
charakter rekurencyjny poniewaz posiadajac pochodng metryki nizszego rzedu, mozna za jego po-
mocg obliczy¢ pochodng rzedu wyzszego. Ostatni z programow - ,.gro.” ma za zadanie wykorzys-
tanie wynikéw poprzedniego programu i wy$wietlenie metryki w postaci rozwiniecia do pewnego
rzedu. Wyniki generowane przez te metode pozwolily sprawdzi¢ dzialanie programu ,,g,,” (rysunek
41) do széstego rzedu rozwinigcia wlacznie.

Kolejne cztery programy: ,g%”, .det (—ga)”, ,det (—gab)l/Q” i,det (—gab)_1/4” rozwijaja odpowiada-
jace ich nazwom obiekty w szereg Taylora we wspélrzednych normalnych, korzystajac z ich zwiazku
z metryky g,,.

Najwazniejszym programem jest ,,[f,]” obliczajacy wspoélczynniki f,sm) przy wykorzystaniu réw-
nania (160). Aby obliczy¢ [a4] wykorzystujac [a,] = f,(lo), nalezy znaé fio), co prowadzi do koniecznosci
obliczen 0, (0 (B B {0 (0 [0 [0 D)0 ) (0 0 05 ) N
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det(-g,,)

ren

Rysunek 43: Szczegdtowa struktura W, w przypadku obliczen wspétczynnikéw HaMiDeW metoda
poprzez rozwiniecie Taylora we wspéhrzednych normalnych. Czerwony kolor bloku oznacza, ze pro-
gram zostal napisany w jezyku Mathematica.

wspotczynniki fr(Lm) wygenerowane przez program to

1
" = (6—5) R (415)
Q 1 b 1 1
fl - ERalb +ﬂR§a1_§R;a1§' (416)

Otrzymane wspotczynniki HaMideW (w tym [a4]) sa zgodne ze wspéleczynnikami obliczonymi poprzed-
nimi metodami. Mozliwe jest réwniez obliczenie ta metoda wspétezynnika [as] (Dodatek: ,,Wspdélezyn-
nik [a5]”). Poréwnanie tego wspoélczynnika z obliczeniami [as] Ottewilla i Wardella [167] wykazato

ich identyczno$¢.

6.1.25 Projekt napisany w jezyku Mathematica oparty na metodzie obliczen wspétczyn-
nikéw [a,] poprzez rozwinigcie Taylora we wspéirzednych normalnych-sposéb

podstawowy

Powyzsze obliczenia wykonywane byly za pomoca jezyka Form (rysunek 41). Analogiczne obliczenia
mozna wykonaé za pomoca jezyka Mathematica (rysunek 43). Programy oparte na jezyku Mathe-
matica realizuja te same funkcje, co odpowiedniki oparte na jezyku Form. Wyjatkiem jest dodatkowy
program , Program koordynujacy”, ktéry automatyzuje dzialanie pozostatych programéw. Programy
te pozwalaja obliczy¢ wspdlczynnik fio), a zatem [a4]. Ich cecha charakterystyczna jest wykorzystanie
do otrzymania wynikéw posrednich pakietu Invar. Zadaniem pakietu jest upraszczanie tensoréw, ale

i réwniez sprawdzenie czy wygenerowane wyniki majg poprawng strukture tensorowa.
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ren

y

=
=
LbJ

Rysunek 44: Szczegétowa struktura W,.., w przypadku obliczen wspétczynnikéw HaMiDeW metoda
rekurencyjna jawnie kowariantna bezindeksowa. Niebieski kolor bloku oznacza, ze program zostal
napisany w jezyku Form.

6.1.26 Projekt napisany w jezyku Form oparty na metodzie rekurencyjnie jawnie

kowariantnej bezindeksowej

Ostatnig grupa programéw stuzacych do obliczenn W, sa programy wykorzystujace metode rekuren-
cyjng jawnie kowariantng bezindeksows. Projekt programistyczny napisany w jezyku Form przed-
stawiony zostal na rysunku 44.

Pierwszy z programéw ma za zadanie obliczy¢ funkcje % z dokladno$cig do okreslonego rzedu

rozwiniecia Taylora. W obliczeniach wykorzystywany jest zwiazek (172) majacy postaé

2

F-Y o {4 p) s T ()

1

Przykladem dzialania programu jest obliczenie % w sz6stym rzedzie rozwinigcia. Wygenerowany

wynik ma postac

- 1 1 3 1 1 2
7 = K@ l2)+5Ke 8+ {5K<4> - 5K<2>K<2>} [4) + {—3K<2>K(3> — 3K Kt

2 1 3 10 10 5
3K<5>} 15) + {7K<2)K(2>K<2> KK — — K Ke) — —KaKe) + 7K<6>} 6)-
(418)

Aby obliczyé wspolezynnik [ay], nalezy posiadaé % do 6smego rzedu rozwiniecia wlacznie. Kolejny
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program oblicza 7, korzystajac z definicji 7 =7~ '. Wygenerowany wynik széstego rzedu ma postaé

1 1 3 7 4
M= —5Kp2) - 5K+ {—5K<4) - 15K<2>K<2>} [4) + {—3K(2>K(3> ~ K@K+
2 31 18 25 11 )
—3K<5>} 5) + {—mK@)K@)K@) — —KoyKw - —EKgKe — —KaKe - 7K(6)} 6)-

(419)

Aby obliczyt wspélezynnik [a4], nalezy posiadaé 77 do 6smego rzedu wlacznie. Program , X a'b'» ohlicza
ol —a!

wielko$¢ zdefiniowana poprzez zwiazek X = g¥'<'y d,ﬁdlc, . Wynik piatego rzedu wygenerowany

przez program w postaci konwencjonalnej (indeksowej) ma postaé

11 1/ 1 oy AT, 1 Ay v 1 Y
b b b d b d b
Xa = ga =+ gRacl d/O'C g — gRad/ e/;CIU 0'8 UC + {20Rae/ fied
1 / 14 ! 4 ! / 1 Iy
+BRa€/g'f/R c/gd/}O'CO' O'e O'f + {_90Raf/ g'sc'de!
1]. ’ v R 13 / !B ! d ! ’ !
_%Rae’h’f’;c’R g/ ar — %Rﬂf/h/g/Ryd/ c’;e’ O'C g O'e O'f 0.9 . (420)

Aby obliczy¢ wspéltezynnik [ay4], nalezy posiadaé X 't 4o 6smego rzedu wilagcznie. Powyzsze wyniki
%, n, XY sy zgodne z literatura [6, 9]. Program LY do obliczen wykorzystuje definicje Y% =
Vg X5 program ,¢” natomiast w obliczeniach korzysta z definicji obiektu ¢ (175). Przyktadem
wykonywanych przez te programy obliczen jest wynik pigtego rzedu

1 / b/

1 ropr 1
C = ERa’b’aa g — ﬂRa’b';C'O—a Ub of + {SORCLII’/;C/dI +

1 / / Y '
%Ra’e’b’f’Rcrfd, e }Ua o o ot

1 1 ! 1 / i / / / /
+ {360Ra’b’;c’d’e’ - @Ra’f’b'g’;C’Rd' 7o T - @Raﬂ)ch’g d’f;e'} o o" s 0% a”, (421)

ktéry jest zgodny z literatura [6, 9]. Programy ,(,” i (" wykonuja odpowiednio pochodne
pierwszego i drugiego rzedu na obiekcie ¢, czyli (, = V¢ oraz (,y = Vo Vy(. Program ,2”

oblicza rozwiniecie obiektu zdefiniowanego poprzez
7 — (Ya’ga, XYY+ X“’b’g,,,a,) , (422)

. . , / 1 . . . .
wykorzystujac wyniki programéw Y7, XV ¢ 7 i ¢ o7, Najwazniejszym programem maja-

)

cym bezposredni zwiazek z obliczeniami [ay,] jest program ,a,” wykorzystujacy réwnanie
apy1 = (k+1+ D) 'Fay, (423)

w ktérym operator F' = A~120 A1/2 —R¢ zostal przeksztatcony do réwnowaznej postaci

F=Z+Y"Vy+X""VyV,. (424)
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Mozna zauwazy¢, ze wszystkie wymienione programy miaty na celu obliczenie skladowych elemen-

2

téw operatora F. Aby obliczyé wspotczynnik [a4], program ,a,” najpierw utozsamia wszystkie

wspétezynniki a,, z wektorami |a,) = Z |k) (k| an), a nastepnie poszukuje pierwszego elementu
k>0

rozwiniecia |ag) = Z |k) (k| aq) czyli (0] ag) = [a4]. Poszukiwanie (0| a4) pociaga za soba koniecznos¢

uprzedniego znalezkiiflia wektoréw |as), |az), |a1) z doktadnoScia rozwiniecia odpowiednio drugiego,

czwartego i széstego rzedu. Przykladem wyniku wygenerowanego przez program ,a,” jest wektor

la1) = 10) (0] a1) + [1) (1| a1) obliczony z dokladnoécia pierwszego rzedu i majacy postaé?*

1 1, 1 1 .
a1) = (6 - 5) R+ {_12R¢l'1;b’ Y “’1 - 2£R “1} ' (425)
Z powyzszego rozwiniecia mozna wywnioskowaé, ze (0] a1) = (3 — ) R, (1| a1) = 5 R oLt Yy 24R P —
%ﬁR;afl, a zatem [a1] = (3 — &) R. Poréwnanie wspélezynnikéw [as], [as], [a4] z odpow1edn1kam1

policzonymi poprzednimi metodami wykazaly ich identyczno§¢.

6.2 Efektywnos¢ obliczen wspdélczynnikéw [a,]

Na wyniki obliczenr wspétczynnikéw [a,] mozna spojrze¢ pod katem ich efektywnodci (szybkosci
obliczen). Efektywno$¢ moze by¢ mierzona zdolno$cig obliczen wspétezynnikéw [a,] o réznych in-
deksach. Im wyzszy indeks wspdtezynnika obliczonego przy uzyciu danego jezyka, tym efektywnosé
wyzsza (rysunek 45). Biorac pod uwage podstawowy sposéb obliczen, najbardziej efektywna okazala
sie metoda poprzez rozwiniecie Taylora. Po uwzglednieniu modyfikacji metod, wyzsza efektywnosé os-
iaga metoda rekurencyjna jawnie kowariantna - modyfikacja II i metoda z wykorzystaniem wspdétczyn-
nikéw Hadamarda - modyfikacja II. Najbardziej efektywnym jezykiem w obliczeniach okazal sig
TForm oraz Form. Rodzi si¢ wigc pytanie czy mozna jeszcze bardziej poprawi¢ wydajnos¢ obliczen
i w jakim stopniu jest to mozliwe. Jedna z operacji najczeSciej uzywanych w obliczeniach symbol-
icznych jest pochodna kowariantna. Dla operacji tej zostalo przeprowadzone poréwnanie szybkosci
obliczen poprzez dwa jezyki: Form oraz C. Test polegal na sprawdzeniu czasu wykonywania pochod-

nych kowariantnych dzialajacych na iloczyn tensoréw

(0a0a>;k1k2...kn (426>

wraz ze wzrostem rzedu pochodnej n. Jezyk C zostal wybrany do poréwnania z jezykiem Form
nie tylko ze wzgledu na potencjalnie najwyzszg szybkoS$¢ dzialania, ale i réwniez na mozliwos¢
niskopoziomowej ingerencji w strukture programu. Grupa programéw napisanych w jezyku C przed-
stawiona zostala na rysunku 46. Grupa ta sklada si¢ z trzech programéw: ,Procedury niskiego
poziomu”, ,Procedury wyzszego poziomu” oraz ,Programu gléwnego”. Programy te maja struk-
ture hierarchiczng. Oznacza to, ze program ,Program gléwny” korzysta z programu ,Procedury

wyzszego poziomu”, a ten z kolei korzysta z programu ,Procedury niskiego poziomu”. Program

2 Program generuje wektory |n) w postaci jawnej, czyli w przypadku |0) i |1) beda to [0) =1, |1) = —
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Metoda obliczen Sposob Jezyk
Form TForm Mathematica Maple Lisp
sposob
rekurencyjna sposdb
jawnie zmodyfikowany | [85] [35] [84]
kowariantna
sposéb
zmodyfikowany Il [a 5] [34] [34] [a 3]
sposéb
poprzez zwiqzek podstawowy [a4] [a4] [as] [as] [as]
ze sposob
wspdiczynnikami | zmodyfikowany | [as] [as] [a4]
Hadamarda sposob
poprzez
rozwiniecie sposob
Taylora we podstawowy [as] [a4]
wspotrzednych
normalnych
rekurencyjna
Jjawnie sposob
kowariantna podstawowy [84]
bezindeksowa

Rysunek 45: Maksymalny wspélezynnik [a,] obliczony za pomoca danej metody, sposobu oraz jezyka

programowania.

Pochodna
kowariantna

Procedury

niskiego poziomu

Procedury

WyZszego poziomu

Program
gtowny

Rysunek 46: Szczegdltowa struktura programu do obliczen pochodnej kowariantnej. Kolor czarny
bloku oznacza, ze program zostal napisany w jezyku C.
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Pochodna

kowariantna

Rysunek 47: Program do obliczen pochodnej kowariantnej. Niebieski kolor bloku oznacza, ze program
zostal napisany w jezyku Form.

,Procedury niskiego” poziomu zawiera podstawowe operacje niskiego poziomu wykonywane na ten-
sorach, na przyktad: dodawanie, usuwanie, kopiowanie i wy$swietlanie tensora. Program ,,Procedury
wyzszego poziomu”, korzysta z powyzszych operacji, aby utworzyé procedury wyzszego rzedu, na
przyklad: wykonanie pochodnej, wySwietlenie calego réwnania. Program ,Program giéwny” stuzy
do utworzenia réwnania (426) i wykonania na nim operacji pochodnej kowariantnej oraz wy$wietlenie
calego wyniku.

Odpowiednik grupy programéw ,Pochodna kowariantna” dla jezyka Form sklada sie tylko z
jednego programu (rysunek 47).

Wynik testu pokazuje, ze projekt oparty na jezyku C przewyzsza pod wzgledem szybkoéci pro-
gram napisany w jezyku Form. Réznice w szybkosci sa tym wigksze, im rzad pochodnej w obliczeniach
(426) jest wyzszy. Dla n=10 projekt jezyka C jest okolo 30 razy szybszy, dla n=15 jest 635 razy
szybszy, natomiast dla n=17 jest 1400 razy szybszy.

6.3 Tensor energii-pedu - projekty programistyczne

6.3.1 Projekt napisany w jezyku Mathematica oparty na metodzie obliczen tensora

energii-pedu z wykorzystaniem jego definicji

Obliczenia tensora energii-pedu opierajace sie na definicji (288) realizowane byly réwniez przez pro-
jekt napisany tylko i wylacznie w jezyku Mathematica (rysunek 48). Obliczenia przeprowadza jeden

program , 7% (g)”, ktéry w uproszczeniach wynikéw poérednich wykorzystuje pakiet X Tensor.

6.3.2 Projekt napisany w jezyku Mathematica, Maple i Perl oparty na metodzie

obliczania tensora energii-pedu poprzez redukcje dzialania efektywnego W,

Obliczenia bloku T% realizowane byly réwniez za pomocs jezyka Mathematica, Maple, Perl oraz
pakietu GRTensor (rysunek 49). Pierwsze trzy programy ,Form—GRT”, ,Upr”, ,MT—GRT” maja
za zadanie wstepnie uprosci¢ dzialanie efektywne. Program 7% (gsfer_sym)” pozwala najpierw
obliczy¢ zredukowane dziatanie efektywne za pomoca pakietu GRTensor, a nastepnie oblicza w jezyku

Maple tensor energii-pedu wykorzystujac réwnania Eulera-Lagrange’a.
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Wren

Tab

Rysunek 48: Szczegélowa struktura T w przypadku obliczefr z definicji tensora energii-pedu. Cz-
erwony kolor bloku oznacza, ze program zostal napisany w jezyku Mathematica.

Wren

—

Fb(gsfer_sym)

Rysunek 49: Szczegélowa struktura T% w przypadku obliczen metods poprzez redukcje dzialania
efektywnego. Projekt oparty jest na wielu jezykach programowania. Kolor blokéw oznacza rodzaj
jezyka: szary - Perl, czerwony - Mathematica, zielony - Maple.

Tc\b
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7 Podsumowanie

Celem niniejszej rozprawy bylo rozszerzenie wiedzy na temat czarnych dziur w teoriach z wyzszymi
czltonami krzywiznowymi. W autorskiej czeéci rozprawy dokonano analizy tych teorii zaczynajac od
najprostszej, jaka jest kwadratowa grawitacja, poprzez teori¢ széstego rzedu rozpatrywana w D-
wymiarach, a konczac na teorii 6smego rzedu wynikajacej z efektu polaryzacji prézni.

Pierwszym z celéw gléwnych postawionych w niniejszej pracy byla analiza teorii kwadratowej
sprzezonej z elektrodynamika w kontekScie rozwigzan czarnodziurowych. Mimo, ze jest to jedna
z najprostszych teorii z wyzszymi czlonami krzywiznowymi, to réwnania pola sa skomplikowane
ze wzgledu na wystepowanie wysokich pochodnych metryki. Do otrzymania rozwiazan réwnan
zastosowano przyblizong metode perturbacyjna, ktéra pozwolita otrzymaé¢ analogon klasycznego
rozwiagzania Reissnera-Nordstroma. Juz na etapie analizy réwnan metody perturbacyjnej pokazano,
ze bez wzgledu na rzad przyblizenia rozwigzanie nie zalezy od stalej a wystepujacej w dzialaniu
kwadratowej grawitacji. Oznacza to, ze czlon aR? wystepujacy w dzialaniu kwadratowym nie
wnosi zadnego wktadu do poszukiwanych rozwigzan réwnan pola. Przy uzyciu wyzej wymienionej
metody obliczono metryke w trzecim rzedzie perturbacji, a takze potozenie horyzontu wewnetrznego,
zewnetrznego, temperature Hawkinga i entropie. Wszystkie te wielkoSci okazaly sie rézne od swoich
klasycznych odpowiednikéw liczonych dla czasoprzestrzeni Reissnera-Nordstréoma, co Swiadczy o
tym, ze kwadratowa grawitacja ma wplyw na rozwiazania. Zauwazono tez, ze entropia narusza
regule: ,entropia=1/4 Powierzchni horyzontu zdarzen”. Przeanalizowany zostal réwniez przypadek
ekstremalnej czarnej dziury. Pokazano, ze czarna dziura jest ekstremalna, gdy rerstr = |e|, co oz-
nacza, ze promien ten jest identyczny z odpowiednikiem klasycznym dla czasoprzestrzeni Reissnera-
Nordstroma (warto$é promienia ekstremalnego obliczona byta dokladnie, a nie w sposéb przyblizony).
Charakterystyczny okazal sie réwniez wynik entropii dla przypadku ekstremalnej czarnej dziury.
Pokazano, ze obliczona w sposéb przyblizony poprawka do entropii pochodzaca od czlonéw kwadra-
towych nie zalezy od zadnego parametru swobodnego (tadunku lub promienia) i jest warto§cia stata.

Drugim celem gtéwnym byta odpowiedZ na pytanie czy uklad kwadratowej grawitacji sprzezonej
z nieliniowa elektrodynamika moze generowaé nieosobliwe rozwigzanie czarnodziurowe. Analize
ograniczono do obliczen przyblizonych w pierwszym rzedzie rachunku perturbacyjnego. Otrzymanie
metryki w wyzszym rzedzie dokladnoSci jest bardzo skomplikowane ze wzgledu na zastosowanie elek-
trodynamiki nieliniowej zamiast klasycznej. Otrzymano rozwiazanie sparametryzowane za pomoca
tadunku magnetycznego i masy czarnej dziury, ktére okazato sig¢ nieosobliwe. Tym, co wyréznia otrzy-
mang metryke, jest jej nietypowe zachowanie w granicy zerowego ladunku, poniewaz nie odtwarza ona
wtedy metryki Schwarzschilda. Konsekwencja powyzszej wlasnoSci jest to, ze temperatura Hawkinga
Ty oraz promien horyzontu zdarzen r4 nie przechodza w swoje odpowiedniki dla czasoprzestrzeni
Schwarzschilda.

Trzecim celem gtéwnym bylo zbadanie wpltywu efektu polaryzacji prézni kwantowego masywnego
pola skalarnego na czasoprzestrzen opisujaca czarng dziure. Na wstepie obliczono dziatanie efektywne
Wien 7z dokladno$cia do cztonu 1/m?, a nastepnie dokonano analizy wartosci tensora energii-pedu

pochodzacego od W, w czasoprzestrzeni Reissnera-Nordstroma. Analiza ta wykazala, ze celowe jest
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przeprowadzenie obliczen z doktadnoScig wyzszg, niz znana dotad w literaturze, poniewaz pozwala
znaczaco lepiej okreslic warto$¢ tensora energii-pedu. Wplyw wyzszej dokladnosci obliczen jest na-
jmniejszy, gdy wspélrzedna r — 0o, natomiast w obszarze horyzontu zdarzen jest istotny. Powyzsze
wyniki wykorzystano do zbadania wplywu polaryzacji na geometrie Schwarzschilda. Obliczenia
przeprowadzone przy pomocy metody perturbacyjnej w pierwszym rzedzie przyblizenia pokazuja, ze
efekt polaryzacji prézni zaburza geometrie Schwarzschilda. Zaburzenie to jest najbardziej znaczace
w obszarze horyzontu zdarzen. Efekt polaryzacji zawsze podwyzsza wartos¢ temperatury Hawkinga,
a jej warto$¢ nie zalezy od statej n = & — 1/6.

Czwarty cel dotyczy zbadania wplywu polaryzacji prézni pola skalarnego na geometrie czarnej dz-
iury Reissnera-Nordstroma dla przypadku ekstremalnego. Pokazano, ze wyzsza dokladno$¢ obliczen
dzialania efektywnego sprawia, iz geometria otoczenia horyzontu zdarzen nie moze by¢ geometrig
typu Bertottiego-Robinsona. Natomiast po wlaczeniu stalej kosmologicznej geometria Bertottiego-
Robinsona jest rozwigzaniem dokladnym réwnan pola przy uwzglednieniu efektu polaryzacji prézni.

Piaty cel dotyczy analizy zachowania tensora energii-pedu dla pél o dowolnym spinie w czaso-
przestrzni ABGB z niezerows stalg kosmologiczng wewnatrz czarnej dziury. Dokonano identyfikacji
typu geometrii jakie moze przyjmowaé otoczenia horyzontu dla przypadku ekstremalnego (geometria
Bertottiego - Robinsona, Plebanskiego - Hacyana, Nariai). Stwierdzono regularno$é¢ (nieosobliwo$¢)
tensora energii-pedu, dokonano analizy numerycznej zachowania tensora energii. Analiza wykazala
oscylacyjne zachowanie tensora energii - pedu wewnatrz czarnej dziury oraz to, ze warto§¢ maksy-
malna tensora energii - pedu nie znajduje sic w jego centrum, ale w obszarze pomiedzy centrum
a horyzontem zdarzen. Zachowanie to jest jakoSciowo inne od zachowania tensora energii-pedu w
czasoprzestrzeni Reissnera - Nordstréoma, gdzie dla » — 0 dazy on do nieskoniczonoSci.

Szésty cel dotyczy uogdlnienia teorii Lovelocka i pltynacych stad konsekwencji dla rozwigzan czarn-
odziurowych. Rozwazana byla teoria bez pd6l materii zawierajaca czlony krzywiznowe nie wyzsze niz
szostego rzedu. D-wymiarowe sferycznie symetryczne rozwigzanie czarnodziurowe otrzymano wyko-
rzystujac przyblizona metode perturbacyjng. Pokazano réwniez, ze stopien komplikacji obliczonej
entropii czarnej dziury zalezy od parametryzacji rozwigzania. JeSli rozwiazanie jest sparametry-
zowane poprzez promien horyzontu zdarzen, entropia jawnie zalezy od siedmiu wyzszych czlonéw
krzywiznowych, jesli natomiast rozwigzanie jest sparametryzowane poprzez mase czarnej dziury,
entropia jawnie zalezy juz tylko od trzech czlonéw. Rozwiazanie sprowadzono do teorii mniej ogol-
nej, jaka jest teoria Lovelocka ograniczona do maksymalnie D=8 wymiaréw. Mozna zauwazy¢, ze
rozwiazanie odtwarza wtedy typowe wilasnoéci teorii Lovelocka: metryka przechodzi w rozwigzanie
Schwarzschilda dla D=4, a entropia odtwarza formule okre$lajaca entropie dla grawitacji Lovelocka.

W niniejszej rozprawie réwnie istotne byty cele poérednie, bez ktérych powyzsze cele gléwne doty-
czace tematyki polaryzacji prézni nie moglyby by¢ osiagniete. Pierwszy z celéw poSrednich dotyczyt
obliczen wspétczynnikéw HaMideW. Obliczenia W,..,, wymagaja znajomo$ci wspélczynnikéw [as] i
[a4], ktore zostaty obliczone przy wykorzystaniu czterech metod: rekurencyjnej jawnie kowariantnej,
poprzez rozwiniecie Taylora we wspoélrzednych normalnych, rekurencyjnej jawnie kowariantnej bezin-

deksowej oraz wykorzystujacej wspotczynniki Hadamarda. W literaturze mozna znalezé wspdélczynnik
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[a4] obliczony za pomoca wielu metod, jednak uzyskane wyniki nie sg identyczne. Wspélezynnik [a4]
obliczony w niniejszej pracy poréwnano z policzonym przez Avramidiego [7, 8] co wykazalo, ze sa
one takie same. Wspélczynnik [ay4] zostal ponadto poddany testom sprawdzajacym jego poprawnoSc,
ktore zakonczyly sie pozytywnym wynikiem. Policzono réwniez wspélczynnik [as] za pomoca trzech
metod: rekurencyjnej jawnie kowariantnej, poprzez rozwiniecie Taylora we wspélrzednych normal-
nych oraz wykorzystujacej wspdélczynniki Hadamarda. Poréwnanie tego wspdélczynnika z obliczeniami
Ottewilla i Wardella [167] wykazalo ich identycznoS¢.

Drugi cel posredni dotyczy stworzenia metodologii obliczen opartej na komputerowej algebrze
symbolicznej. Opracowana metodologia w pierwszej kolejnosci dotyczy rozwiazywania réwnan w celu
otrzymania biskalaréw w granicy koincydencji. Obliczenia realizowane byly w oparciu o jezyki Form,
Mathematica, Maple i Lisp. Napisane projekty programistyczne zastosowane zostaly do obliczen
wspolczynnikéw HaMiDeW. Kolejnym krokiem bylo stworzenie metodologii stuzacej do znalezienia
tensora energii-pedu pochodzacego od dziatania efektywnego. Uzywajac jezykéw Maple, Mathemat-
ica, Form, Perl, napisano szereg programéw, ktére obliczaja tensor energii-pedu dwiema metodami.
Pierwsza metoda polega na obliczeniu tensora energii-pedu poprzez pochodna funkcjonalng po me-
tryce (metoda tradycyjna), druga - szybsza od poprzedniej - polega na wstepnym zalozeniu, ze
czasoprzestrzen ma symetrie sferyczna, co prowadzi do uproszczenia réwnan pola (metoda redukcji
dziatania efektywnego). Niezbednym elementem w powyzszych obliczeniach bylo upraszczanie ten-
soréw. Uproszczenia te oparte byly na wlasnoSciach symetrii obiektéw krzywiznowych i realizowane
byly przede wszystkim w oparciu o pakiet komputerowy Invar i MathTensor. W obliczeniach fizy-
cznych wykorzystano pie¢ jezykéw programowania: Form, Maple, Mathematica, Lisp, C++ (pakiet
GiNaC). Bardziej technicznym, ale koniecznym etapem w obliczeniach byla translacja wynikéw ze
skiadni jednego z tych jezykéw do drugiego. Zadanie to wykonywaly programy napisane w jezyku
Perl, a ich dziatanie bylo oparte na zaimplementowanych w tym jezyku wyrazeniach regularnych.

Trzeci cel posredni dotyczyt nie tylko wykonania obliczen symbolicznych za pomoca wielu strategii
programistycznych i wielu jezykéw programowania, ale i réwniez oceny samych jezykéw programowa-
nia przez pryzmat wykonywanych obliczei. Do obliczen symbolicznych wykorzystywane bylo siedem
jezykéw: Mathematica, Maple, Form, Lisp, Perl, C++ (pakiet GiNaC) oraz C. W oparciu o te
jezyki napisano wiele wersji projektéw programistycznych (wéréd nich znajduje sie 27 wersji obliczen
wspétezynnikéw HaMiDeW). Analiza szybkoSci pokazuje, ze jezyk C jest najbardziej wydajny, ale
trudny w zastosowaniu poniewaz nie jest naturalnie przystosowany do obliczen symbolicznych. Jezyk
Form nalezy do grupy jezykéw o duzej wydajnosci i tatwosci zastosowania. Najlatwiejszym w za-
stosowaniu do takich obliczen jest jezyk Mathematica - jest to jezyk o $redniej wydajnosci. Jezyk
Maple jest jezykiem o wydajnosci poréwnywalnej z jezykiem Mathematica, jednak nie jest az tak
tatwy w zastosowaniu. Pakiet GiNaC, rozszerzajacy jezyk C++ o mozliwo$¢ obliczen symbolicznych,
ma $rednia wydajnos¢ i réwniez tak jak Maple nie nalezy do jezykéw przyjaznych. Jezyk Lisp jest
jezykiem wydajnym, cho¢ nie jest naturalnie przystosowany do komputerowych obliczen symbol-
icznych. Aby przystosowaé go do takich obliczen napisano szereg procedur, ktére sprawily, ze na tle

jezyka Lisp emulowane byto érodowisko nasladujace jezyk do obliczen symbolicznych.
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Nie mniej wazne od realizacji celéw rozprawy sa dalsze perspektywy badawcze wynikajace z

ich realizacji. Perspektywy te moga by¢ podzielone na dwa rodzaje - fizyczne i informatyczne:

e Fizyczne: Prezentowane w niniejszej rozprawie metody fizyczne (np. rozwiazywanie réwnan
pola metoda perturbacyjna) moga by¢ z powodzeniem stosowane do analizy innych teorii
w wyzszymi czlonami krzywiznowymi. Zagadnienie wplywu skalarnego pola masywnego na
geometrie czasoprzestrzeni moze by¢ uogélnione na pola o niezerowym spinie. Analiza metod
obliczen wspdlczynnikéw HaMideW otwiera kierunki do tworzenia nowych oryginalnych sposobéw

ich obliczen.

e Informatyczne: Wigkszo$¢ obliczenn wymagata napisania projektéw programistycznych. Pro-
jekty te moga byt podstawa do napisania wielu pakietéw komputerowych w réznych jezykach
programowania. Wykonywanie obliczenn symbolicznych za pomoca wielu jezykéw programowa-
nia pozwala wytuska¢ zalety i wady samych jezykéw. To posunigcie moze byt traktowane jako

pierwszy krok w kierunku stworzenia jezyka do obliczen symbolicznych pozbawionego wad.
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8 Dodatek

W tym rozdziale znajduja sie informacje, ktére odbiegaja od gtéwnego nurtu rozprawy, niektére

wyniki oraz przyklady kodu zrédlowego rozprawy.

8.1 Formalizm Avramidiego - przyklad obliczen

Przykladem wykorzystania formalizmu Avramidiego do uproszczen moze by¢ obliczenia rozwiniecie
Taylora obiektu Javcﬁuyl. Obiekt %MV, = % w rozwinieciu do czwartego rzedu przy uzyciu formalizmu

Avramidiego to

~ 1 1 3 1

Aby przedstawi¢ istote uproszczen wynik celowo przedstawiono w postaci bezindeksowej. We wzorze

. Aby wréci¢ do tradycyjnego for-
KK —

wprowadzono nowy obiekt zdefiniowany jako K,y = RV /(V, W)
1 2+Vn

!

malizmu, nalezy przejs¢ do postaci indeksowej, czyli % — %MZ,/, Ky — R

R R®
(Wila'vg) ™ (vilw'lvy
obiekty nalezy wyrazi¢ przy pomocy nowych wprowadzonych przez Avramidiego operatoréw. Ko-

(Vi [vhevy)

—1nk / . , .. ~p' .
) oraz |n) — (k') o”1...0%k. Chcac policzy¢ rozwiniecie V7 ,,, wszelkie

rzystajac z tego, ze D = 0%V, obiekt U“V,ﬁ“l/ mozna zapisac jako D%. Nastepnie wykorzystujac

réwnanie (427) mozna wykazaé

~ 1 1 3 1
1 1 3 1
§K(2)D 12) + iK(S)D 13) + EK(4) — EK(Q)K(Q) D|4) + ... (428)

Po wykorzystaniu wlasnosci D [n) = n|n) otrzymujemy poszukiwane rozwinigcie Taylora obiektu

/
= , .
o*Vov 1, ktére wynosi

~ 2 3 3 1
Dy = 3K |2) + 5K 3) +4 {5K<4) - 5K<2)K<2)} [4) + (429)

Warto zauwazy¢, ze ze wspoélczynnikéw rozwinigcia plynie informacja o zsymetryzowanej pochodnej
kowariantnej okre§lonego rzedu w granicy koincydencji (163). Powyzszy przyktad obrazuje istote
uproszczen plynaca z zastosowania bezindeksowego formalizmu Avramidiego. Obliczenia wykonane

tradycyjnymi metodami (indeksowymi) sa bardziej zlozone.

8.2 Funkcje f i [\

Jawna postaé funkcji fi(a) i fi(ﬁ), wystepujacych we wzorze (251), to
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PON 4sM? N AIMQ*(E-1)  16M*  4Q°(1-4£+¢%)
T @ e PO+ MEI(14E)

_4Q" [M (1 +86¢ — 89¢%) + 257 (€2 — 1)] | 2Q°¢ (75 — 425¢ + 125¢7 + &)

BMS (1 4 €)3 15Mr6 (1 + £)* ’

(430)
N 4Q* 96 M* o) AMQ?  96MP
fl( ) = ﬁ - Q4’l“ ) f2( ): r4 - Q6 ’ (431)
6r3M3 2r2 M2, M (a o) 96MP
TQG f3 = 7QQ4 fi):TQiQé): fg): Q5 (432)
@ 1M 1eM2 207 [12r (14 + M (3366 +¢7)]  2Q° (1 -4 +¢7)

© e (119 3ri(1+¢)° M5 (1 +¢)°

+Q6§ (75 — 425¢ + 125¢% + €3) ~2Q" [M (1 +96¢ — 109¢%) +30r (£ —1)] (43
15Mir6 (1 + )2 BMrS (1 +¢)° ’

(8) 20 8M? Mt p 32M°  2MQ?  sM?P
DT 55 s o P T T T (434)

B _ 8M* 1Mt 5 16M° 24MP e M @) A8M5
f3 -3 Q4 y il = Qb + Q22 Q2 f5 =Jfs = Qs (435)
8.3 Wspélczynnik [as]
Jawna posta¢ wspélezynnika [as] to
[a5]—a5 +§a5 +§2 +§3a5 +§4a5 §5a5 , (436)
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gdzie

al? = m — 900736 Ray R R R Ry — 1297920R,R™ Ry R.yR
41858640 R,°R™ Ry.R? — 1332402R,, R R? + 152693R> 4+ 219000R R R% R 01
+89530R% Rupea R + 156312 R R RR ! Rpges — 107800R? Ryp® R R et
~1021632R,°R™ Ry* R R eqr — 471360 Rop R R RY Ryeqr — 15620RP R,
—332262 Ry R RReges R — 142656 R,“RR¥“ Ry’ I Rypeq + T200R™ R o R,
+16512R R R, Ree?" Rapgn, — 122400RR 37 R R 9" Ryp o,
—82656 R R° Ry Ryq®" Re ygn, + 61200R Rop™ RUR g9 Re g, + 27648 R R0,
+7T376 R R RyepaRepgn R + 39984 RR e R Re o R — 20088 R Ry, Ry
—45696 Ry R Reg9" Re " Rypij — 34368 Rapea R Re ;7 RTIM R g1
—4045236 R*R., R + 807696 R RR., R g — 1932624R R R., Reay
+807072R™ R R, Recar s + 274008 R R2 R, + 27408 R™ Rge R R oy
+44568 R Ry, + 2748R,, R*R?’, + 281568 RR“ R, ", + 27900R* R,
+357672R R, R 4 210696 R R0, R'** 4 241992R,° R R y R e ..
—651168R,“R™R Ry + 25920R™ (R Ry — 208080R™R? Ry,
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—21120R™ R, Ry, + 18864 R/’ Ry, 4+ 6336 R RR..1 ..
+14256 R, R4 + 19440R“ R0 "%, + 5280R R, 77 ¢,
+ 4684080 R Ryeyy RV + 2580132R2 Ryp. RV + T8T2RR. g4, R
+ 19558344 RV RR 4. R + 5396424 Ry R R.. R + 6240R™R. 4. R
—31104R™PR .. R’ + T104R. 0.5, R“ + 1822080RR“R.;, Rype.q
—859920RR™ R, Rye.q + 2472096 R’ R R,°..Rpe.q — 1651104R R R, 4y Ree
—3291264RR™ R, 4 Ree.q — 349824 R,/ R R, Rt 4
~5280R™R,“™ ReepR.q — 3247104R R,“% Rye.. R.q — 736536 R R,%R..R.4
+39168R, ! R™RIN \Roynia — 2213T6 R R RRyepa + 215T12R2RY R y0p.q
+42336 R R.;.. Rp.q — 21120R, R Ry q 4 6528 R,4..R™Ryy.q
+173280R™®R“R Rup.c.q — 96192RPRR, %7 Ref.eq + 667392R,* R Ry R, .q
—310128 Ryp R R R,;q — 179904RRR, " Riciq + 1056 R R4 Ry
+2400R R R.4p.c.q — 69384RR™C Ry g — 178848 R R . Ropd.g
+301824R,“R™ R Ry%.q + 48288 R" , R Ry, .y — 108672R* R,"“ Ry’ 4

)
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— 124176 Rap,c R R 4 — 10560 RR™ Ry’ .q + 10560R™ R Rye.g
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—388368R" Ry’ Rea™®;e — 192000 R™ Ry Rei® e + 93408 R™ Roy“? Reg'®,e
—129696 R R Rycpa R e + 29580R Ropea R™“R* . + 119808 R Ry g R
—2736R™, Ragp* e + 239T6R™ R,y Reay'®;e — 42768R™Ry“ Rog* e

+ 2T648R™VCIR g 01, + 26352R™ Ry Ryg o™ — 1368R™% Rypi® e
—91632R™ R 4 Rye,qc — 16416 R R,y Ryeiq® e + 1728624R™ Ry Rye,d’®e
F18912R Ry R e — 60672 R R Racipia’®;e + A85T6RR™™ Rogpiae
—62208R™ ! Ryepd® e +51072R R Rape:a™®c + 27648 R Ryp e
+24192R™ Ry Ricid®e — 2448R™,c Ray .4, + 132288 Ro“R™ Ry .4 e
—2880R™ R e — 1440R™ Rapi g e — 960R™ Rop %4 e
—5862720 R R R pe.q Rap’® — 8640336 R R Re.e Rap’® + 5012928 R R Ry g Ruc'®
~T426464RR™ Ry g Ro’® + 8810064R™ R Ryg.e Roe® + 1798176 RR™™ Ryy.e Ry
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+30144RY Ry 1. Roe® + T92000RVC R g R ¢ — 153792R™C Rye.c.qRo
+2651328 R Rygoce Ra®® — 341952R% Ry e RV + 8320800R,“R™ Rye.. Ry™*
+9750384 Ry R™ Ree.q Ry + 11572176 R, R Regee Ry“® + 193920 Rye.q.5 RV R4

— 197568 R Ry p.a Re ¢ — 194112R™ Rygpe RebC 4 95424RV Ry g0 Ro%€

— 7634784 Ry R™ Ree.q RV — 4831872 R™ RRycpe.a RV + 40320 R™ R e q.p.a R
—42240R® R p.c:a R°VC — 1655496 Ry R Reg.e R°5 — 3366432R™ R Ry cpse R°C

+ 442176 R™ Reg. ;e RV — 931584 R™ Ryepg.e REVC + 467328 R Ryp.gze RO
—2592384R™ R,  Ree. g R — 4124208 R R, Reg.e R + 241398 Rgpeq RP“UR. R
—836028 RR“R ypeq.c R® — 3149568 R R Ry epge R + 301248 R Ry q.c R
+146592R" Rec;p;a Ra"** — 101664 R Ryeiae Ra" — 43TT6R™ Rgse Ruep™™

+26880R™ R,c;5e Ra®p™ + 171594R” Ropeaze R + 273984R Roc;pae R
+32832RabRcd;b;e RCd;a;e - 36864RadeRbc;d;eR;a;e + 63360R™ Rde;b;cRaC;d;e

—195840R™ Reagpe Ro“F + 161664R™ Ryce Ra“™° + 1341120 R™ Ry, Ro ¢

+42624 Regiapse R — 8552 Rucipsaze RV 4 43008 Rypesse R

+ 1156512R™ RS Ryeio Ryg;p + 1191168 R R Rycy Ryesp — 1375296 R R Ry Ryes s
— 470544Rp* R™ R o Rye,y — 33120Rp™ R™R 9. Ryagiy — 89472R, ) R Ry, 4Reg:y
+134880 R0 R Ro9.qReg;s + 3409920 R R/ R.9 4 Ryepg,y + 341952R R Ry Rycge, s
—356832 Ry R RI™ . Ragnis s + 356832 Ry R R 4 Rogni, s

+540672R,“R™ Ry"/ Recia;p — 278976 Ry R R™) Ree,g;s + 16128 R RR“ Rogpesa. s
+34560R™ R“f Ree.apiasr — 19584RR ! R Rygies s + 86976 R R Ry, Regie;y
+142656 R R, ™ Ryeq’ Rie.p — 167424R™ R, Rq! Ree.s + 26496 R R R Ryepice. s
—2304R™ ™Ry Rycgie;r + 1920Re ! R Ryp.gieip + T5TAAR Ry e Ryl 5

+ T68R™ R Ry Ry .y — 302400 R,%%, R Ryl p + 1066560 R Ry Rye'! s
—81024R™ Ryeip®Rae 1 + 25560 Rapeg;e RV Rt — 43008 R™™ Ry Rpesa’” .

—27936 R Ry°y Reesa” ;5 + 93888R™ Ry Reesa” ;y — 88608R™! R, e Ryge™l
+522048 R Ry’ Rpaie” 5 + 379392R™ R, % Roase’ f + 68T60R™ R ypeq® Rl
+69888 R R, Rygei’l p + 43200R™H Ryepgie s p + 6T488RR, %! Reg®,f
+8640 Rupea R™IR* o + 9600R™ Ry a® el . — 246528 Ry’ R R.9" Ry,
+116160R™ R R ey Ra® — 791424 R R Ry .« Ry + 806304RR™ Ry feq.c o
+2304R Repp.a.cRa®T + 172800R™™ Ry g.e.fRSF — 1258752R R, Ryp.o Ryt
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+5230464R™ R, Rt Rpa’! — 4805376 R R,““ Ry s Reg! + 1174080 R R, R .qR .
+5089056 R’ R,  Rap.e RS — 6984576 R™ Ry Rge.p RS + 7328064R,¢ R™ Ry f.e R
F960R™ Rygp.a.e R¥T — 1192224 R, R Rygee. R 4 643680 R R yapee; p R
~139200R™* Ryepaie. RYF 4+ 1522176 R Ry ¥ Rygepre R + 125064R™““ R.¢. ¢ Ropea
+1029888 R Ryp pie Rac™! — 668160R™ Ry, Rac™! — 1588704R™ R Rpge e Ra ™™

+ 1T1840R™ Ryp e Ra ™7 + 32448 R™ Rigyee; p Ro ™Y + 590400R™ Ref, e R/
+1569024 R Rese. p Re® — 140544R™ Rogie. p Ry 4 126720 R Rypog.e o7
—260352R™ Ryg.e.fRa®cS! 4 653760 R Rypese.r R 4+ 176256 R Ref g.e Ro®
205056 R Ree.g.p Ra®p — 28800R™ Ry f.g.c Ro®.cf — 9216 R Ry 44 R’

—96000R™ Rye.q.t Rac’® + 494208 R Ryg.c.t Rae’®d + 32256 R R yepyc:a RV

1486912 R™ Rype.d:f RV + 360960 R™ Rucpa.e.r RV 4 119040R™R ypog .. f R

+27264R Rapedie: f R“D + 69120 Rycopidierr ROV + 89856 R R R I, Ryanyg

— 17TT152R™ R, " RI9 4 Ryecp.g — 99840R™ Ry ““Rypq™ R perg + 36T8T2R™ R, RTIRyp ey
+253440R, R R I Rygef.e.g + 6912R,7 9. R Ryg . + 388608 R R,“™ Ryl 49 Ree. 1.4
—39456 R Rege s R°Y Rap?,g + 378048 R™ R, “Y Ry’ Res¥,y + 36096 R R, Ry’ Refi?,
—56664R™ Roped Re 9. + 6528 R R ypeq.e. ;R — 46216 Ry R Roge R,
—47616 R Ry Rap %,y — T6032R 0 R Reesaf9,g + 6144R, I R Rygie;s9,
+912000R, ! R Ryt Rpg? + 2898720 R, I R Rof .y Rpa?? 4 493920 Ry R Ry, ¢ Ree™?
—1507920Rap™ R Ryp.y Ree’? — 6791232RC R Ry p.g Ree’? — 1821696 R™ R, Y Ry fog.e Ra’ ¥
—3264960RR,“™ Rpyeeg. s R’ + 4651392R™P R, %% Ryeg.p Ra’*9 — 23185728 R R,“ Ry .y Ra'™
+10610304R% Ry % Ryer g Ra’9 + 155208 Rupea R Reg. R 9 + 3936192 R R, Recay. p RE
—487944Rypeq R R p.o RY9 — 2938176 R R, %% Reeap.g R + 9600 R Rped.c. .9 R
—326592 R0 R R o p.g R — 482112R™°HC Rye. t.g Rape? 9 — ATA864RR™™ R e .y Rap® 9
—TAT648 R Ree.g. 1. Rap™ 9 + 361008 R™ R Ryge .9 Rac™ 9 4 345600 R Riperg.a.f Ra
+293760R™ Ryce. .9 a9 — 838176 R R Rocqr.y Rap’*9 — 1536 R Ryy.g.e.f RaCe! ¥
+16896 R Ryg.c. .y RaCe’ 9 4 3496512R, R Recag.p Rp™ 9 + 17280 R Ryepg.a. p R
—293028 Rup R Rede g REYT9 + 48000R™ Rocvera. .9 R 4+ 251904R“ Ryf .. Ra®9
+396288 R Ryefierg R 79 + 4800 R apedse; 19 R“H4H 9 + 1459200R™ R IM Ry Regpgin
+123264R 0 R R ¢ Reg, .1, + 81216 Rapeq R RV Ry 1 + 116736 R R, RS9 Rogeg f11
—98304R R, Y Ry 9" Regeg.pin — 12288RP R, R Ricag. pn — 43008 Ry R RI Rypoyns
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+438768 R R R Ry% Recar — 526200R,“R Ry R, + 6856176 R R Ry R
+159136 Rup R Req?" R R po, + 91392R 03 R R 49" Rey Rypij + 191772RRR,, Ry,
+1367004 Ry R Reg RER + 165312 R R Ry Rye?" Ry gn, + 188288 Ry R Ry R pg RV
763296 Rap™ R R e .y RS + 453600 R R s g Rap 9

—2542848R™ R, RefenigRoa’ " + 1998912R™ Ry Rypensg Re 9"

—36864R™! Rygape;rRa®e! ™ + 314160R™ RN Ry fo1i Raped”

+1855296 R* R, R .R.s.q + 4167936 R™ R™f Ry, 1.y Ruct?™"

—156672R™ RegefiginRap™ 9" — 2461824R, T R Ry, i Rp? 4"

+9216 R . R 5% q + 356832 R R R s i a R e — 426240R Rop™ R Ree.q

135856 R, RAved RejgniiRe I 4 202356 R ypeq R Refgn:iR° fghsi , (437)
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1) 32736 R, R Ry Ry R — 8436 Ryy R R,qy RR — 59136 R,° R Ry, R

1814400 [
—8574201%5 — 13944 R R R? Rocpa — 3618 R® Rapea R — 168 R R RRuc™ Rie
+4480R? Ry R Regey — 14832RR“RR,%y! Recqr + 3282 Roy R RR ey R/

+2496 RRop™ R Roe?" Ragg, — 1248 RRop™ R Reg®" Refgn

—B064R° R — 22052 R*R;o R — 1440R™RR* 4 Reag, + T520R™ R R Reay
+1240R™RR,o Ry, — 6696R™ R Ry — 8L6R™ Rogey R Ry, — 2880RR0 R,
—3156 R, R Ry, — TOS0RR R,y — 1604R* R,y — 3880 R Ry R
—360R,“RRR;c + 13888 Ro"R™RRyy;c — 3840R™, R Ry + 18000R™R* Rt
+1800R“ R® Ry, — 720 RR Ry, + 16440Rq, RRR®,. — 1008 R Ry, R
+2480R" Ry Ry — 2640 R0 Ry, — 1264RRR,0c — 3792R“ Riay™sc
—2088R ",y R’ — 2T60R Rio* %, — 840R R0 c + T952R™ Ry Ry

+ 2160 R? Rac;p R + 28920 R Ropy e R — 1200R Ry R + 2864 R RR ey R
+100256 R*°RRap,c R + 19152Rp R R, R — 1360R™ Riqp,c R + 3328R™ Ry R,
—960 Riqyp;c R — 8480 R R Ry Ry — 1600RR™R.q Rye;q + 1920RR™ Ry Reeya
—4800R, ! R**““ Ry Refiq — 2640 R R, Reeyy Ryg + 11840R™ Ry Rye.oRiq
+2640R" Ry} Rie Ry + 11136 R RRRycp;a — 8352R*R™ Ry piq — 23T6R Rigp R
— 5856R™ Rsc Ripya + 1440R"a R Ripyq — 480R, "R Ry + 43518 Ryy R R
~10464R" R RRapicia — 12352Ra R Ry Ric;a + T056 Ry R R Ricig

+1184R™R R, R.c.q — 8ORR“ (R — 160RRR 4 p:c.q + 216 RR™, . Ry
+1248R™PR..Rop'®.q — 23904 R,°RRRy%.q + 240RY R Ryi%.q + 384 R R, Ry 4
—480 R R;a;cRbC;d;d _ 8608RacR“bRbcR;d;d + 240Rac;bRab;cR;d;d + 600Rab;CR“b;c R;d;d
+A80RR™ Ryep' g + 480R™ R Roep’,q — 624R™ R4 + 240R R Rypie® 4
+240RP R Ry — T20RSY Ry + 640R R,y R + 1200R™ Ry R, g

—960 R R;a;b;c;d;d + 240RabRRab;c;c;d;d — 240 R?“;bRab;c;c;d;d + 584 R, R® R;C;c’d;d
—A80R™ R 4 % g — 120 R, %€ 5% — 2240RP R R Rieq — 8OR™Re.q Ry
~640R™ RypgRac® + T680R™ RRegyy Ry — 4800 R™ RRyg,c Ry — 85440 R™ RRpccq R,
+800R™ RypiciaRa™® + 960R Rpgia;c R — 480K Ry R — 480 R Rpei;a R
+O60R RypyesaR* — 3840R,“R™ Riygie R — 4T648R,“R™ Rpesq R — 18T2R R 0 R
+4032R Racp:aR™! — 1872RRap,;a R — 5T6R,ap;e:a R — 1728 R Regrap B

F4096 R Ry RS — 1728R™ Rypesa RS + 1600R™V R, R, Rpere — 8448R™®RR,“ Ryg.cc

152



8 Dodatek 153

—1920 Radbe;CRab;cR;d;e — 4160R* RofcRipdze — 1440R“deR;a;c Rpa’©e
— T680R™R™ Rocpg R ;e — 2484RRapea R R,c — 3648 R™ Ry g R e
—640R™ Ryep Rog®,c — 1920RR™ Rypia® e — 1888R™ Ry, Rieia e
—27840RR™“ Ry e Rue’® — 2080R™ Rp.g.e Rae’® — 14400R™ R R yepe g R
—6112RY Ry Ree:aR® — 25664R™ Ry Regie R — 2272 Rapeg RVR,. R
—14560R™ R Ryepgse B — 3840R™R .. e R — 3744 ROReep.qg Ry
_640Rab;cR;d;eRacbd;e — 9400 RabR;c;d;eRacbd;e _ 696RRabcdRabcdRefghRefgh
+512R™ Ry g:e R + 1440R0p™ R R, Rye.; — 960RRI R, Ryge. s
+14016 RR % R Ree.q.p — 2304R™ RRYS Ryepe.d.p — 384R Ry®d R Ryge s
—6912RPR,“% Ryea’ Re.p +4544RR,% R4/ Re.p — 128 R R Rypge. s
660 Raped.e R“VCRY p — 1120 R R e R .t — 272 Rapeg R R, 7
—3136 RR, % Rygop.e B — 600RDU R0+ Rypeg — 12960R™ R Ryge e Ro !
—5T60R* Rapedse: R — 640R™ Ropoaie; g R — 5T6 R Rapie; y R™
—12288R“ RR, %" Redse — 34080R™ RR ety R — 11240 RR R yogs0 R
+4320 R Rye. e R4 — 5T60RRyc.psa.e R*“HC — 5T60RR™ Ryt oo R
+480R™ R, Rye.i*®se + T680RR™ Ryye.g Ryo® + 10800RR™R e 19 Rap™ 9
+1912 Rap™ R Rogep R9,g + 7824 R0y R Rigepig B9 — 2700R? Rypegse Rabcd?e] ,
(438)

= ﬁ [584RacRabRbCR2 — 654R R RS + 99R® + 456 R R R2 Ryupy
—80R*Rup R R g +162R3 R, + 25TR*R,,R** — 300R® RR., Ry,
+238RR* Ry, + 252R,RR*), + 588RR“R,,’*;, + 138R* R,
+200RR,qp R’ + 90R,“R™R R, + 168R™ R Ry — 24R™R? Ry,
+48RR“PR .. — 60RpRR R*,. + 56 R R, , R.. — 102R™ R, Ry,
+102R* " Ryy%c + T2R™R Rigypc + 144R PR ¢ c + 84 R, R,
+108RR., "4 .. + 36RR., P4, — 312R“Ry.. R — 12R? R0y R™C
+T72RR.0.5.. R — 48R RR4p R — 24RRR .. R — 26 Ry RV R. R
—128RPRp..R..*° + 36 R R — 48RRI R, Rye.q + 48 R R, R..R g
+144R* R Ryepg + 224R R, Rpg + 144RR R, R
+T2R3 Rapea R — T2RR® Ryp.c — 6R?Rape RV +60R™R*R. 4
+312R“ Ry R + 72 R R, .. R + 36 RRapea RV R®

1T Rapea R R + T2RR™ Roypeaso B + 2TR Rapoa R0 (439)
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1 . .
al? = 5160 [ RupR™R3 — 5R5 — 2R3Rypeq R — 42R3 R, — 66R2R, R + 36 R RR, R,
—12R™R?R., 4, — 30RR* Ry, — 30R, R R, — T2RR R’y — 1I8R*R" %,
~36R“ Ry R” — 24RR,0 R, (440)
1 . .
ol = 13 [B° +4AR’ R4 + 6R°RuR*] (441)
(5) L s
= —— R 442
“ 1207 (442)

8.4 Funkcje C oraz DI

Elementy sktadowe Tél)b i T(§2)b tensora energii-pedu (306) w czasoprzestrzeni Reisnera-Norsdstroma

moga by¢ zapisane w postaci

Tk — 1

i)b i)b
= <55y (O + D). (443)

gdzie n = £ — 1/6, natomiast

o 3, 13 19 5 4 M62+ 313 M3 101 et 769 M?Ze?
= e - — — — — _ _— - —— = —
t 112 315 r4 672 105 r 5040 r 15120 2 10080 12
257 Me
2520 13 (444
11 M3 7 Me2 217 M2 113 Me* 91 e* 91 e85 1
pwe — =2 A Ll e 29 S V& 445
t 0 r 5 r 160 12 30 3 To0r2 o g (445)
1 3 421 e* 31 Me2 11 M3 37 €6 709 MZ2e?
chr = —M2+—ez+—%———e———+—e—4+——f
96 560 15120 2 630 r 720 r 2520 4 10080 7
23 Me?
~360 3 (446)
2 2.2 4 4 6 3
pwr — TMe A9MT 8¢ 1, T M 13 3 MY (447)
15 r 60 72 457r2 5 10 73 80r4 10 r
oo _ oo _ 407 Meé? _%2+ 367 %3+ 863 Me' 761 &' 367 MZe?
4 T T¢ T 92520 32 5040 r 2520 13 7560 2 1120 72
73 e 9e2
_ e g 448
720 r4 560’ (448)
91 M2%2e2 7 M® 49 Me? 71 Me* 52¢* 3 117 €8
D = ppr-JAE M MME MM Be i lwa g
20 12 5 r 30 r 15 3 45 r2 5 80 r
(449)
11 1 255229 8 2833 M3 41063 Me* 157 Me? 409 e*
P = Myl R0 BB NSNS TME A9
40 12 151200 76~ 2100 r 6300 r 350 r 525 r

13583 M* 95839 MeS 190013 €5 6131 M2e2 287009 M2e*

78200 12 T 12600 /5 75600 4 1400 12 25200 4
83611 M3e2
450
12600 73 (450)

154



8 Dodatek 155

1649 M* 56361 MZ2e2 2785 Me* 9 47 M3 390577@

D(Z)t — 7 _ — M2 -
¢ 56 12 + 560 r2 51 3 T3 5 7 T 1680  r4
2251 MeS 594 Me?2 71087 M3e? N 227 é N 20207 é N 41327 g
15 75 35 7 504 13 14 72 420 4 1260 76’
(451)
cor _ 3 ap, L 3463 & 97 MP 7897 Me! 239 Me? 247 ¢!
r 40 84 151200 76 300 r 4725 13 700 r 945 12

2753 M* 151 MeS 4321 5 1531 M2e2 11581 M32e* 19907 M3e?

+8400 r2 120 r® +84007’744_1050 72 * 5040 4 12600 13

)

(452)
per _ 291 M* 34127 M*e? N 14911 Me* 9 2 N 151 M? 3487 M*e*
" 56 r2 1680 12 630 13 7 28 7 12 7t
254 MeS 297 Me? 1567 M3e? 227 e* 9433 5 3757 8
15 7 + 0 7 + 72 3 63 r2 1260 r*+ 1260 r6’
(453)

2)6 3 5, 1 , 386087 ¢ 163 M3 55159 Me* 2101 Me?
o= MP— e - T e =+
10 21 151200 r 100 r 5400 7 1400

961 g 17849 %4 N 73417 Me® 137681 f 16657 M?2e2
756 2 8400 72 6300 7° 37800 4 2100 72
18259 MZ2e* 138431 M3e?
€ c (454)

008 4 T 12600 8

0(52)9 _

p@e _ e _ 485 M | 38663 M?e* 189871 Me* L 36, 1521 M3
4 ¢ 14 r2 336 r2 1260 3 7 56 1
151701 MZ2e* 18446 MeS 2673 Me? 41513 M3e? N 1135 ¢*
560 ré 105 7d 140 r 252 3 63 r2
9869 8 48841 €8
2L c (455)

180 7 T 1260 76
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8.5 D-wymiarowe obiekty krzywiznowe w pierwszym rzedzie przyblizenia

Tensory Riemanna liczone z doktadno$cia pierwszego rzedu w € i wykorzystywane do obliczen entropii
(393) to:

. ) - 1) . -9 -1 1) .
Rm‘tj — RriTJ:,M(Snggbg(d ) (d 4)(d+ )6g+0(52), (456)
2rs 2ary

1
R = (o6} —olot) + 0 (), (457)

Ty
R - d(;l;l)_EbSS(d—Q)(d—41)d(d+1)+O(€2)7 (458)

Ty 2ary
—2)(d—-1 1
R, = R;:—sbg(d ) (d 4)d(d+ )+O(52), (459)
2ary
d—2)(d—1)d(d+1

R = —Ebg( Jd-1)d(d+ )+0(a2), (460)

4
2ar+

gdzie i, j, k, 1=2,....d + 1.

8.6 Skladowa T\»°

Skladowa tensora energii-pedu 7 éz)b pochodzaca od wspélezynnika [a4] dla czasoprzestrzeni opisanej
metryka
1
ds® = —f (r)dt* + 1 )dr2 + 77 (d6? + sin® 0d¢?) (461)
r
wynosi
4
1 N
T(2)b — E T(z)b % 462
a 32ﬂ_2m4 pr a 57 ( 6 )
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gdzie funkcje ’Z;(i)b majg postaé

o  964f% N FOF 103 3@ 373 1387 WS 268373 f3
LT 045:8 T 630 1080r 756012 126073 63007 3150r°

1 732173 20449f'f3  f@WFr2 g 19f7 £6) p2 7 £(7) g2
8 LY S L G WP O A S il
3157 3150 A725r 504 | 252 1260 1260

f(s)f(4)f2 37f"f(5)f2 19f/f(6)f2 103f(3)2f2 253f”f(4)f2 11f’f(5)f2
707 20r T 1s0r 8402 12602 12612
f(6) f2 929f//f(3)f2 127flf(4) f2 f(5) f2 176f/12f2 6473f/f(3) f2 2f(4) f2
+ — —

+

+

* 21072 630073 630073 9073 + 31514 630074 1574

AT N 22 £(3) f2 N 51592 f2 AR Aaf' P 1387 N if”Qf(‘l)f
1075 4575 90016 4576 4507 1578 210

Uomew e oo e 1 ow2oe, FofO® 13 @7 ey
_ﬁff()f()ﬂﬁfff()”ﬁf 1o - 187 sdor  210r
7O 192 1Lty (@7 2298 fBp 1492 O f
T o60r T 1o 1402 36002 42002 63012
FrEOF O 25T R f sTrfR O O 1972 f 599372 f f
+ 18072 + 6072 + 630073 + 210073 + 4573 90r4 + 630074
37O O 13610 1T fOF 103f7F  113f7f | 259f'f
~ 90r4 22504 700r° 1005 45005  60r6 45076 22517
sy O o A A SPIVE YN i A i i i A i ks
T 1680 420 420 210 630r 315r 63r
f//3 37f/2f//2 f/f//f(s) f/2f(4) N 23f/3f// N 3f/4 f//2 4f/2f// f/f(3)

94572 126072 31572 21072 22513 17504 9004 4574 45074

4f/3 f/f// 26]”2 8f’ (463)
15r%  225r%  225r6 94597’

+
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gor _ 1001 fOF O 2f 08 TS 1709f W8 3510 f2
o 218 70 Tr 4572 21073 63074 3575
TSITLFS 1586S 0 2680 23R 3 g W AT o)
R R Y VT LA A A A A Al vri AR A
127f(3)f(4)f2 B 697fl/f(5)f2 B 563f/f(6)f2 77f(3)2f2 3583f//f(4)f2 823f/f(5)f2
420r 1260r 6307 4572 126072 630r2
23f(6)f2 25f//f(3) f2 79f/f(4) f2 f(5) f2 4183f1/2f2 778f/f(3) f2 35f(4) f2
C3152 93 3158 6rd 630rt 63t 1874
20297'f"f2 20fOf2 4527f7f2 2817 AfF 4967 1 o
3575 37D 7076 3r6 r7 4578 42
2 2 £(3) 1 ¢l p(4)
W ey, 101, B ey, , WBTFETF 1B O A p@
ol T e T g s ey 2107
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8.7 Przyklady kodéw zrédlowych
8.7.1 Jezyk Form

Fragment programu ,[a,|” napisany w jezyku Form. Program ten jest cze$cig skladows projektu

stuzacego do obliczen wspétezynnikéw HaMiDeW sposobem podstawowym opartym na jezyku Form.

Global A{’n’+1}’rzadpoch’=sigma(Lx)*a{’n’+1}(Lx)+(’n’+1)*a{’n’+1}
-([/\1*a’n’)*W(Lx,Lx)*[1/\]1+R(Lx,Ly,Lx,Ly) *a{’n’ }*xi;

if (’rzadpoch’!=0) ;
Multiply right W(L1,...,L’rzadpoch’);

endif;

repeat;
id wW=1;
id R?Fun(?a)*W(b1?,7c)=(R(7a,bl)+W(b1)*R(7a))*W(?c);

endrepeat;

id W(7a)=0;

id a0=1;

id a0(b17,7a)=0;

id sigma(?a)=siig(7a);

id [/\](?a)=[//\\1(?a);

id [1/\]1(7a)=[1//\\]1(7a);

id a’n’(7a)=aa’n’(7a);

id a{’n’+1}(?a)=aa{’n’+1}(7a);
id siig(L?)=0;

id siig(u?,L?)=g(U,L);

id siig(b1?7,b27,b37)=0;

id g(?a,L1?,?b)*siig?(?c,L1?,?d)=siig(?c,?a,?b,?d);
id [//\\1=1;

id [1//\\]=1;
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id [//\\](L17)=0;

id [1//\\1(L1?)=0;

id siig(?a)=sigma(?a);

id [//\\]1 (ra)=[/\1(7a);

id [1//\\] (?a)=[1/\]1(7a);

id aa’n’(?a)=a’n’(?a);

id aa{’n’+1}(7a)=a{’n’+1}(7a);

id a{’n’+1}(b17?,...,b’rzadpoch’?)=ax{’n’+1}(bl,...,b’rzadpoch’);

repeat,;
#do i=1,{’rzadpoch’-1}
#do j=’1i’,{’rzadpoch’-1}

id ax{’n’+1}(L{’j’+1},L{’i’},?7c)=ax{’n’+1} (L1’ ,L{’j’+1},7c);

id ax{’n’+1}(b17,L{’j’+1},L{’i’},?c)=ax{’n’+1}(b1,L’>i’ ,L{’j’+1},7c)
+a{’n’+1}(Lw)*R(Lw,bl,L{’>j’+1},L 1’ )*W(7c);

id ax{’n’+1}(b17,b27,L{ > j’+1},L{’i’},?c)=ax{’n’+1}(b1,b2,L°i’> ,L{’j’+1},7c)
+(a{’n’+1}(Lw,b2)*R(Lw,bl,L{’j’+1},L°1i’)
+a{’n’+1}(bl,Lw)*R(Lw,b2,L{’j’+1},L°1i°) ) *W(7c);

id ax{’n’+1}(b1?,...,b3?,L{’j’+1},L{’i’},?c)=ax{’n’+1}(b1,b2,b3,L’i’,
L{’j’+1},7¢)

+(a{’n’+1}(Lw,b2,b3)*R(Lw,b1,L{’j’+1},L’i’)
+a{’n’+1}(b1,LW,b3)*R(Lw,b2,L{’j’+1},L’i’)
+a{’n’+1}(b1,b2,Lw)*R(Lw,b3,L{’j’+1},L’i’))*W(?c);

id ax{’n’+1}(b17,...,b47,L{’j’+1},L{’i’},7c)=ax{’n’+1}(b1,b2,b3,b4,L 71",
L{’j’+1},7¢)

+(a{’n’+1}(Lw,b2,b3,b4) *R (Lw,b1,L{’j +1},L i)

+a{’n’+1}(b1,Lw,b3,b4) *R(Lw,b2,L{’j +1},L°1i")

+a{’n’+1}(b1,b2,Lw,bd) *R(Lw,b3,L{’j’+1},L71’)
+a{’n’+1}(b1,b2,b3,Lw)*R(Lw,b4,L{’j’+1},L71i°))*W(?c) ;
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#enddo
#enddo

endrepeat;

repeat;

id W=1;

id R?Fun(?a)*W(b1?7,?c)=(R(7a,bl)+W(b1)*R(?a))*W(7c);
endrepeat;

id W(7a)=0;

id ax{’n’+1}(7a)=a{’n’+1}(7a);

#if ’rzadpoch’>2

#do kk=4,{’rzadpoch’+1}

id sigma(L1?,...,L°kk’?)=F’kk’;
#enddo

#endif

argument;

#do k=1,10

repeat id N’k’_7=Lx’k’ ;
#enddo

endargument;

#do kk=2,{’rzadpoch’+2}
id [/\1(L17,...,L°kk’?)=T’kk’;
#enddo

argument;

#do k=1,10

repeat id N’k’_7=Lx’k’ ;
#enddo
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endargument;

#if ’rzadpoch’>1

#do kk=2,’rzadpoch’

id [1/\1(1?,...,L°kk’?)=0T’kk’;
#enddo

#endif

argument;

#do kk=1,10

repeat id N’kk’_7=Lw’kk’
#enddo

endargument;

#do kk=0,{’rzadpoch’+2}

#if 'n’!=0 & & ’kk’!=0

id a’n’(L17,...,L°kk’7)=A’n"kk’;
#elseif ’n’!=0

id a’n’=A’n’0;

#endif

#enddo

#if ’rzadpoch’>2

#do k=1,{’rzadpoch’-2}

id a{’n’+1}(L17,...,L°k’?)=A{"n’+1}°k’;
#enddo

#endif

id R(7a)=RR(7a);

sum Lx1,...,Lx10,Lwl,...,Lwl0,Lx,Ly,Lw;
AntiSymmetrize RR 1,2;

AntiSymmetrize RR 3,4;

Symmetrize RR (1,2) , (3,4);

id RR(7a)=R(7a);

multiply -1/{’rzadpoch’+1+’n’};
id a{’n’+1}(7a)=0;
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.Store
save a{’n’+1}’rzadpoch’.sav A{’n’+1}’rzadpoch’;

.end

8.7.2 Jezyk Mathematica

Program ,[a,]” napisany w jezyku Mathematica. Program ten jest czeScia sktadowa projektu
stuzacego do obliczen wspélczynnikéw HaMiDeW sposobem podstawowym opartym na jezyku Math-

ematica.

nn=0;
rzadpoch=0;

sum=11;

FO=si[sum] *Subscript[a, nn+1] [sum]+(nn+1)*Subscript[a, nn+1][]
-DD[troj[]*Subscript[a, nn] [],sum,sum]*otroj[]

+R[sum, sum+1, sum, sum+1] *Subscript [a, nn] []*\[Xi];

F1=DD[FO,Table[i,{i,rzadpoch}]]/.List->Sequence;

Clear [FO]

DD[\ [Xi] B_[x_ _ _I*W_[y_ _ _J,c_ _ _1:=\[Xi] DD[B[x]*W[y],c]

DD[A_[x_ _ _1+B_[y_ _ _]11:=DD[A[x]]+DD[B[y]]

DD[A_[x_ _ _1]:=A[x]

DD[A_+B_,c_ _ _1:=DD[A,c]+DD[B,c]

DD[A_?NumericQ*B_,c_ _ _]:=A*DD[B,c]

DD[A_[x_ _ _I*B_[y_ _ _1,c_,d_ _ _1:=DD[DD[A[x],c]*B[y]l+A[x]*DD[B[y],c],d]
DD[A_[z_ _ _1°n_,c_,d_ _ _1/;n>1:=DD[n*A[z] " (n-1)*DD[A[z],c],d]

DD[si_[x_ _ _1,y_ _l:=si[x,y]

F2=Expand [F1];
Clear[F1,DD]

F3=F2/.{sila_,b_1-> gla,b]l,sila_]->0,sila_,b_,c_]1->0,trojla_]1->0,
otrojla_1->0,troj[1->1,0troj[]1->1,Subscript[a,0] [1->1,
Subscriptl[a, 0][a_ _1->03};

Clear [F2]
SetAttributes[g,0rderless];
F4=F3/ .{gla_,x_1*A_[y_ _ _,a_,z_ _ _1-> Aly,x,z] ,gla_,a_]1->4};
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Clear [F3]

F5=F4/.Subscript[a, nn+1][a_ _ _]/;Length[{a}]==rzadpoch->Subscript[aa,
nn+1] [a];

Clear [F4]

Subscriptlaa, nn+1][y_,x_,c_ _ _1/;y>x:=Subscript[aa, nn+1] [x,y,c]
Subscriptlaa, nn+1][bl_,y_,x_,c_ _ _1/;y>x:=Subscriptlaa, nn+1] [bl,x,y,c]

+DD [Subscript [a, nn+1] [sum]*RR[sum,bl,y,x],c]

Subscriptlaa, nn+1] [bl_,b2_,y_,x_,c 1/;y>x:=Subscript[aa, nn+1][bl,b2,

X,y,cl
+DD [Subscript[a, nn+1] [sum,b2]*RR[sum,bl,y,x]

+Subscript[a, nn+1] [bl,sum]*RR[sum,b2,y,x],c]

Subscriptlaa, nn+1] [bl_,b2_,b3_,y_,x_,c_ _ _1/;y>x:=
Subscriptlaa, nn+1][bl,b2,b3,x,y,c]

+DD [Subscript[a, nn+1] [sum,b2,b3]*RR[sum,bl,y,x]
+Subscript[a, nn+1] [bl,sum,b3]*RR[sum,b2,y,x]
+Subscript[a, nn+1] [bl,b2,sum]*RR [sum,b3,y,x],c]

Subscript[aa, nn+1][bl_,b2_,b3_,b4_,y_,x_,c_ _ _1/;y>x:=
Subscript[aa, nn+1][bl,b2,b3,b4,x,y,c]

+DD [Subscript[a, nn+1] [sum,b2,b3,b4]*RR[sum,bl,y,x]
+Subscript[a, nn+1] [bl,sum,b3,b4]*RR[sum,b2,y,x]
+Subscript[a, nn+1] [bl,b2,sum,b4]*RR[sum,b3,y,x]
+Subscript[a, nn+1] [bl,b2,b3,sum] *RR [sum,bd,y,x],c]

F6=Expand[F5]/.RR[a_ _ _]1->R[al/.Subscriptlaa, nn+1][a_ _ _1->0;

Clear [F5]

DD[A_[x_ _ _I*B_[y_ _ _l,c_,d_ _ _1:=DD[DD[A[x],c]*B[yl+A[x]*DD[B[y]l,c],d]
DD[A_+B_,c_ _ _1:=DD[A,c]+DDI[B,c]

DD[A_[s_ _ _1,x_]1:=A[s,x]

DD[A_[x_ _ _1]:=A[x]

F7=Expand [F6] ;
Clear[F6,DD]

Rlb_,a_,c_ _ _1/;b>a:=-R[a,b,c]
R[bl_,b2_,b_,a_,c_ _ _1/;b>a:=-R[b1,b2,a,b,c]
R[b_,bl_,a_,b2_,c_ _ _1/;b>a:=R[a,b2,b,bl,c]
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FX=Expand [F7] ;
Clear[R,F7]

AlfabetBlankAJ={Patternl[a,Blank[]],Pattern[b,Blank[]],Patternl[c,Blank[]],
Pattern[d,Blank[]],Pattern[e,Blank[]],Pattern[f,Blank[]],Pattern[g,Blank[]],
Pattern[h,Blank[]],Pattern[i,Blank[]],Pattern[j,Blank[]1]};

Listka=Join[CharacterRange[”a",”z"],{s1,s2,s3,s4,s5,s6}];
Lis={ };

Dol

Lis=Append[Lis,R[al_ _ _,ii,a2_ _ _]->R[al,ToExpression[Listkal[[ii]]],a2]
]

,{ii,1,103}]

sigmad4iWyzejLista=Table[si[Take[AlfabetBlankAJ,{1,i}]//.List->Sequence]->
Get [StringJoin[”sigma",ToString[i]]],{i,4,rzadpoch+1}]//.Lis;
trojk2iWyzejLista=Table[troj[Take [AlfabetBlankAJ,{1,i}]//.List->Sequence] ->
Get [StringJoin["trojk",ToString[i]]],{i,2,rzadpoch+2}]//.Lis;
otroj2iWyzejLista=Table[otroj [Take [AlfabetBlankAJ,{1,i}]//.List->Sequence] ->
Get [StringJoin[”otrojk",ToString[i]]1],{i,2,rzadpoch}]//.Lis;
aniwyzej=Table[aaaa[Take[AlfabetBlankAJ,{1,i}]//.List->Sequence] ->

Get [StringJoin[”a",ToString[nn],ToString[i]]],{i,0,rzadpoch+2}]//.Lis/.

aaaa->Subscript[a, nn];

anPlusliwyzej=Table[aaaa[Take [AlfabetBlankAJ,{1,i}]//.List->Sequence] ->
Get [StringJoin[”a",ToString[nn+1],ToString[i]]],{i,0,rzadpoch-2}]1//.Lis/.

aaaa->Subscript[a, nn+l];

XXX1=Map [Expand,Take [Apply [List,FX],{1,Length[FX]}]/.sigmad4iWyzejListal
/.trojk2iWyzejlLista/.otroj2iWyzejLista/.aniwyzej/.anPlusliwyzej ;
XXX=Expand [Apply [Plus,XXX1]*(-1/(rzadpoch+1+nn))] ;

Clear [XXX1]

R[b_,a_,c_ _ _1/;b>a:=-R[a,b,c]
R[bl_,b2_,b_,a_,c_ _ _]/;b>a:=-R[b1,b2,a,b,c]
R[b_,bl_,a_,b2_,c_ _ _1/;b>a:=R[a,b2,b,bl,c]
XXX2=XXX;

Clear [XXX,R]

Needs["xAct ‘xTensor ‘"]
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xtensorRAM=MemoryInUse [] -mathRAM
Needs["xAct ‘Invar‘"]
DefManifold[M,{1,2,3,4},{a,b,c,d,e,f,g,h,i,j,k,1,m,n,0,p,q,r,s,t,

u,v,w,X,y,z,sl,s2,s3,s4,85,s6}];

DefMetric[-1,metric[-a,-b],CD,{";","\ [EmptyDownTriangle]"},

CurvatureRelations->False]

PrintAs[metric] "="g";
PrintAs[epsilonmetric] ~="\[Epsilon]";
PrintAs[RiemannCD] "="R";
PrintAs[RicciCD] "="R";
PrintAs[RicciScalarCD] "="R";
PrintAs[WeylCD] ~="W";
PrintAs[TFRicciCD] ~="S";

Listka=Join[CharacterRange[”a",”z"],{s1,s2,s3,s4,s5,s6}];
Liscik={ };

Dol

Liscik=Append[Liscik,R[al_ _ _,ii,a2_ _ _JR[a3_ _ _,ii,ad_ _ _]->
R[al,-ToExpression[Listka[[ii]]],a2]R[a3,ToExpression[Listkal[[ii]]],a4]
]

,{ii,1,30}]
Liscik2={ 7};
Do[

ii,a2_ _ _,

Liscik2=Append[Liscik2,R[al_ _ _, ii,a3_ _ _1->
R[al,-ToExpression[Listka[[ii]]],a2,ToExpression[Listkal[[ii]]],a3]
]

,{ii,1,30}]

Liscik3={ };

Do[

Liscik3=Append[Liscik3,R[al_ _ _,ii,a2_ _ _]"2->R[al,-ToExpression[
Listkal[[iil]],a2]R[al,ToExpression[Listkal[[ii]]],a2]

]

,1ii,1,303}]

Liscik4={ };
Dol
Liscik4=Append[Liscik4,R[al_ _ _,ii,a2 ]->R[al,ToExpression[
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Listkal[[ii]]l],a2]
]
,{i1i,1,303}]

YYY=XXX2//.Flatten[{Liscik,Liscik2,Liscik3}]//.Liscik4 ;
Clear [XXX2]

DefTensor [R[a,b,c,d] ,M,RiemannSymmetric[{a,b,c,d}]]
DefConstantSymbol [\ [Xi]]

Length[YYY]

FFF=YYY//ToCanonical;

Length [FFF]

Clear [YYY]

If [Head [FFF]===Plus,glebokosc=1,glebokosc=0] ;

Suml=Apply [V,FFF,{glebokosc}]//.R[a_ _] "n_Integer->Sequence[R[a]"(n-1),
R[all/.Rla_ _ _]1->Sequence[R,al/.V[a_?NumberQ,b_ _]1->a*V[b]/.V[\[Xi]l n_,
b_ _1/;n>=1->\[Xi] "n*V[b]/.V[\[Xi]l,b_ _]1->\[Xil*V[b];

Clear [FFF]

Sum2=Sum1//.V[a
Clear[Sumi]

_b_,C_ - _]_>V[a,b’c];

_— — -

Dol

Sum2=Sum2/.V[q_ _,j_,e_ _ _,j_,r_ _ _1/;'MemberQ[Range[1,100],j]\[And]
(!'MemberQ[{R},j1)->V[q,iii,e,iii,r] ;

,{iii, 26,32}

]

VI[R,a_ _,R,b_ _]:=R[al*V[R,b]

V[R,a_ _]:=R[a]

Liscik4={ };

Do[

Liscik4=Append[Liscik4,R[al_ _ _,ToExpression[Listkal[[ii]l]],
a2_ _ _]1->R[al,ii,a2]

]

,{ii,1,103}]

FFF2=Sum2//.Liscik4 ;
Clear [Sum2,V]
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Length [Expand [FFF2]]
F10=Expand [FFF2] ;
Clear [FFF2,sigmal]

F10>>”a"<>ToString[nn+1] <>ToString[rzadpoch]
UndefTensor[R];

UndefConstantSymbol [\ [Xil];

SelectionMove [uruchomWszystkieNot,Next,Cell];

SelectionEvaluate [uruchomWszystkieNot];

8.7.3 Jezyk Maple

2

Program ,[a,]” napisany w jezyku Maple. Program ten jest czeScia sktadowa projektu stuzacego do

obliczen wspélczynnikéw HaMiDeW sposobem podstawowym opartym na jezyku Maple.

restart;
n:=2;

rzadpoch:=0;

F1:=expand(sigma(Lw)&+* al|(n+1) (Lw)+(n+1)*a||(n+1) (x1)
-0Vleck (x1)&+*DD [Lw]&*DD [Lw]&+*V1leck (x1)&* a||ln(x1));

F2:=expand(‘&x*‘ (seq(DD[rzadpoch+1-i],i=1..rzadpoch) ,F1))+‘&**(xi,
seq(DD [rzadpoch+1-i],i=1..rzadpoch) ,R(Lw,Lx,Lw,Lx),a|ln(x1));

Pochl:=proc(x)
local a,b,c,v,i,zbior,elem;;
if not has(x,{seq(DD[il,i=1..12),DD[Lw]}) then
return x;
elif type(op(l,x),numeric) then
a:=Array([op(op(2,x))1);
if op(0,rhs(op(nops(op(3,a)),op(3,a))))=DD then
return O;
end if;
vi=op(1l,x);
else
a:=Array([op(x)]1);
if op(0,rhs(op(nops(op(3,a)),op(3,a))))=DD then
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return O;
end if;
v:=1;
end if;

for i to nops(op(3,a))-1 do

zbior:={sigma,R,Vleck,0Vleck,a||n,a||(n+1)}:

if op(0,rhs(op(i,op(3,a))))=DD and op(0,rhs(op(i+l,op(3,a2)))) in zbior
then
elem:=op(0,rhs(op(i+l,op(3,a)))):

b:=Array(1l..nops(op(3,a))-1);

bl[1l..i-1]:=al1..i-1];

b[i] :=elem(op(rhs(op(i+1l,0p(3,a)))),op(l,rhs(op(i,op(3,a)))));
bli+1. .nops(op(3,a))-1]:=ali+2. .nops(op(3,a))];
c:=Array(1..nops(op(3,a)));

cl1..i-1]:=all..i-1];

c[i]:=elem(op(rhs(op(i+1,0p(3,2)))));

c[i+1] :=DD[op(1,rhs(op(i,op(3,2))))];

c[i+2. .nops(op(3,a))]:=al[i+2. .nops(op(3,a))];

return v*‘&*‘ (op(convert(b,list)))+v*‘&*‘ (op(convert(c,list)));

return v*‘&*‘ (op(convert(b,list)))+v*‘&*‘ (op(convert(c,list)));

end if;

end do;

end proc:

PochAll:=proc(x::evaln)

if has(eval(x),{seq(DD[i],i=1..12),DD[Lw]}) then
if op(0,eval(x))<>‘+‘ then

x:=Pochl(eval(x));

PochAll(x);

else
x:= map(Pochl,eval(x));
PochAll (%) ;

end if;

175



176

8 Dodatek

end if;

eval (x);

end proc:

F3:=PochAll (F2):

F4:=subs(x1=NULL,F3):

F4:=eval (subs(‘&*x‘=x‘ F4)):

WstawaOodOdoWiecej:=proc(x)

local a,b,i,h;

a:=Array([op(eval(x))]):

b:=Array([op(eval(x))]):

for i to ArrayNumElems(b) do

for h to nops(b[i]) do
if op(0,op(h,b[i]))=a0 and nops(op(h,b[i]))>0 then
alil:=0:
end if;
end do;

end do;

add(alil], i=1.. ArrayNumElems(b));

end proc:

F5:=WstawaOodOdoWiecej (F4) ;
sigma(Lw) a3(Lw) + 3 a3() - 0Vleck() Vleck(Lw, Lw) a2()
- 2 0Vleck() Vleck(Lw) a2(Lw) - 0OVleck() Vleck() a2(Lw, Lw)
+ xi R(Lw, Lx, Lw, Lx) a2()

F6:=subs(a0()=1,Fb5);
sigma(Lw) a3(Lw) + 3 a3() - 0Vleck() Vleck(Lw, Lw) a2()
- 2 0Vleck() Vleck(Lw) a2(Lw) - 0OVleck() Vleck() a2(Lw, Lw)
+ xi R(Lw, Lx, Lw, Lx) a2()

F7:=subs(Vleck()=1,F6);
sigma(Lw) a3(Lw) + 3 a3() - 0OVleck() Vleck(Lw, Lw) a2()
- 2 0Vleck() Vleck(Lw) a2(Lw) - 0OVleck() a2(Lw, Lw)
+ xi R(Lw, Lx, Lw, Lx) a2()

WstawVleckl:=proc(x)

local a,b,i,h;

a:=Array([op(eval(x))]):

b:=Array([op(eval(x))]):

for i to ArrayNumElems(b) do
for h to nops(b[i]) do
if op(0,op(h,b[i]))=Vleck and nops(op(h,b[i]))=1 then
alil:=0:
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end if;
end do;
end do;
add(ali], i=1.. ArrayNumElems(b));
end proc:
F8:=WstawVleckl (F7);

WstawSigmal:=proc(x)
local a,b,i,h;
a:=Array([op(eval(x))]):
b:=Array([op(eval(x))]):
#DlugWyrazenia:=ArrayNumElems (a) :
for i to ArrayNumElems(b) do
for h to nops(b[i]) do
if op(0,op(h,b[i]))=sigma and nops(op(h,b[i]))=1 then
alil:=0:
end if;
end do;
end do;
add(al[i], i=1.. ArrayNumElems(b));
end proc:
WstawSigma3:=proc(x)
local a,b,i,h;
a:=Array([op(eval(x))]):
b:=Array([op(eval(x))]):
for i to ArrayNumElems(b) do
for h to nops(b[i]) do
if op(0,op(h,b[i]))=sigma and nops(op(h,b[i]))=3 then
alil:=0:
end if;
end do;
end do;
add(al[i], i=1.. ArrayNumElems(b));
end proc:
F9:=WstawSigmal (F8) ;

F10:=WstawSigma3(F9) ;

Sigma2naGab:=proc(x,siiigma)

local a,b,i,h,v,elem,zbior;
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a:=Array([op(eval(x))]):
b:=Array([op(eval(x))]):
for i to ArrayNumElems(b) do
for h to nops(b[i]) do
if op(0,op(h,b[i]))=sigma and nops(op(h,b[i]))=2 then

for v to nops(b[i]) do
elem:=op(0,op(v,b[i])):
zbior:={Vleck,sigma,al|(n+1)}:

if elem in zbior and not (elem=sigma and nops(op(v,b[i]))=2) then
al[i] :=subs(sigma(op(op(h,b[i])))*elem(op(op(v,b[i])))=siiigma(op(2,
op(h,b[i])),seq(op(L1,op(v,b[i])),L1=2. .nops(op(v,b[i]1)))),b[i]);

elif elem=R then

if op(1,op(h,b[i]))=Lw then

al[i] :=subs(sigma(op(op(h,b[i])))*R(op(op(v,b[i])))=R(op(2,0p(h,b[i])),
seq(op(L1,0p(v,b[i]1)),L1=2. .nops(op(v,b[i])))),b[i]);

elif op(2,op(h,b[i]))=Lw then

ali] :=subs(sigma(op(op(h,b[i]l)))*R(op(op(v,b[i])))=R(op(1,0p(h,b[il)),
seq(op(L1,0p(v,b[i])),L1=2. .nops(op(v,b[i]1)))),b[il);

end if;

end if;

end do;

end if;

end do;

end do;

add(alil, i=1.. ArrayNumElems(b));
end proc:
F11:=Sigma2naGab(F10,aal|(n+1));

F12:=subs(a||(n+1) (seq(i,i=1..rzadpoch))=aa||(n+1) (seq(i,i=1..rzadpoch)) ,F11);

WstawOVleckl:=proc(x)
local a,b,i,h;
a:=Array([op(eval(x))]1):
b:=Array([op(eval(x))]):
for i to ArrayNumElems(b) do
for h to nops(b[i]) do
if op(0,op(h,b[i]))=0Vleck and nops(op(h,b[i]))=1 then
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alil:=0:

end if;

end do;

end do;

add(alil, i=1.. ArrayNumElems(b));
end proc:

F13:=WstawOVleckl(F12);

F14:=subs(0Vleck()=1,F13);

KomutSigmaRaz:=proc(x,m,siiigma,sigma)
local a,b,c,v,i,si,h;
with(ListTools):
if type(op(1l,x),numeric) and op(0,op(2,x))=siiigma and nops(op(2,x))=m then
si:=op(2,x);
v:i=op(1l,x):
if si=siiigma(seq(j,j=1..m)) then
return O;

end if;

elif nops(x)=m and op(0,x)=siiigma then
si:=x;
v:=1;

if si=siiigma(seq(j,j=1..m)) then
return O;

end if;

else
return Xx;

end if;

if (type(op(1l,x) ,numeric) and op(0,op(2,x))=siiigma and nops(op(2,x))=m) or
(nops(x)=m and op(0,x)=siiigma) then

for h to m-1 do

if op(h,si)>op(h+1,si) then

if h=1 then

return v*siiigma(op(2,si),op(1,si),seq(op(Ll,si),L1=3..m));

elif h=2 then

return v*siiigma(op(1l,si),op(3,si),op(2,si),seq(op(Ll,si),L1=4..m))
+v*&* (op (Reverse ([seq(DD[op(L1,s1)],L1=4..m)])),sigma(Lw) ,R(Lw,op(1,si),
op(2,si),0p(3,si)));
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elif h=3 then

return v*siiigma(op(1l,si),op(2,si),op(4,si),op(3,si),seq(op(Ll,si),L1=5..m))
+v*&* (op (eval (Reverse ([seq(DD[op(L1,si)],L1=5..m)]1))),sigma(lw,op(2,s81)),
R(Lw,op(1,si),op(3,si),0p(4,si)))
+v*&* (op (eval (Reverse ([seq(DD[op(L1,si)],L1=5..m)]1))),sigma(op(1l,si),Lw),
R(Lw,op(2,si),0p(3,s1),0p(4,s81)));

elif h=4 then

return v*siiigma(op(1l,si),op(2,si),op(3,si),op(5,si),0p(4,s1),seq(op(Ll,si),
L1=6..m))
+v*&* (op (eval (Reverse([seq(DD[op(Ll,si)],L1=6..m)]))) ,sigma(Lw,op(2,si),
op(3,s1)) ,R(Lw,op(1,si),op(4,si),op(5,si)))
+v*&* (op (eval (Reverse([seq(DD[op(L1,si)],L1=6..m)]))) ,sigma(op(1l,si),Lw,
op(3,si)),R(Lw,op(2,si),0p(4,si),op(5,si)))

+v*&x* (op (eval (Reverse([seq(DD[op(L1,si)],L1=6..m)]))) ,sigma(op(l,si),
op(2,si),Lw) ,R(Lw,op(3,s8i),0p(4,si),op(5,81)));

elif h=5 then

return v*siiigma(op(1l,si),op(2,si),0p(3,si),op(4,si),op(6,si),0p(5,s81),
seq(op(L1,si),L1=7..m))

+v*&* (op (eval (Reverse([seq(DD[op(L1,si)],L1=7..m)]))),sigma(lw,op(2,si),
op(3,si),op(4,si)) ,R(Lw,op(1,si),0p(5,s1),0p(6,81)))

+v*&* (op (eval (Reverse([seq(DD[op(L1,si)],L1=7..m)]))) ,sigma(op(l,si),Lw,
op(3,si),op(4,si)) ,R(Lw,op(2,s8i),0p(5,s1),0p(6,81)))

+v*&* (op (eval (Reverse([seq(DD[op(L1,si)],L1=7..m)]))) ,sigma(op(l,si),
op(2,si),Lw,op(4,si)) ,R(Lw,op(3,si),op(5,s8i),0p(6,s1)))

+v*&* (op (eval (Reverse([seq(DD[op(L1l,si)],L1=7..m)]))) ,sigma(op(1l,si),
op(2,si),0p(3,si),Lw) ,R(Lw,op(4,si),op(5,si),0p(6,s1)));

elif h=6 then

return v*siiigma(op(1l,si),op(2,si),0p(3,si),op(4,si),op(5,si),0p(7,si),
op(6,si),seq(op(Ll,si),L1=8..m))
+v*&* (op (eval (Reverse([seq(DD[op(L1,si)],L1=8..m)]))),sigma(Lw,op(2,si),
op(3,si),op(4,si),op(5,s1)) ,R(Lw,op(1,si),0p(6,s8i),0p(7,s1)))
+vk§* (op(eval (Reverse([seq(DD[op(L1,si)],L1=8..m)]))),sigma(op(1,si),Lw,
op(3,si),op(4,si),op(5,s1)) ,R(Lw,op(2,8i),0p(6,s81),0p(7,s1)))
+vx&* (op (eval (Reverse([seq(DD[op(L1,si)],L1=8..m)]))),sigma(op(l,si),
op(2,si),Lw,op(4,si),op(5,si)) ,R(Lw,op(3,si),0p(6,si),0p(7,s81)))
+vx&* (op(eval (Reverse([seq(DD[op(L1,si)],L1=8..m)]))),sigma(op(l,si),
op(2,si),0p(3,si),Lw,op(5,si)) ,R(Lw,op(4,si),op(6,si),0p(7,s1)))
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+vx&* (op (eval (Reverse([seq(DD[op(L1,si)],L1=8..m)]))),sigma(op(l,si),
op(2,si),0p(3,s81i),0p(4,si),Lw) ,R(Lw,op(5,si) ,0p(6,s1),0p(7,81)));

elif h=7 then

return
vxsiiigma(op(1l,si),op(2,si),0p(3,si),0p(4,si),op(5,si),0p(6,81),0p(8,s1),
op(7,s1) ,seq(op(Ll,si),L1=9..m))

+vx&* (op (eval (Reverse([seq(DD[op(Ll,si)],L1=9..m)]))) ,sigma(Lw,op(2,si),
op(3,si),op(4,si),op(5,si),0p(6,8i)) ,R(Lw,op(1l,si),0p(7,si),0p(8,s81)))
+vx&* (op (eval (Reverse([seq(DD[op(Ll,si)],L1=9..m)]))) ,sigma(op(l,si),Lw,
op(3,si),op(4,si),op(5,si),0p(6,8i)) ,R(Lw,op(2,s81),0p(7,si),0p(8,s81)))
+v*&x* (op (eval (Reverse([seq(DD[op(L1,si)],L1=9..m)]))) ,sigma(op(l,si),
op(2,si),Lw,op(4,si),op(5,8i),0p(6,s1)),R(Lw,0op(3,si),0p(7,s81),0p(8,8i)))
+v*&x* (op (eval (Reverse([seq(DD[op(L1,si)],L1=9..m)]))) ,sigma(op(l,si),
op(2,si),0p(3,s8i),Lw,op(5,8i) ,0p(6,s1)) ,R(Lw,0op(4,si),op(7,s1),0p(8,si)))
+v*&* (op (eval (Reverse([seq(DD[op(L1l,si)],L1=9..m)]))),sigma(op(l,si),
op(2,si),op(3,si),op(4,si),Lw,op(6,si)) ,R(Lw,op(5,si),0p(7,s1),0p(8,si)))
+v*&* (op (eval (Reverse([seq(DD[op(L1l,si)],L1=9..m)]))),sigma(op(l,si),
op(2,si),0p(3,si) ,op(4,si),op(5,si),Lw) ,R(Lw,op(6,si),0p(7,si),0p(8,s81)));

elif h=8 then

return
v¥siiigma(op(1l,si),op(2,si),0p(3,si),0p(4,si),op(5,si),0p(6,si),0p(7,s1),
op(9,si),0p(8,si),seq(op(Ll,si),L1=10..m))
+vx&* (op (eval (Reverse([seq(DD[op(L1l,si)],L1=10..m)]))),sigma(Lw,op(2,si),
op(3,si),op(4,si),op(5,si),op(6,s1),0p(7,si)) ,R(Lw,op(1l,si),0p(8,si),
op(9,si)))
+v*&* (op (eval (Reverse([seq(DD[op(L1,si)],L1=10..m)]))),sigma(op(1l,si),Lw,
op(3,si),op(4,si),op(5,si),0p(6,si),0p(7,si)) ,R(Lw,op(2,si),0p(8,si),
op(9,si)))
+vx&* (op (eval (Reverse([seq(DD[op(L1l,si)],L1=10..m)]))),sigma(op(l,si),
op(2,si),Lw,op(4,si),op(5,81),0p(6,si),0p(7,s1)) ,R(Lw,op(3,si),0p(8,s1),
op(9,si1)))
+vx&* (op (eval (Reverse([seq(DD[op(Ll,si)],L1=10..m)]1))),sigma(op(l,si),
op(2,si),0p(3,si),Lw,op(5,si) ,0p(6,s1),0p(7,s81i)) ,R(Lw,op(4,si),op(8,si),
op(9,s1)))
+vx&* (op (eval (Reverse([seq(DD[op(L1l,si)],L1=10..m)]))),sigma(op(l,si),
op(2,si),0p(3,si) ,op(4,si),Lw,op(6,si),0p(7,8i)) ,R(Lw,op(5,si),0p(8,s1),
op(9,s1)))
+v*&x* (op (eval (Reverse([seq(DD[op(L1,si)],L1=10..m)]))),sigma(op(l,si),
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op(2,si),0p(3,si),op(4,si),op(5,si),Lw,op(7,si)) ,R(Lw,op(6,si),0p(8,s1),
op(9,si)))

+v*&* (op (eval (Reverse([seq(DD[op(L1,si)],L1=10..m)]))) ,sigma(op(l,si),
op(2,si),0p(3,s8i),0p(4,si),0p(5,81),0p(6,si),Lw) ,R(Lw,op(7,si),0p(8,s1),
op(9,si)));

elif h=9 then

return
v*siiigma(op(1l,si),op(2,si),0p(3,si),0p(4,si),0p(5,si),0p(6,si),0p(7,s1),
op(8,si),0p(10,si) ,0p(9,si),seq(op(Ll,si),L1=11..m))
+v*&* (op (eval (Reverse([seq(DD[op(L1l,si)],L1=11..m)]))),sigma(Lw,op(2,si),
op(3,si),op(4,si),op(5,si),0p(6,si),0p(7,si),0p(8,s1)) ,R(Lw,op(l,si),
op(9,si),0p(10,s81)))
+v*&* (op (eval (Reverse([seq(DD[op(L1l,si)],L1=11..m)]1))),sigma(op(1l,si),Lw,
op(3,si),op(4,si),op(5,si),0p(6,si),0p(7,si),0p(8,s1)) ,R(Lw,op(2,si),
op(9,si),op(10,si)))
+vx&* (op (eval (Reverse([seq(DD[op(L1l,si)],L1=11..m)]))),sigma(op(l,si),
op(2,si),Lw,op(4,si),op(5,8i),0p(6,si),0p(7,s1),0p(8,s1i)) ,R(Lw,op(3,s1),
op(9,si),0p(10,s81)))
+v*&* (op (eval (Reverse([seq(DD[op(Ll,si)],L1=11..m)]))),sigma(op(l,si),
op(2,si),0p(3,si),Lw,op(5,si) ,0p(6,s1),0p(7,s8i),0p(8,s1)) ,R(Lw,op(4,si),
op(9,si),op(10,si)))
+vx&* (op (eval (Reverse([seq(DD[op(L1,si)],L1=11..m)]))) ,sigma(op(l,si),
op(2,si),0p(3,s81) ,0p(4,si),Lw,op(6,si) ,0p(7,s1),0p(8,s1i)) ,R(Lw,op(5,s1),
op(9,si),0p(10,s81)))
+vx&* (op (eval (Reverse([seq(DD[op(Ll,si)],L1=11..m)]1))),sigma(op(l,si),
op(2,si),0p(3,si),op(4,si),op(5,si),Lw,op(7,si),0p(8,s1)) ,R(Lw,op(6,s1),
op(9,si),0p(10,81)))
+vx&* (op(eval (Reverse([seq(DD[op(L1,si)],L1=11..m)]1))),sigma(op(l,si),
op(2,si),0p(3,si),op(4,si),op(5,si),op(6,si),Lw,op(8,s1)) ,R(Lw,op(7,s1i),
op(9,si),0p(10,s81)))
+v*&x* (op (eval (Reverse([seq(DD[op(L1,si)],L1=11..m)]))),sigma(op(l,si),
op(2,si),0p(3,si) ,op(4,si),op(5,si),op(6,s8i),0p(7,si),Lw) ,R(Lw,op(8,si),
op(9,s8i) ,0p(10,51)));

end if;
end if;
end do;
end if;

end proc:
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KomutAll:=proc(x::evaln,M,siiigma,sigma)
local a,i;

if has(eval(x),siiigma) then
a:=Array([op(eval(x))]):

for i to ArrayNumElems(a) do

al[i] :=KomutSigmaRaz(eval(a[i]),M,siiigma,sigma):
end do;

x:=add(al[il, i=1.. ArrayNumElems(a));

KomutAll(x,M,siiigma,sigma) ;

else

eval (x);

end if;

end proc:

F15:=F14;

if rzadpoch>0 then
KomutAll (F15,rzadpoch,aal|(n+1) ,a||(n+1)):

else
F15:=subs(aal|(n+1)=0,F15);
end if:

F16:=PochAl11(F15):
F17:=eval(subs(‘&*x‘=*x‘ F16)):
PodstSigmaNRaz:=proc(x,N,sigma)

local plik,a,b,c,v,i,f1,£2,£3,f4,copyX,sig,B,j;

copyX:=x:

read cat(sigma,N):
for v to nops(copyX) do
if op(0,op(v,copyX))=sigma and nops(op(v,copyX))=N then

if op(0,sigmal[N)<>‘+¢ then
f1:=Array([sigmal[N]):

else

f1:=Array([op(sigma||N)]1):

end if;

for i to ArrayNumElems(f1) do
f1[i] :=&*(op(£1[i]));

f1[i] :=subs(xi~2=(xi,xi),f1[i]);
B:=Array([op(£1[i])]);
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for j to ArrayNumElems(B) do

if op(0,B[j]1)="¢ and op(2,B[j])=2 and op(0,op(1,B[j]1))=R then
B[j] :=subsop(2=dwa,B[j]);

end if;

end do;

f1[i]:=‘&*‘ (seq(B[ii], ii=1.. ArrayNumElems(B))):

end do;

f2:=subs([seq(i=op(i,op(v,copyX)), i=1..N)],f1):
f3:=subs(‘&*x‘=‘x‘,f2):
f4:=add(£3[ii], ii=1.. ArrayNumElems(£f3)):

copyX:=subs (sigma(seq(op(i,op(v,copyX)),i=1..N))=£f4,copyX):

end if;

end do;

return copyX;

end proc:
PodstSigmaNFull:=proc(x::evaln,N,sigma)
local a,i;

a:=Array([op(eval(x))]):

for i to ArrayNumElems(a) do

a[i] :=PodstSigmaNRaz(eval(al[i]),N,sigma) :
end do;

x:=add(ali], i=1.. ArrayNumElems(a)):
return Xx:

end proc:

F18:=F17:

if rzadpoch>2 then

for i from 4 to rzadpoch+l do
PodstSigmaNFull(F18,i,sigma) ;

end do :

end if;

F19:=subs(Znacznik=0,F18):

for i from 2 to rzadpoch+2 do
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PodstSigmaNFull(F19,i,Vleck);
end do

F20:=F19:

if rzadpoch>1 then

for i from 2 to rzadpoch do
PodstSigmaNFull (F20,i,0V1eck);
end do

end if;

F21:=F20:

for kk from O to (rzadpoch +2) do
if not(n=0) then
PodstSigmaNFull (F21,kk,a||n);

end if;

end do;

F22:=F21:

if rzadpoch>2 then

for kk from 1 to (rzadpoch -2) do
PodstSigmaNFull (F22,kk,al|(n+1));
end do;

end if;
F23:=expand (subs (dwa=2,F22)):
ZnajdzIndeks:=proc(x,indeks)
local a,i,v;

if has(x,indeks) then
return true;

else
return false;

end if;

end proc:
ZamienIndeksyFull:=proc(x::evaln,Z1,Z2,Nal,Na2)
local a,i,v,h;

if op(0,eval(x))=‘+‘ then
a:=Array([op(eval(x))]):

else

a:=Array([eval(x)]):

end if;
for i to ArrayNumElems(a) do
for v from Z1 to Z2 do

for h from Nal to Na2 do
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if ZnajdzIndeks(al[i],v) and (not(ZnajdzIndeks(al[i],h))) then

ali] :=subs(v=h,alil);

end if;

end do;

end do;

end do;
x:=add(a[il, i=1.. ArrayNumElems(a));
end proc:
F24:=expand (F23):
ZamienIndeksyFull(F24,11,39,41,60):
F25:=F24:
ZamienIndekLw:=proc(x::evaln,Nal,Na2)
local a,i,h;

if op(0,eval(x))=‘+‘ then
a:=Array([op(eval(x))]):
else
a:=Array([eval(x)]):
end if;

for i to ArrayNumElems(a) do

for h from Nal to Na2 do
if (not(ZnajdzIndeks(al[il],h))) then
ali] :=subs(Lw=h,alil);

end if;

end do;

end do;

x:=add(ali], i=1.. ArrayNumElems(a));
end proc:

ZamienIndekLw(F25,41,60):

F26:=F25:
ZamienIndekLx:=proc(x::evaln,Nal,Na2)
local a,i,h;

if op(0,eval(x))=‘+‘ then
a:=Array([op(eval(x))]):
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else
a:=Array([eval(x)]):
end if;

for i to ArrayNumElems(a) do

for h from Nal to Na2 do
if (not(ZnajdzIndeks(al[il,h))) then
ali] :=subs(Lx=h,ali]);

end if;

end do;

end do;

x:=add(ali], i=1.. ArrayNumElems(a));
end proc:

F27:=F26:

ZamienIndekLx (F27,41,60):
ZnajdzRiemNieuporzadk:=proc(x)

local a,i,v;

a:=Array(lop(x)]);

for i to ArrayNumElems(a) do

if op(0,ali])=R and (op(1l,ali]l)>op(2,ali]l) or op(3,alil)>op(4,ali]) or
op(1,alil)>op(3,alil))then

return true;

elif op(0,ali]l)=‘*‘ then

for v to nops(ali]) do

if op(0,op(v,alil))=R and (op(1l,op(v,ali]))>op(2,0p(v,alil)) or
op(3,0p(v,alil))>op(4,0op(v,alil)) or op(l,op(v,alil))>op(3,
op(v,alil))) then

return true;

end if;

end do;

end if;

end do;

return false;
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end proc:
RiemSymInd12Raz:=proc(x)

local a,b,c,v,i,f1,f2;

if op(0,x)=R and op(1,x)>op(2,x) then

return -R(op(2,x),0p(1,x),seq(op(i,x),i=3. .nops(x)));
elif op(0,x)=‘*‘ then

for v to nops(x) do

if op(0,op(v,x))=R and op(1l,op(v,x))>op(2,0p(v,x)) then
fi1:=op(1,op(v,x)):

£f2:=0p(2,0p(v,x)):

return -subsop([v,1]=£f2, [v,2]=f1,x)

end if;

end do;

end if;
return Xx;

end proc:
RiemSymInd34Raz:=proc(x)
local a,b,c,v,i,f3,f4;

if op(0,x)=R and op(3,x)>op(4,x) then
£3:=0p(3,x):

f4:=op(4,x):

return -subsop(3=£f4,4=£3,x);
elif op(0,x)=‘*‘ then

for v to nops(x) do

if op(0,op(v,x))=R and op(3,op(v,x))>op(4,op(v,x)) then
£3:=0p(3,0p(v,x)):

f4:=op(4,0p(v,x)):

return -subsop([v,3]=£f4, [v,4]=£f3,x)

end if;

end do;

end if;
return Xx;

end proc:
RiemSymInd13Raz:=proc(x)
local a,b,c,v,i,f1,£f2,£3,f4;
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if op(0,x)=R and op(1,x)>op(3,x) then
f1:=op(1,x):

£2:=0p(2,x):

£3:=0p(3,x):

f4:=op(4,x):

return subsop(1=£3,3=f1,2=f4,4=£2,x);
elif op(0,x)=‘*‘ then

for v to nops(x) do

if op(0,op(v,x))=R and op(1l,op(v,x))>op(3,0op(v,x)) then
f1:=op(1,0p(v,x)):

£2:=0p(2,0p(v,x)):

£3:=0p(3,0p(v,x)):

f4:=op(4,op(v,x)):

return subsop([v,1]1=£3, [v,3]=£f1, [v,2]=f4, [v,4]=£2,%);

end if;
end do;
end if;
return x;
end proc:
RiemSymFull:=proc(x::evaln)
local a,i;
if ZnajdzRiemNieuporzadk(eval(x)) then
a:=Array([op(eval(x))]):
for i to ArrayNumElems(a) do
alil :=RiemSymInd12Raz(eval(al[i])):
ali] :=RiemSymInd34Raz(eval(alil)):
ali] :=RiemSymInd13Raz(eval(al[i])):
end do;
x:=add(al[il, i=1.. ArrayNumElems(a));
else
eval (x);
end if;
end proc:
F28:=expand (F27):
F29:=RiemSymFull (F28) :
F30:=-1/(rzadpoch+1+n)*F29:
a|| (n+1) ||rzadpoch:=expand (F30) :
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al||(n+1)||rzadpoch:
save al|(n+1)||rzadpoch, cat(”a"||(n+1)||rzadpoch);

nops (a|| (n+1) ||rzadpoch) ;

8.7.4 Jezyk Lisp

Program ,[a,]” napisany w jezyku Lisp. Program ten jest czeScia sktadowa projektu stuzacego do

obliczen wspétczynnikéw HaMiDeW sposobem podstawowym opartym na jezyku Lisp.

(defparameter *n* 0)

(defparameter sigmy (make-hash-table))

(load ”LispOperatoryDoWspAnKow.lisp")

(loop for ii from 4 to (+ (* 2 *n*x) 4) do
(print (format nil ”Obliczanie sigmy~A"ii))
(setq *f1* nil)

(defparameter *fl* (make-array 1 :fill-pointer O :adjustable t) )
(vector-push-extend (list -1/2 (list (DDD ii) (list ’si (+ ii 10 ) )
(list ’si (+ ii 10)) )) *£f1x)

(pochfull *fix)

(sortujtensory *fix)

(sigmal *f1x)

(sigma3 *f1x)

(SumujDuplikaty *fi* 0);
(sigma2toMetrykalSladujZmodNazw *fl* ’sig)
(KomutTensorRaz *fl*x ii ’sig ’si (+ 10 ii))
(pochfull =*f1x)

(sigmal *f1x)

(sigma3 *f1x)

(sigma2toMetrykalSladuj *fix* )

(sigmal *f1x%)

(sigma3 *f1x)

(RiemSymind *f1x)

(sortujtensory *fi1x)

(SumujDuplikaty *fi1x 0)
(PomnozTensorPrzezLiczbe *fi1x (/ 1 (- ii 1)))
(UsunTensorRzedu *fl* ’sig ii)

(if (> ii 4

(progn
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(loop for kk from 4 to (- ii 1) do

(PodstNtyTensorZHashTableDoWyrazenia sigmy ’si kk *fi1x)
y y gmy

)
)
(RiemSymind *f1%)
(sortujtensory *filx)
(SumujDuplikaty *fi1* 0)
(makroKopiaVektoraDoHashTable *flx sigmy ’si ii)
)

(defparameter Vlecki (make-hash-table))
(loop for ii from 2 to (+ (* 2 *nx) 2) do
(print (format nil ”0Obliczanie Vleck™A"ii))
(setq *f1* nil)
(defparameter *fi1* (make-array 1 :fill-pointer O :adjustable t) )
(vector-push-extend (list -2 (list (DDD ii) (list ’tr (+ ii 20 ) )
(list ’si (+ ii 20)) )) *£f1%)
(vector-push-extend (list -1 (1list (DDD ii) (list ’tr ) (list
si (+ i1 20) (+ ii 20)) )) *f1%)
(pochfull =*f1x%)
(sortujtensory *f1x)
(sigmal *f1x)
(sigma3 *f1x)
(trojO *f1x)
(trojl =f1x)
(sigma2toMetrykalSladujZmodNazw *fl* ’tr)
(gaa=4 *f1x)

(SumujDuplikaty *f1* 0);

(KomutTensorRaz *flx ii ’tr ’tr (+ 20 ii))
(pochfull *f1ix)

(sigmal *f1x)

(sigma3 *f1x)

(trojO *f1x)
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(trojl *f1x)
(sigma2toMetrykalSladuj *filx )
(gaa=4 *f1x)

(RiemSymind *f1x)

(sortujtensory *fi1x)
(SumujDuplikaty *£1* 0)
(PomnozTensorPrzezLiczbe *fi1*x (/ 1 (x 2 ii)))
(UsunTensorRzedu *flx ’tr ii)

(if (> ii 2)

(progn

(loop for kk from 2 to (- ii 1) do

(PodstNtyTensorZHashTableDoWyrazenia Vlecki ’tr kk *f1x)

)
)
(loop for kk from 4 to (+ ii 2) do

(PodstNtyTensorZHashTableDoWyrazenia sigmy ’si kk *f1x)
)

;zamiana indeksow z zakresu 14-20 na zakres 21-29
(ZamienIndeksZZakresuNaZakres 14 20 21 29 *f1x)

(RiemSymind *f1x)

(sortujtensory *fi1x)

(SumujDuplikaty *fix 0)
(makroKopiaVektoraDoHashTable *flx Vlecki ’tr ii)
)

(defparameter OdwVlecki (make-hash-table))
(loop for ii from 2 to (+ (* 2 *nx) 2) do

(print (format nil ”Obliczanie OdwVleck™A"ii))

(setq *f1* nil)
(defparameter *fl* (make-array 1 :fill-pointer O :adjustable t) )

192



8 Dodatek 193

(vector-push-extend (list -1 (list (DDD ii) (1ist ’otr ) (list
tr ) ) *f1x)

(pochfull *f1x)

(trojO =f1x)

(trojl *f1x)

(odwtrojO =*f1x)

(odwtrojl *fix)

(sortujtensory *filx)

(RiemSymind *f1%)

(SumujDuplikaty *fi1x* 0);

(UsunTensorRzedu *fi* ’otr ii)

(loop for kk from 2 to ii do

(PodstNtyTensorZHashTableDoWyrazenia Vlecki ’tr kk *f1x)
)

(if (> ii 2)

(progn

(loop for kk from 2 to (- ii 1) do

(PodstNtyTensorZHashTableDoWyrazenia OdwVlecki ’otr kk *flx)

(ZamienIndeksZZakresuNaZakres 21 29 31 39 *f1x)
(RiemSymind *f1x%)
(sortujtensory *fix)

(SumujDuplikaty *f1* 0)
(makroKopiaVektoraDoHashTable *fl1x OdwVlecki ’otr ii)

)
(defparameter WspAn (make-hash-table))

(loop for ii from O to *n* do
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(defparameter anPlusJeden (intern (concatenate ’string ”a"
(write-to-string (+ 1 ii)) )))

(defparameter an (intern (concatenate ’string ”a"(write-to-string ii) )))

(loop for rz from O to (* 2 (- *n*x ii)) do

(print (format nil ”Obliczanie a“A"A"(+ 1 ii) rz))

(setq *f1* nil)

(defparameter *fi1* (make-array 1 :fill-pointer O :adjustable t) )

(if (equal rz 0)

(progn

(vector-push-extend (list 1 (list (list ’si (+ ii 40 ) ) (list anPlusJeden
(+ i1 40)) )) *£1%)

(vector-push-extend (list (+ ii 1) (list (list anPlusJeden ) )) *f1x)
(vector-push-extend (1list -1 (list (list ’otr ) (list ’DD 100 100) (list
tr ) (list an ) ) ) *f1x)

(vector-push-extend (list 1 (list (list ’xi) (list ’R 100 200 100

200 ) (list an ) )) xf1x*)

)

(progn

(vector-push-extend (list 1 (list (DDD rz) (list ’si (+ ii 40 ) )
(1ist anPlusJeden (+ ii 40)) )) *f1x)

(vector-push-extend (list (+ ii 1) (list (DDD rz) (list anPlusJeden ) ))
*f1%)

(vector-push-extend (list -1 (1ist (DDD rz) (1list ’otr ) (list ’DD 100
100) (list ’tr ) (list an ) ) ) *fix)

(vector-push-extend (list 1 (list (list ’xi) (DDD rz) (list ’R 100 200
100 200 ) (list an ) )) *fi1x)

)

)

(pochfull *f1ix)

(a00 *f1x)

(aOPoch *f1%)

(sigmal *f1x)

(sigma3 *f1%)

(trojO =*f1x)

(trojl *f1x)

(odwtrojO *f1x%)
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(odwtrojl *f1x)
(sigma2toMetrykalSladujZmodNazw *fl* anPlusJeden)
(sortujtensory *f1x)

(SumujDuplikaty *fi1x 0);

(KomutTensorRaz *flx rz anPlusJeden anPlusJeden (+ 40 ii))
(pochfull *f1x)

(RiemSymind *f1x)

(sortujtensory *fix)

(SumujDuplikaty *fi1x* 0);

(if (> rz 2)

(progn

(loop for kk from 4 to (+ rz 1) do

(PodstNtyTensorZHashTableDoWyrazenia sigmy ’si kk *f1x*)
)

)
)

(loop for kk from 2 to (+ rz 2) do

(PodstNtyTensorZHashTableDoWyrazenia Vlecki ’tr kk *f1x)

(if (> rz 1)

(loop for kk from 2 to rz do
(PodstNtyTensorZHashTableDoWyrazenia OdwVlecki ’otr kk *flx)

)
)

(if (> i1 0)

(progn

(loop for kk from O to (+ rz 2) do

(PodstNtyTensorZHashTableDoWyrazenia WspAn an kk *f1x*)
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Gf (> rz 2)
(progn
(loop for kk from 1 to (- rz 2) do

(PodstNtyTensorZHashTableDoWyrazenia WspAn anPlusJeden kk *f1x)

)

)

(ZamienIndeksZZakresuNaZakres 14 39 41 60 *f1x)
(ZamienIndeksZZakresuNaZakres 100 100 41 60 xf1x)
(ZamienIndeksZZakresuNaZakres 200 200 41 60 *f1x)
(PomnozTensorPrzezLiczbe *fix (/ -1 (+ rz 1 ii)))
(UsunTensorRzedu *flx anPlusJeden rz)

(RiemSymind *f1x%)

(sortujtensory *f1x)

(SumujDuplikaty *fi1* 0)

(makroKopiaVektoraDoHashTable *fl* WspAn anPlusJeden rz)
)

)

(defparameter sigma*n*ToString (concatenate ’string
"LispA" (write-to-string (+ 1 *nx))))

(with-open-file (my-stream sigma*n*ToString :direction :output :if-exists
:supersede)

(print *f1* my-stream))

8.7.5 Jezyk Perl

Program ,Form->MT” oparty na jezyku Perl wystepujacy w projekcie stuzacym do obliczen ogdlnej
postaci tensora energii-pedu z definicji.

use warnings;

$/=undef;

$ww=<stdin>;

$ww="tr/ \n//d;

$ww="s/.¥\=(.*7)\; .*/$1/gsm;

QLU=(L,U);

@ss=("1","u");
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@lit
$uw=

$uw=

for

for

$ww="s<$LU[$tabl$ _ ><$ss[$tabl$litery[$ _1>gs;

};

for
my $
$c=9
$ww=

};

for
my $
$c=%
$ww=

};

$uw=
$ww=

$uw=

$uw=
$ww=

$uw=

$ww="s<Riem\[(\w+), (\w+), (\wt+), (\w+), (.*x?)\1><CDI[

ery=(“X" ,”a“ . IIOII) ;
“s<U16><u$litery[12] >gs;
“s<U17><u$litery[13]>gs;

$tab (0..1) {
1..11) {

};

(1..6) {
C;
_+8;

“s<Lx$ _ ><1$litery[$cl>gs;

(1..6) {

C;

_*8;

“s<Ux$ _ ><u$litery[$cl>gs;

~s/R\((.*7)\)/Riem[$1]/gs;
“tr/OQ/0/;
“s/gg/g/gs ;

“s<Riem\[(\w+), (\w+), (\w+), (\w+?)\]><RiemannR[$1,$2,$3,$4] >gs;

“s<RRic\[(\w+), (\w+)\1><RicciR[$1,$2] >gs;
“s<RRscal><ScalarR>gs;

RiemannR[$1,$2,$3,$4]1,$5] >gs;

$ww="s<RRic\[(\w+), (\w+), (.*¥?)\]1><CD[RicciR[$1,$2],$3] >gs;

$uw=

$uw=

$uw=

“s<ScalarR\[(.x7)\]1><CD[ScalarR,$1]>gs;

~s/Pi\"-2/Pi"~(-2)/gs;
“s/mu\"-2/mu" (-2)/gs;

print "$ww";
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8.7.6 Jezyk C++ (pakiet GiNaC)

Fragment programu ,,R*” oparty na jezyku C++ (pakiet GiNaC) wystepujacy w projekcie shuzacym

do obliczen jawnej postaci obiektow REF.

#include <fstream>

#include <iostream>

#include <ginac/ginac.h>

using namespace std;

using namespace GiNaC;

int main() {

matrix M(2,2);

symbol Ri(”Ri"),Rj(”"Rj"),R("R");

symbol ii1("ii"),ii2("i2"),ii3("i3"),ii4("i4"),ii5("i6"),ii6("i6"),ii7("i7"),
1i8("i8"),1i9("i9");

symbol jji1("j1"),jj2("j2"),jj3("j3"),jj4("j4"),jj5("j6"),jj6("j6"),j37("j7"),
jj8("38"),33j9("j9");

int n=2;

matrix MM(2x*n,2*n) ;

matrix Mi(1,9);

matrix Mj(1,9);

idx i1(ii1,4),i2(ii2,4),i3(ii3,4),i4(ii4,4),i5(ii5,4),i6(ii6,4),i7(ii7,4),
i8(1i8,4),1i9(ii9,4);

idx j1(jj1,4),3j2(3j2,4),33(jj3,4),j4(jj4,4),j5(jj5,4),j6(jj6,4),3j7(ji7,4),
j8(338,4),39(3j9,4);
Mj=indexed(Rj,j1),indexed(Rj,j2),indexed(Rj,j3) ,indexed(Rj, j4) ,indexed(Rj,j5),
indexed(Rj, j6) ,indexed(Rj,j7),indexed(Rj,j8) ,indexed(Rj,j9) ;
Mi=indexed(Ri,il),indexed(Ri,i2),indexed(Ri,i3),indexed(Ri,i4),indexed(Ri,i5),
indexed(Ri,i6) ,indexed(Ri,i7) ,indexed(Ri,i8) ,indexed(Ri,i9);

ex MM2;
for (int jj=0; jj<=(2*n-1);jj++)
{

for (int 1i=0; ii<=(2%n-1);ii++)
{

ex chwila=(Mil[1,ii1*Mj[1,3j1);
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MM(ii,jj)=chwila.subs(indexed(Ri,idx(wild(1),4))*indexed(Rj,
idx(wild(2),4))==delta_tensor (idx(wild(1),4),idx(wild(2),4)));
}
}
matrix RR(1,3);

RR= indexed(R, sy_symm(sy_anti(0, 1), sy_anti(2, 3)),i1,i2,j1,j2)
,indexed(R, sy_symm(sy_anti(0, 1), sy_anti(2, 3)),i3,i4,j3,j4)
,indexed(R, sy_symm(sy_anti(0, 1), sy_anti(2, 3)),i5,i6,j5,j6);

ex iloczRiem=1;

for (int ii=0; ii<=(n-1);ii++)
{
iloczRiem*=RR[1,ii];

3

outf<<£3;
outf.close();
std::cout<<£f3;

return O;

¥

8.7.7 Jezyk C

Program ,Program gléwny” oparty na jezyku C wystepujacy w projekcie stuzacym do obliczen
pochodnej kowariantnej.

#include <stdio.h>

#include <stdlib.h>

#include <stdbool.h>
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#include ”naglowek.h"

int main()

{

struct ElementSumy PoczatekWyrazenia;
PoczatekWyrazenia.licznik=1;
PoczatekWyrazenia.mianownik=1;
PoczatekWyrazenia.WskaznikDoTensora=NULL;
PoczatekWyrazenia.WskaznikNextElementSumy=NULL;
struct ElementSumy *jj=DodajElementSumy(&PoczatekWyrazenia);
jj—>licznik=-1;

jj—>mianownik=2;

jj—>WskaznikDoTensora=NULL;
jj—>WskaznikNextElementSumy=NULL;

struct Tensor *ww=DodajTensorDoElementSumy(jj) ;
ww—>NazwaTensora="DDD";

struct Indeks *pp=DodajIndeksDoTensora(ww) ;

(*pp) .WartoscIndeksu=18;

int n=(*pp) .WartoscIndeksu;

struct Tensor *uy=DodajTensorDoTensora(ww) ;
uy->NazwaTensora="si";

struct Indeks *pi=DodajIndeksDoTensora(uy) ;

(*pi) .WartoscIndeksu=11;

struct Tensor *uu=DodajTensorDoTensora(uy) ;
uu->NazwaTensora="si";

struct Indeks *ki=DodajIndeksDoTensora(uu);

(*ki) .WartoscIndeksu=11;

ZamienDDDnalIloczynDD(jj) ;

while (ZnajdzPochodne (&PoczatekWyrazenia))

{

PochRaz2 ((&PoczatekWyrazenia)) ;

3

printf ("Rownanie \n\n D(n)*D(n-1)*...*D(1)*si(11)*si(11)\n\n dla n=Y%d
\n\npo wykonaniu jawnie pochodnych D(i) ma postac:\n\n",n);
printf("\n\nLiczba elementow rownania to: ");
WyswietlLiczbeElementowRownania(&PoczatekWyrazenia) ;
printf ("\n\n");

return O;
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