Rozdziat 3
Wiadomosci uzupelniajace

(Fragment z ksigzki: 1. Sobol. Metoda Monte Carlo. Moskwa, Nauka,
1985.)

§10. O liczbach pseudolosowych

Wiekszosé algorytméw otrzymywania liczb pseudolosowych jest postaci

Y+t = F(7%) . (38)
Jedli zadana jest poczatkowa liczba 7y to wszystkie nastepne vy, 7o, ..., Wy-
liczane sq wedlug tego samego wzoru (38) dla k = 1,2,..., Metoda $rodka

kwadratow z p. 3.3 jest rowniez postaci (38). W jej wypadku zamiast anali-
tycznego wyrazenia y = F(x) podano zbior operacji, ktére nalezy wykonaé
nad argumentem x w celu otrzymania y.

Yy i

1
y=F(x)

0 1 x
Rys. 28

10.1. Jaka powinna by¢ funkcja F(x)? Nastepujacy przyktad pozwala zro-
zumieé¢ na czym polega podstawowa trudnoéé zwigzana z wyborem F(x).
Przyktad Pokazemy, ze funkcja y = F(x) przedstawiona na Rys. 28 nie moze byé

uzywana w procesie generowania liczb pseudolosowych wedtug wzoru (38).
Rozpatrzmy punkty o wspétrzednych kartezjanskich

(v1,v2), (73, ¥4), (95, %6), - - -

rozmieszczone w jednostkowym kwadracie {0 < x < 1,0 < y < 1}. Poniewaz w tym wypadku
vo = F(y1), 74 = F(y3), 76 = F(y5), ..., to wszystkie takie punkty lezg na krzywej y = F(x). Jest
to zle gdyz punkty losowe powinny wypeia¢ réwnomiernie caty kwadrat.

Z rozpatrzonego przyktadu wynika, ze uzywajac funkeji y = F(x) we
wzorze (38) mozna spodziewad sie sukcesu tylko wtedy, gdy jej grafik dosta-
tecznie gesto zapekia caly kwadrat.

Wtlasno$¢ takq posiada np. funkcja

y = {gx}, (39)

gdzie g jest duza liczbg, a {z} oznacza ultamkowa czesé liczby z, tzn. {z} =
z — [z]. Na Rys. 29 pokazano wykres takiej funkcji przy g = 21. Czytelnik
moze sobie wyobrazié, jak taki wykres wyglada w przypadku g = 5'7.
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=

Rys. 29

10.2. Metoda poréwnan (metoda residuéw) Najbardziej powszechna me-
toda generowania liczb pseudolosowych jest metoda zaproponowana przez
D. Lemmera. Podstawe algorytmu stanowi funkcja (39), jednakze dla wy-
gody, jej realizacja na komputerze przebiega nieco inaczej.

Definiuje sie ciag liczb calkowitych myg, w ktérym zadana jest liczba po-
czatkowa my = 1, a nastepne, my, my, ...sq wyliczane wedlug tego samego
wzoru

Mps1 = 5 mp(mod2*) (40)
dlak =0,1,2,.... Z liczb my otrzymuje sie liczby pseudolosowe
7= 2"my. (41)

Formuta (40) méwi, ze liczba my,4 jest réwna reszcie z dzielenia liczby
5!"my, przez 2%°0. W teorii poréwnan (patrz dowolny podrecznik z teorii
liczb) taka reszte nazywa sie najmniejszym dodatnim residuum modulo
240, Stad pochodzq obie nazwy algorytmu metoda poréwnarn i metoda re-
siduéw. Spotykany termin metoda kongruencji jest wynikiem blednego
ttumaczenia. Angielski termin congruence posiada dwa znaczenia i oznacza
zaréwno kongruencje jak tez réwnosé modulo.

Formuty (40) i (41) daja sie latwo realizowa¢ na komputerach pracujgcych
z liczbami 40 bitowymi z wykorzystaniem polecenia mnozenia liczb podwéj-
nej precyzji. Nalezy wykorzysta¢ mlodsze cyfry iloczynu. Okres ciggu my,
my, my, ..., pokrywa sie z odcinkiem aperiodycznoéci: P = L = 2%. Zawarte
sq w nim wszystkie liczby postaci 4n + 1 nie wieksze niz 2.

10.3. Komputer serii EC Wiekszoé¢ maszyn cyfrowych tej serii pracuje
z liczbami 31 bitowymi. W ich oprogramowanie matematyczne wchodzi ge-
nerator RANDU polecany przez specjalistéw IBM. Réwniez tutaj realizowana
jest metoda residudw:

Mpy = gmg (mod2%), 7, =2""m,, mo=1.

Czynnik g = 65539 = 26 + 3 zostal jednak wybrany tak niezrecznie, ze
generator jest, praktycznie biorac, zty. Zostalo to pokazane przez wielu ob-
liczeniowcéw duzo wezeéniej nim udowodniono nieprzydatnoéé generatora.!
W tym przypadku mozna polecié¢ czynnik g = 5'5. Ciekawe, ze liczby
Z grupy Y1, Yo, -.., Yy dla N = 100 sq jawnie Zle rozmieszczone w przedziale
(0,1).2 Jednak przy wzroécie N rozklad poprawia sie i przy N > 500 jest
catkowicie zadowalajgcy. Dla rozpatrywanego ciqgu P = L = 2%,

! Forsyth J., Malcolm M., Mouler K., Komputerowe metody obliczeri matematycznych. M.,
Mir, 1980. Thumacz tej ksigzki z niewiadomych powoddéw uznat za stosowne opatrzyé¢ wezwanie
autoréw by ,nie uzgywaé RANDU” nastepujaca uwaga: ,To ostrzezenie odnosi si¢ oczywiscie, do
amerykanskich czytelnikéw ksigzki” ...

2 Pokazat to B. W. Schuhman.
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§11. O metodach generowania wielkosci losowych

W paragrafie tym przedstawiono najwazniejsze metody generowania wiel-
kosci losowych. U podstawy klasyfikacji tego rodzaju metod lezy ilos¢ liczb
losowych potrzebnych do otrzymania jednej wartosci £. Podstawy klasyfi-
kacji mozna znalez¢ w [3] gdzie pokazano ja po raz pierwszy.

11.1 Przeksztalcenie postaci £ = g(x) Pierwsze miejsce wérdd tego typu
przeksztatcen zajmuje bezspornie metoda funkcji odwrotnych. Pokazemy,
ze sposoby generowania dyskretnych i ciggtych wielkosci losowych, ktére
zostaly pokazane w §4, sq szczegdlnymi przypadkami tej metody.

Przypominamy, ze dystrybuanta (funkcja rozk}tadu) dowolnej wielko$ci
losowej nazywa sie funkcje

Flx) = P{¢ < x},

okreslong dla wszystkich —co < x < co. Oczywiscie, 0 < F(x) < 1. latwo
pokazaé, ze funkcja F(x) nie maleje ze wzrostem x i, ze zawsze istnieja
granice lim,_, o, F(x) = 1ilim,__ F(x) = 0. Funkcja F(x) nie musi jednakze
by¢ silnie monotoniczna: w pewnych przedziatach moze by¢ stata. Nie musi
tez by¢ ciagta: moze posiadaé skoki.

y
1

Rys. 30

Zalozmy, ze y = F(x) jest ciggla i silnie monotoniczna (Rys. 30). Ist-
nieje wowczas ciggta funkcja odwrotna x = G(y), dla ktérej przy wszystkich
—00 < x < oo iwszystkichO<y <1

G(F(x))=x, F(Gly)=y. (42)

Pokazemy, ze dystrybuantg zmiennej losowej G(x) jest F(x).
Rzeczywiscie,

P{G(y) <x} = P{F(G(y)) < F(x)} = P{y < F(x)}.

Poniewaz y ma rozktad jednorodny w przedziale (0, 1), to prawdopodobien-
stwo P{y < F(x)} = P{0 < 7 < F(x)} jest réwne dlugosci przedziatu
(0, F(x)), tzn. réwna sie F(x). PokazaliSmy wiec, ze

P{G(y) < x} = Fl(x). (43)

W konsekwencji, zmienna losowa £ z ciggla i monotoniczna funkcjq roz-
kladu F(x) moze by¢ generowana wedtug reguly

£=G7). (44)

Podobnie jak 7, 1 — ¥ réwnomiernie wypetnia przedziat (0,1). Zamiast for-
muly (44) mozna wiec uzywacé formuty

£=Gl-7). (45)
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Przedstawiona metoda generowania zmiennych losowych wedlug reguly
(44) lub (45) nosi nazwe metody funkeji odwrotnych.

OkKkazuje sie, ze metode funkcji odwrotnych mozna zastosowaé do gene-
rowania liczb losowych & dla przypadku dowolnej funkcji rozktadu F(x).
W miejscach gdzie funkcja odwrotna (w zwyklym sensie) jest niejedno-
znaczna lub, gdy nie jest okreélona dla wszystkich 0 < y < 1, nalezy ja roz-
sgdnie rozszerzyé. W ten sposdb x = G(y) stanie sie jednoznaczna i niema-
lejaca, i chociaz nie mozna zagwarantowad, ze przy wszystkich —oo < x < 0o
i0 < y < 1 beda spetnione réwnosci (42) to bedzie spelnione zadanie slabsze,
a mianowicie nieréwnosci G(y) > x iy > F(x).

To wystarcza by zamiast (43) zapisaé

P{G(y) <x} =1-P{G(y) > x} =1 ~P{y > Flx)} = P{y < Flx)}.

Przyktad Rozpatrzmy ciagta wielkoéé losowa &€ z p 4.2. latwo pokazaé, ze krzywa
przedstawiona na Rysunkach 12 i 13 jest czesciq dystrybuanty. Jesli a < x < b to

F(r)=P{€<x}=P{a<€<x}=]p(x)dr. (46)

Pela dystrybuanta zostala przedstawiona na Rys.31. Pokazano tez funkcje odwrotng x =
G(y). W przykladzie tym rozsqdne rozszerzenie funkcji odwrotnej sprowadzito sie do tego, ze
fragment funkcji y = F(x) uzupetiono przy x < a i x > b. Jest rzecza oczywisty, ze metoda
z p. 4.2 (patrz (23)) pokrywa sie z metoda funkcji odwrotnych (patrz (44)).

y y
17 1 - :—
y=F() e —
R+B 7‘_‘ y=F(%)
0 a ‘b X X N XX X
y y
10 1 F [ 7777777
R*R*R - -
x=G(y) R+ | ,[ x=G(y)
|
[
0 a ‘b . X X3 X X
Rys. 31 Rys. 32

Przyktad Rozpatrzmy dyskretng zmienng losowa & z p. 4.1. Funkcje rozkladu tej
zmiennej w szczegblnym przypadku n = 4 pokazuje Rys.32. Wybierajac dowolng warto$¢ y na
osi y, zawarta miedzy zerem i jedno$cig stwierdzamy, ze odpowiadajgca jej wartos¢ G(y) jest
réwna jednej z wartosci x; takiej, ze

P{G(y) = xi} = pi -

Widaé stad, ze metoda z p. 4.1 jest rdwniez metoda funkcji odwrotnych.

Przyktad Rozpatrzmy wielko$é losowa & typu mieszanego, ktérej rozktad z prawdo-
podobienstwem 0.4, jest réwnomierny w przedziale 0 < x < 2 i z prawdopodobienstwem 0.6
zmienna ta przyjmuje warto$é¢ 1. Na Rys.33 pokazano nieciggla dystrybuante F(x) tej zmiennej
oraz funkcje odwrotng G(y). Poniewaz

Flx) = 0.2x, O<x<1,
T 02¢ 406, 1<x<2
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x=G(y)

0.2

Rys. 33

to z (44) otrzymujemy nastepujaca regute losowania &:

57, 0<y<02
Flx) = { 1, 0.2 < 7<08,
5y —0.6), 08<y<1.

Wybdr losowego kierunku w przestrzeni Kierunek bedziemy zadawad za
pomoca wektora jednostkowego wystawionego w poczatku uktadu wspot-
rzednych. Konce takich wektordow leza na sferze jednostkowej. Powie-
dzenie dowolny kierunek jest réwnowazne stwierdzeniu, ze koniec wektora
kierunkowego reprezentuje losowy punkt 2 o rozktadzie réwnomiernym na
powierzchni sfery. Prawdopodobienstwo tego, ze 2 wypadnie w dowolnym
elemencie powierzchni dS jest réwne dS/(4o).

Rys. 34

Wybierzmy na sferze wspotrzedne sferyczne (¢, ¥) z osig biegunowa Ox
(Rys.34). Wowezas
dS = sin¢pdody,

gdzie 0 < p <, 0 <Y < 27,
Oznaczmy przez p(¢, ) gesto$é punktu losowego (¢, ). Z zgdania
p(¢, ¥)dddy = dS/(4m)

i poprzedniej réwnosci wynika, ze

(e, ¥) = (47) ' sing.
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Na podstawie wspdlnej gestosci ¢ i P mozna wyznaczyé oddzielne gestosci
obu tych wielkoéci

27
pe) = [ ploviav=gsing,

4 1
pot) = [ plowds - o
Réwnosé p(o, ) = p1(d)p2(Y) pokazuje, ze zmienne ¢ i P sq niezalezne.

Jest jasne, ze P ma rozklad réwnomierny w przedziale (0,2s) i formuta
losowania ¥ jest
Y = 2my. (47)

Formute wyboru ¢ otrzymamy z metody funkeji odwrotnych (45):

(1 —cos¢)=1-7,

N =~

(o}
F(6) = jo pi(6)d =

a stad
cosp =2y —1. (48)

Formuly (47), (48) pozwalajg wybraé¢ losowy kierunek. Oczywiste jest, ze
wartosci v wystepujgce w tych formutach, powinny by¢ niezalezne od siebie.

Przeksztalcenie typu £ = g(71,y2) Ten rodzaj przeksztatcen obejmuje bar-
dzo czesto spotykana w praktyce, metode superpozycji.

Zatozymy, ze dystrybuanta F(x) wielkosci losowej € moze byé przedsta-
wiona jako superpozycja wielu funkcji rozkladu:

Flx) = ch Fr(x), (49)
k=t

gdzie wszystkie cp > 0icy +co + ...+ ¢y = 1. Zalozymy jednoczesnie,
7e wielkosci losowe zadane przez dystrybuanty Fj(x) potrafimy modelowad,
np. przy pomocy metody funkecji odwrotnych Gg(x).

WprowadZzmy pomocniczg zmienng losowa

< 1 2 ... m >
K ~ ,
c1 Co ... Cpy
tak, ze P{k = k} = c,. Pokazemy, Ze jesli wybierzemy dwie liczby losowe
y1 i o i wedlug 7, wylosujemy numer k, a nastepnie wyliczymy G (7s), to
dystrybuantg tej wielkosci bedzie F(x).

Rzeczywiscie, ze znanego wzoru na catkowite prawdopodobienstwo wy-
nika, ze

P{Gi(y2) < x} = ZP{GK(D’Q) < x|k = kJP{k = k}.
k=t

Wystepujace tutaj prawdopodobiernistwo warunkowe jest
P{Gi(72) < x|k = k} = P{Gi(72) < x} = P{ys < Fylx)} = Fi(x).
W konsekwencji dostajemy
m
P{Gi(y2) < x} = Y Frlx)cy = Flx).
k=1
Jesli istnieja odpowiadajgce gestosci to zamiast superpozycji (49) mozna

rozpatrywaé superpozycje gestosci:

p(x) =) " crprlx).
k=1
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Przyktad wprocesie rozpraszania fotonu na zimnym elektronie cosinus kata rozpraszania
p = cosH jest wielkoscia losowa o gestosci

plx) = 3811 +x%), ,-1<x<1;

jest to tzw. prawo Rayleigha. Jedli zastosujemy metode funkcji odwrotnych, to otrzymamy
réwnanie szescienne
A/8) (1> + B + 4) = .

Skorzystamy z metody superpozycji ktadac p(x) = 0.75p4 (x) + 0.25ps(x), gdzie py(x) = 0.5
jest gestodciq stakg, a pa(x) = 1.5x2. Odpowiadajace tym gestosciom funkcje rozktadu sq bardzo
proste

Fi(x) = (x +1)/2, Falx) = (x3 +1)/2.

Funkcje odwrotne pozwalajq zapisaé¢ nastepujaca, koncowa formule modelowania

|2y -1, 7 <0.75,
B=1929% =1, 7 >0.75.

Przyktad Rozpatrzmy dyskretna zmienng losowa

- Xy X9 ... Xp
& <P1 p2 ... Pn>' (50

Zatozymy, ze wszystkie prawdopodobienstwa w (50) sq postaci p; = m;27%, gdzie m; sa liczbami
catkowitymi, (1 < m; < 2% — 1), i wartosé s jest wielokrotnie mniejsza niz n. Wéwczas, moze
okazaé sie rzecza wygodna przedstawienie £ w postaci superpozycji nie wiecej niz s zmien-
nych losowych o jednakowo prawdopodobnych wartoséciach (w p. 4.1 obserwowali$my, zZe takie
wielkoéci tatwo jest modelowad).

Wyjasnimy te mozliwo$¢ w konkretnym przykladzie. Niech w (50) n = 19 i wszystkie
pi = m;/64. Liczniki m; przedstawione sa w tablicy 3. Z prawej strony te m; zapisane sa
w systemie dwdjkowym, v oznacza liczbe jedynek w k-tej kolumnie.

Tablica3
k
i|lm|[123456
1 6 110
2 6 110
3 5 101
4 5 101
5 5 101
6 5 101
7 4 100
8 4 100
9 3 11
10 3 11
11 3 11
12 3 11
13 3 11
14 2 10
15 2 10
16 2 10
17 1 1
18 1 1
19 1 1
Vi 81012

Wynika stad, ze £ mozna zapisa¢ w postaci superpozycji trzech zmiennych losowych .E'(k) przy
k = 4,5,6: £ przgmuje wartosci x1—xg z prawdopodobienstwem 1g; £05) przymuje wartosci
x4y, xo, X9-X16 z prawdopodobienstwami 1/o; 5(6) przymuje wartosci xz—xe, Xo—-X13, X17-X19
z prawdopodobienstwami 1/o.

Wspotezynniki ¢ odpowiadajace tym wielkosciom, wyliczone wedlug wzoru ¢ = vp27k,
sq rowne ¢, = b, c5 = 46, c6 = She.

W celu zapisania ostatecznej reguty wybierania € wprowadzimy oznaczenia

®1,92,...,310) = (x1,X9,%9,X10,--,X16),

(z1,29,...,219) = (x3,X4,X5,26,X9,X10, . - ., X13, X17, X18, X19) -

Otrzymamy formute

xi, i=1+[8r] n<
E=1y, i=1+[10y], L<y < 3%
zi, i=1+[129)], Bhe< 7.

Jedli do tego przykladu zastosujemy metode modelowania z p. 4.1, to okaze sie, ze trzeba
wielokrotnie poréwnywaé ¥ z p1, p1 + p2, p1 + p2 + p3, itd.
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Modelowanie zmiennej losowej normalnej Niech £ bedzie normalna zmienng
losowa z parametrami a = 0, 0 = 1. Niech n bedzie taka sama zmienna
losowa niezalezng od €. Gesto$é punktu losowego o wspdtrzednych karte-
zjanskich (£, n) na ptaszczyznie (x, y) rowna sie wdwczas iloczynowi gestosci
S 1 1 1
v =xte Y yPe L (% +y?))2
plx,y) me me o€ .

Przejdzmy do wspdlrzednych biegunowych na plaszczyznie: x = r cos ¢,
y = rsin ¢. Niech p, 6 beda losowymi wspdtrzednymi biegunowymi punktu
(& n):

& =pcosp, mn=psing.

Wspdlna gestosé p, 0 jest

O, 9)| _ 1
olr, o) o '

Gestosci p, 6 wylicza sie w prosty sposéb

p(r,¢) = p(x,y) ‘

27T
pilr) = L pir,d)dg = re ™",
o 1
p2(d) = ]0 p(r,¢)dr=%.

Poniewaz p(r, ¢) = p1(r)p2(¢), to p i 6 sq niezalezne i tatwo je modelowad
wedlug ich dystrybuant. Funkcje te sq w miare proste:

Fi(r) =1—-e"", Fy¢) = ¢/(27),

gdzie0 < r < 00,0 < ¢ < 271. Zrdwnan Fi(p) = 1 -7, F»(0) = 7, otrzymamy
formuty modelowania:

p=v-2Iny, ¢=2ny,.

Koncowe formuty

E=+v-2Inycos2my,, n=+/-2Iny sin2mxy,

pozwalajg, na podstawie dwdch liczb vy, i o, wyliczaé dwie niezalezne warto-
$ci normalnej zmiennej losowej z parametrami a = 0, 0 = 1. Kazda z tych
formut ma jednakze posta¢ € = g(y1, 7s).

11.3. Przeksztalcenie postaci £ = g(y1, 79, ..., ¥n) Przykltad. Wielkosé
losowa &, ktorej dystrybuanta F(x) = x™ dla 0 < x < 1, mozna wyznaczyé
wedlug reguly
€ =max(71, %2, Yn), (51)
gdzie ¥4, ¥9,...,¥n sa liczbami losowymi.
W samej rzeczy, jasne jest, ze

P{S<x}=P{11;r}a<xn7,~ <x}=P{yi<x,...,yn<x},

i poniewaz 1, 72, ..., ¥n Sa niezalezne, to
Piyi<x,....mm <x}=P{ym <x}...P{yn <x}=x"

Jesli bedziemy modelowaé € metodag funkeji odwrotnych (44), to z row-
nania £€" = vy otrzymamy, ze

£=V7. (52)

Poréwnujace (51) z (52) dochodzimy do nastepujacego wniosku: zamiast
wyciqgaé n-ty pierwiastek z liczby losowej mozna znajdowaé najwiekszq
sposrdd n liczb losowych.
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Przyktad W p 52 rozpatrzono prosty strumieri zgtoszen, w przypadku, ktérego
przedziat czasu T miedzy dwoma kolejnymi zawiadomieniami jest eksponencjalng wielkoscia
losowa. W bardziej ztozonych strumieniach, nazywanych strumieniami Erlanga, przedziat T
jest wielkoécig losowa o gestosci

(53)
w ktérej 0 < x < co. Poniewaz funkcja
00
I'(n) = / x" e dx = (n —1)!
0
nazywa sie funkcjg gamma, to réwniez gestosé (53) nazywana jest rozktadem gamma. Okazuje
sie, ze wielko$é (53) mozna losowaé wedtug wzoru

&=—-{1/a)In(y172...n).

Nie bedziemy go dowodzi¢. Zauwazymy tylko, ze formuta (27) jest szczegdlnym przypadkiem

ostatniego wzoru dla n = 1.

Wykorzystanie statystyk porzadkowych Wybierzmy n liczb losowych 71, 72, ..., 7
i uporzadkujmy je w kolejnosci rosngcej:

YOSV S o V) S s S Yy -

Wielkos¢ vy(s) nazywana jest s-tq porzgdkowq statystykq rozktadu réwno-
miernegonego. Jest jasne, ze 7y zalezy od wszystkich 1, y2,..., ¥n.
Gestosé rozkladu 7y, jest znana’: dla 0 < x < 1 gesto$¢ jest réwna

plx) = anljxs‘i(i —x)"s, (54)

Oznacza to, ze rézne wielkosci losowe o takich gestosciach mozna modelo-
waé za pomocq statystyk porzadkowych.

Niech beda zadane liczby naturalne s i t. Polézmy n = s+t — 1. Gestosé
(54) przejdzie w tzw. rozktad beta:

plx) = x*11 —x)"'/B(s,t), 0<x <1, (55)
gdzie B(s, t) jest funkcjq beta
B(s, t) = T(s)I'(t)/[T(s +t) = (s =)t = 1)!/(s + t —1)!.

W celu modelowania wielkoéci losowej € o rozkladzie beta nalezy wzigé
liczby losowe 71, 7o, ...¥s+t—1 1 sposrdéd nich wybraé y,). Zauwazmy, ze
nadrzedng statystykq porzadkowaq () jest rozpatrywana wczeséniej wielkosc
losowa max(y1, Y2, ..., ¥n)-

Sposoby modelowania rozkladéw beta i gamma o parametrach utamko-
wych rozpatrywane sq w [4].

11.4. Przeksztalcenia postaci € = g(y1, 7%, ...,%n,...) Do tej klasy na-
lezgq przeksztalcenia, w ktérych liczba zmiennych losowych uzywanych przy

5 Schemat dowodu. Wybierzmy dowolny przedziat (x,x + Ax). Z kaidq wartoécia y
zwigzemy trzy losowe zdarzenia

A ={y<x}, Ag={x<y<x+Ax}, As={x+Ax<y}.

Prawdopodobienistwa tych zdarzen sa réwne p1 = x, po = Ax, p3 =1 —x — Ax.
Rozwazmy n niezaleznych wartoéci 1, 7o, ..., ¥n. Zdarzenie i wystapi v; razy, vi +vo + vz =
n. Jedli my + mg + m3 = n i dla wszystkich i 0 < m; < n, to zgodnie z prawem wielomianowym

my mg m3

P{vi = my,» = mg, 13 = m3} = 1 Py D3

IH1!IHQ!IH3!p
Nie jest trudno zrozumieé, ze
Plx <y <x+Ax}=P{vy=s-1,m=1v=n-s]+ O((Ax)?).

Dzielac przez Ax i przechodzac do granicy Ax — 0 otrzymamy poszukiwang gesto$é

. Plx <y <x+Ax}
p(x) = lim =

Jim o~ nCST xSt — x)ns. (54)
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obliczaniu jednej wartodci £ jest losowa i dowolnie duza. Srednia liczba
zmiennych losowych potrzebnych do wyliczenia pojedynczego £ musi byé
oczywidcie skonczona. W4rdd przeksztatcen tego typu najczestsze sqa me-
tody akceptacji. Nalezy do nich przykladowo, metoda Neumanna opisana
w p. 4.3.

Podstawowa wlasdciwos$é metody akceptacji: oprocz formuly modelowa-
nia zadany jest warunek akceptacji; na przyktad, & = g(y1, 72, ..., ¥m) pPrzy
warunku h(yy, 7o,...,vm) > 0. W celu wybrania £ tq metoda, nalezy wzigé¢
liczby losowe 4, ¥s, ..., ¥m 1 jesli speliony jest warunek akceptacji wyzna-
czyé €. W przeciwnym wypadku odrzuca sie te liczby i wybiera nowe.

Prawdopodobienstwo, ze grupa liczb 71, ¥, ..., ¥m nie zostanie odrzu-
cona, rowne

€ = P{h(y1,72,...,7m) > 0},

nazywa sie efektywnoscia metody akceptacji. To bardzo wazna charakte-
rystyka metody. Przy wyborze N grup liczb v, 7o, ..., Ym otrzymuje sie
$rednio eN wartosci £ Oznacza to, ze aby otrzymacé €N losowych wartosci
& zuzywa sie Nm liczb losowych. Na jedng wybrang wartosé € zuzywa sie
natomiast $rednio m/e liczb losowych. Metoda ta staje sie wiec nieefektywna
dla € — 0.

Uogodlniona metoda Neumanna Zatézmy, ze gesto$é p(x) wielkosci loso-
wej € okreslonej w przedziale a < x < b da sie zapisa¢ w postaci

p(x) = p1(x)f(x),

gdzie p4(x) jest gestos$cig pomocniczej zmiennej losowej 1’, ktérg potrafimy
modelowaé, a czynnik f(x) jest ograniczony: f(x) < C. Przedzial (a, b) nie
musi byé skonczony.

Wielko$¢ € mozna generowad nastepujaco: 1) wybieramy warto$¢ ' oraz
losowaq liczbe y niezalezna od 7' i wyliczamy n” = Cvy. 2) Jedli n” < f() to
kladziemy £ = n, w przeciwnym wypadku odrzucamy 7/, v i wybieramy
nowa pare wartosci ', 7.

Dowdéd. Prawdopodobienstwo, ze punkt (1, n”) znajdzie sie w pasie (x, x+
dx), (Rys. 35), jest réwne p;(x)dx. Poniewaz " ma w przedziale 0 < y < C
rozklad réwnomierny, to prawdopodobienstwo warunkowe, ze punkt ten
nie zostanie odrzucony jest réwne f(x)/C, a wiec jest proporcjonalne do
f(x). W konsekwencji, prawdopodobienstwo znalezienia sie wartosci £ = 1/
w przedziale (x,x + dx) jest proporcjonalne do iloczynu p;(x)dx x f(x) =
plx)dx.

Prawdopodobienstwo akceptacji mozna obliczyé droga sumowania wa-
runkowych prawdopodobienstw akceptacji f(x)/C, a mianowicie

(x)dx—i/b (Jc)dac—i
3 CPi —Cap =c
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Metoda Neumanna (p. 4.3) jest szczegdlnym przypadkiem metody uogdl-
nionej, w ktoérej wybrano ps(x) = 1/(b —a) oraz f(x) = (b —a)p(x). Poniewaz
p(x) < My to f(x) < (b — a)M,. Efektywnos$é metody Neumanna jest wiec
€ =1/(b — a)Mp.

Wynik ten mozna tatwo otrzymadé bezposrednio z Rys. 14 jesli wyobra-
zimy, ze punkt [’ ma réwnomierny rozklad w prostokacie a < x < b,
0 < y < M. Efektywnos¢ losowania jest wtedy réwna stosunkowi pola
pod krzywa y = p(x) do pola calego prostokgta

1 b 1
~ Tmand |, P g

Przyktad Rozpatrzmy gestosé p(x) = v(x)x~'3 dla 0 < x < 1, gdzie funkcja v(x) jest
ograniczona v(x) < A. Jako gesto$¢ pomocnicza wybierzmy pi(x) = (2/3)x /3, ktéra tatwo jest
modelowaé metodq funkeji odwrotnych: 1’ = ¥%2. Wéwezas f(x) = p(x)/p1(x) = (3/2)v(x) <
(3/2)A. Warunek akceptacji n° < f(n') mozna nieco uprosci¢ dzielac przez 3/2. Dostajemy
nastepujgca metode losowania € z gestoscig p(x). 1) Wybiera sie 1, o i oblicza sie nastepnie
0 = (y1)%2. 2) Jezeli Ayy < v(1) to nalezy polozyé &€ = 1/, w przeciwnym wypadku wybiera sie
nowe 1, y2.

Tablica A. 400 cyfr losowych*)

86515 90795 66155 66434 56558 12332 94377 57802
68186 03393 42502 99224 88955 53758 91641 18867
41686 42163 85181 38967 33181 72664 53807 00607
86522 47171 88059 89342 67248 09082 12311 90316
72587 93000 89688 78416 27589 99528 14480 50961
52452 42499 33346 83935 79130 90410 45420 77757
76773 97526 27256 66447 25731 37525 16287 66181
04825 82134 80317 75120 45904 75601 70492 10274
87113 84TT8 45863 24520 19976 04925 07824 76044
84754 57616 38132 64294 15218 49286 89571 42903

Tablica B. 88 liczb normalnych**)

0.2005 1.1922 -0.0077  0.0348  1.0423 -1.8149  1.1803 0.0033
1.1609 -0.6690 -1.5893 05816 18818 0.7390 -0.2736 1.0828
05864 -0.9245  0.0904 15068 -1.1147 0.2776  0.1012 -1.3566
0.1425 -0.2863  1.2809  0.4043  0.6379 -0.4428 -2.3006 -0.6446
09516 -1.7708  2.8854 0.4686  1.4664  1.6852 -0.9690 -0.0831
-0.5863  0.8574 05557 08115 -0.2676 -1.2496 -1.2125 1.3846
1.4572  0.9990 -0.1032 05405 -0.6022  0.0093  0.2119 -1.4647
-0.4428 05564 -05098 -1.1929 -0.0572 -0.5061 -0.1557 -1.2384
-0.3924  1.7981  0.6141 -1.3596  1.4943 -0.4406 -0.2033 -0.1316
08319  0.4270 -0.8888  0.4167 -0.8513  1.1054  1.2237 -0.7003
09780 -0.7679  0.8960 05154 -0.7165 0.8563 -1.1630 1.8800

*) Liczby losowe imitujg wartosci wielkosci losowej o rozktadzie (22).
**) Liczby normalne imitujg wartosci normalnej zmiennej losowej (gaussowskiej) ¢,
o parametrach rozkladu a =0, o0 = 1.
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