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TEMAT: ZALEZNE OD CZASU ROWNANIE SCHRODINGERA. RUCH PA-
KIETOW FALOWYCH. SCHEMAT JAWNY, STABILNY I UNITARNY.

Podstawa: H.M. Schey. J.L. Schwartz, Computer-Generated Motion Pic-
tures of One-Dimensional Quantum Mechanical Transmission and Reflection
Phenomena, Am. J. Phys., 35 (1967) 177

1 Unitarnosé

Pokazany w poprzednim wyktadzie schemat iteracyjny rozwiazania réwnania
Schrodingera zaleznego od czasu jest schematem jawnym (tzn. t,41 jest wy-
liczane na podstawie poprzedniego kroku ,,) lecz nie jest schematem unitar-
nym. Operator ewolucji exp(:l:z’Ath ) zastapiliSmy tam wyrazeniem 1 + iAtH,
ktore nie zapewnia unitarnosci funkcji falowej ([ [1)|?dx # 1). Podobnie jest
z prostymi schematami niejawnymi opartymi na tym wyrazeniu. Eliminuja
one niestabilnosé numeryczna lecz problem niezachowania unitarnosci wciaz
pozostaje. Przyjrzyjmy sie stabilnej metodzie niejawnej. Otrzymamy ja na-
stepujaco. Funkcja falowa 1" t! w chwili At potraktujmy chwilowo jako dana.
Na jej podstawie wyliczmy ™. Poniewaz 1 (At) = exp(—iAtH)y(0)}, wiec
P(0) = exp(iAth)@b(At). Stad, rozwijajac w szereg Taylora, mamy
Ui =it = (A AT — 207 — i — Aa Vgt
Roéwnanie to, chociaz stabilne, daje niejawnie " T1. Metoda jest, jak to nazy-
wamy, typu implicit. Aby wyznaczyé 1"+ potrzeba stosowaé specjalne techniki
algebraiczne.
Wazniejszy jest jednak problem unitarnosci .



1.1 Postac Cayley’a operatora ewolucji
Prostym przyblizeniem operatora ewolucji exp(iAth ) jest jego posta¢ Cayleya
1 A 1 A
(1-— iAtH)/(l - §AtH), (1)

ktora dodatkowo zapewnia doktadnosé do rzedu At2.
Stosujac postaé Cayleya operatora ewolucji mozemy teraz zapisaé

1. - 1. -
Yitt = (L= SAU)/(1— S At (2)
Po prostych obliczeniach dostaniemy nastepujacy schemat réznicowy
2Az?
+1 . 2 +1 +1 _
U+ TR — ARV, =20

2Az? 9 n

—i g+ (i AL + AtV +2)9) — iy (3)

Roéwnanie to jest stabilne, zapewnia unitarno$é, lecz nie daje jawnie wartosci

dla ¢p1.

2 DMetody stabilne, unitarne i jawne

Podstawa: Richardson, John L., Visualizing quantum scattering on the CM-2
supercomputer, Computer Physics Communications 63 (1991) pp 84-94 Dys-
kutowane poprzednio metody byty oparte na przyblizeniu dla operatora ewolu-
¢ji funkcji falowej, ktory jest formalnym rozwigzaniem réwnania Schrédingera.
Roéwnanie ewolucji jest postaci

_to

Y(x,t) = exp(— H) (o) . (4)
Najprostsza metoda (niestabilna) byta oparta na przyblizeniu
At At At
eXp(—l?H) =1- ?H—l- O([— - H]?). (5)

Prowadzito to do rozbieznosci metody.

Drugie przyblizenie byto oparte na postaci Cayleya operatora ewolucji (patrz
1). Ta metoda byla wprawdzie stabilna numerycznie lecz niejawna i kosztowna
numerycznie gdyz wymagata ztozonych obliczen prowadzacych do rozwiktania
niejawnego schematu ewolucji.

Metoda, ktora podaje Richardson, jest rowniez oparta na przyblizeniu ope-
ratora ewolucji, lecz jest to metoda zaréwno jawna, jak i unitarna, i stabilna
numerycznie.

Operator ewolucji Zapisywany jest najpierw w postaci sumy operatora energii
kmetyczneJ T i potencjalnej V. Dalej T I‘OZle& sie na sume M czesci T =
Zl 1Tl, dla ktorych tatwo jest policzy¢ expTl Nastepnie korzystamy z tzw.
przyblizenia iloczynowego Trottera:

exp(—zA (H exp( —zé )) exp(—i%f/) +O(At?) (6)
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Blad jaki tutaj popeliamy zalezy od wartosci komutatorow [17, T}], [1;, V] i od
wielkosci kroku czasowego Aft.

W przypadku jednego wymiaru przestrzennego podzial operatora T mozna
okresli¢ z formuty réznicowej dla Laplasjanu:

. K2
(Tw)n = W[an - %—1 - ¢n+1] .
Macierz T jest postaci
2 -1 0 0 -1
-1 2 -1 ...
h? 0 -1 2 -1 ... 0
T = 7
=551 (7)
0o ... -1 2 -1
-1 0 ... 0 -1 2

Macierz ta daje sie zapisa¢ jako suma nastepujacych macierzy

M 0 0 ... 0
2 0 M 0 0
[Te]: ) (8)
2ma . 0 M 0
0 0 0 M
oraz
1 0 0 ~1
0 M 0 0
h? 0 0 M 0
[To] =5 — ; (9)
0 ... 0 M 0
-1 0 0 1

gdzie M jest macierza kwadratowa 2 x 2

h? 1 -1
M‘zmaa<_1 1>- (10)

Macierze [T¢] i [T,] sa sumami prostymi macierzy M. Latwo jest obliczy¢ expo-
nente macierzy M. Mamy mianowicie

exp(—z’%M) = 1+ [exp(—i€) — 1]7

_ 1( 1+ exp(—ie) 1 — exp(—ie) ) 1 ( a B >(11)

2\ 1 —exp(—ie) 1+exp(—ie) | 2\ B «

gdzie € = Ath/ma?, a a = 1 + exp(—ie)/2 i B = 1 — exp(—ie)/2. Macierz
exp(—i%M) jest unitarna i posiada wartosci wlasne A\; = 1, Ay = exp(—ie).

Zadaniel.

Prosze sprawdzi¢ stusznos¢ ostatniej formuty. Obliczy¢ wartosci wtasne M i exp(—ieM ).



Zapiszmy wyniki w postaci operatorowej

2
(b = g (0 = 50— ()Wt = 30+ 1 st ) (12
2
(Totn = gy (0 = 30+ (ot = 30— (1t ) - (13
Exponenta tych wyrazen jest postaci
fexp-ite/nt)} = (avn = 50— (1" = S0+ ()i ) |
(14)
{exp(-int/nto)} = (av, - 2t () W~ D1 (1))
(15)

2.1 Roéwnanie dyfuzji

Wyniki dotyczace stabilnosci, dyskutowane tutaj dla przypadku réwnania Schrodin-
gera, sg rowniez stluszne dla rownania dyfuzji. Podstawienie t — —it 1 V = 0
przeksztatca wszystkie wzory otrzymane dla réwnania Schrodingera w klasyczne
rownanie dyfuzji. Operatory unitarne zamieniane sa rzeczywistymi operatorami

o wartosciach wlasnych mniejszych niz jeden i stabilno$é¢ metody jest zapew-
niona.

2.2 Wiecej wymiarow

W przypadku wiekszej liczby wymiaréw wyrazenia sg niewiele bardziej skom-
plikowane.

Zadanie2.
Otrzyma¢ wzory réznicowe dyskutowanej metody dla przypadku n-wymiarowego réwnania Schrodin-
gera lub réwnania dyfuzji.

3 Problemy graficzne

Poniewaz dyskutowane wyzej problemy mozna przedstawié¢ graficznie zajmiemy
sie przez chwile sposobami reprezentacji danych na ekranie. Dyskusja bedzie
dotyczyé trzech spraw. Pierwsza to proste rzutowanie figur 3 wymiarowych,
druga to rysowanie poziomic (konturéw), a trzecia to problem niewidocznych
linii na rysowanych rzutach.



3.1 Rzutowanie

RZUTOWANIE

Rzutowanie figur na ekran. (Patrz tekst)

Latwo sprawdzi¢ stusznosé nastepujacych rownosci

x = |OP'|-|EO|/|EQ| = X(Zg — Zo)/(ZE — Z) (16)
= Y(Zg - Zo)/(Zg — Z) (17)

Zadanie3.
Napisz program w Java”™ (klasa), ktéry rzutuje figure o zadanych wierzchotkach (z:,yi, ;) na
ekran. Zastosuj do kilku wybranych figur przestrzennych.

3.2 Poziomice

Poziomice sa liniami jednakowej wartosci funkcji z = f(x,y), a wiec okreslone sa
rOwnaniem z = const. Najwygodniej jest podzieli¢ obszar okreslonosci funkcji
f na tréjkatne podobszary. Interpolacja wielkosci z w takim elementarnym
obszarze trojkata przebiega nastepujaco (patrz rysunek).



]
Interpolacja z w punkcie wewnetrznym (Z,,¥y,) trdojkata (i-j-k).
Najpierw znajdujemy najdalej wysuniete punkty w x:
Tmin = MAN(T4, Tj,Zk) ,  Tmaz = Max(T;, T4, Ty) -

W celu zbadania catego obszaru trojkata przesuwamy linie x = z,, od Tmin
do xpq:- Dla kazdej wartosci z,, znajdujemy granice zmiennoéci y. Nazwiemy
je y; oraz y,. Sa one ograniczone dwoma bokami tréjkata ¢ — j — k. Trzeci
bok nie jest wazny i wykluczymy go z rozwazan. Aby sprawdzi¢, ktéry to bok
sprawdzamy czy x,, lezy poza przedzialem (z,,z,), gdzie p,q = 4, j, k. Jesli
np. oy, lezy poza przedzialem (zy,x;) (patrz rysunek), to bok ij wykluczamy z
procedury znajdowania ¥, i y; dla x = z,,. Jedli z,, przekroczy zj to znajdzie
sie na zewnatrz (x;, ;) i w konsekwencji wykluczymy bok ik. Jesli bedziemy
wyznaczaé x, i x; z rownan bokéw ik oraz ¢j, jak na rysunku, to dostaniemy

Yu = Yi + Yk — Yi) (Tm — 23) [ (2) — 7)) ,

Y=y + (Y — vi)(@m — x:) /(x5 — x1) -
Jezeli x, = x; lub x; = x; to y, 1 y; s3 réwne maksymalnej i minimalnej
wartosci y. Podobne formuly interpolacyjne stosujemy dla z otrzymujac z, i z;
w punktach (2, yu) 1 (Zm, y1) (wystarczy zamienic y-ki przez z-ty w rownanich).
Zmajomo$é granic z; 1 z, na linii z,, pozwala znalezé warto$é z w punkcie .,
przez interpolacje

2T, Ym) = 2m = 210+ (Um — 1) (2w — 20)/ (Yu — 01) -

Zmieniajac x,, w granicach (Zmin, Tmaz 1 Ym Oraz y,, w granicach (y;,y,) mo-
zemy znalezé z we wszystkich interesujacych nas punktach trojkata ¢ — j — k.
Nalezy przy tym dobraé¢ wielkosé przyrostéow Az, Ay tak by otrzymaé¢ w miare
gtadkie krzywe.

Zadanied
(Dla zainteresowanych) Napisz program dokonujacy triangulacji dziedziny z = f(z,y) i znajdujacy
poziomice z = const.



3.3 Problem niewidocznych linii

Ktore linie rysowanej na ekranie figury sa widoczne, a ktore nie? Jak je odroz-
ni¢? Problem ten prosto opisal H.N. Lerman (Software Age, July, 1970). Aby
zrozumieé na czym to polega spéjrzmy na rysunek prostopadtoscianu.
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ProstopadiosScian.

Zewnetrzne wierzcholtki prostopadto$cianu wraz z tzczacymi je krawedziami
sa zawsze widoczne. Wewnetrzne wierzchotki moga byé albo widoczne albo
niewidoczne. Zalezy to od tego, 7 ktorej strony kartki papieruznajduje one sie
znajduje, a wiec zalezy to od wartosci wspotrzednej z wierzchotka. Np., jesli
kartka papieru (ekran) ustawimy tak by przechodzil przez z = 0 to wierzchotki
0 z < 0 (i punkty linii 0 z < 0 ) nie powinny pojawié¢ sie na rysunku.

Zadanieb.
(Dla zainteresowanych) Napisz program ktéry rysuje powierzchnie z = f(x,y) bez linii niewidzial-
nych.



