LITERATURA: Bender, Orszag, Rozdziat I.

1 Przeglad typéw réwnan rézniczkowych zwyczajnych
Réwnanie rézniczkowe zwyczajne n-tego rzadu zapisujemy w postaci

y"(x) = Flxy(x),y'(x), ...,y V()] (1)
Fynkcja F moze w ogoélnosci by¢ funkcja nieliniowa wzgledem y i pochodnych y.
Ponizej, skrét rr oznacza réwnanie rézniczkowe.

Réwnania separowalne

Przyktad. L

Separowalne rr.
Y (x) = a(x)b(y).
Rozwigzanie ogélne dostaniemy wykonujac bezposrednie catkowanie

it

0] :/ a(s)ds +cq .

Réwnania jednorodne i niejednorodne
Liniowe rr zwyczajne.
gdzie
L=po(x)d/dx+...p, 1d" 1 dx""1 +d"/dx"
nazywa sie jednorodnym jesli f(x) = 0 i niejednorodnym w przypadku f(x) # 0.

Réwnania nieliniowe

Przykladem nieliniowego réwnania rézniczkowego jest rownanie Riccatiego.

Przyktad. 2

Réwnanie Riccatiego.

ma ogdlne rozwigzanie



Réwnania bezskalowe

Réwnania, ktérych nie zmienia transformacja x — ax, gdzie a jest stala, sa tzw. réwna-
niami bezskalowymi.

Przyktad. 3.

y// :yy//x‘

Rozwiazaniem ogdlnym jest
y(x) =2citan(cgInx +c) — 1).

Istnieje specjalne rozwiagzanie tego réwnania, mianowicie ¥ = c3, ktérego nie da sie otrzymac
z rozwigzania ogélnego.

Uklady réwnan pierwszego rzedu

Réwnanie (1) jest rtownowazne uktadowi réwnan pierwszego rzedu. Wprowadzajac
oznaczenie yi(x) = dk /dxk, (k=0,1,2,...,n—1)

d
%yk(x) =y (x),, k=12,...,n-2,

A (%) = Flry(), (), .y D ()]

Odwrotnie, uktad réwnan pierwszego rzedu

de

E:fk('xIZDZZI---/Zn)/ k:1,2,...n,

mozna zapisa¢ w postaci réwnania rézniczkowego n-tego rzedu. Rézniczkujac kolejno
z1 po x dostaniemy

dl ; .
@Zj :fl(])(x,zl,zz,...,zn), j=12,...,n.)

Zagadnienie poczatkowe i brzegowe

W zagadnieniu poczatkowym stale, ktére pojawiaja sie w rozwiazaniach réwnan
rézniczkowych wyznacza sie na podstawie zadanych y i n — 1 pochodnych v/, . .., y(*=1
w jednym punkcie x = xp

y(xo) =a0, y(x0)=a1,...,y(n—1)=a,1.
W zagadnieniu brzegowym, stale wyznacza sie z bardziej ztozonych warunkéw, np.

y(x1) = a0,y (x2) = az,...,y" (1) + [y(x2)]* = as],



itd. Zagadnienie brzegowe jest w swojej naturze zagadnieniem globalnym. Problemy
poczatkowe sa zazwyczaj fatwiejsze od probleméw brzegowych.

Twierdzenia o istnieniu i jednoznacznosci obu zagadnierr dokladnie okreslaja wa-
runki przy ktérych zagadnienia te sa rozwiazywalne. Nie bedziemy sie tym problemem
zajmowac. Stuchaczy odsytamy do bogatej literatury przedmiotu .

Przyktad. 4.

Zagadnienia poczatkowe z jednoznacznym rozwigzaniem.
(a) y' = sin(xy)[y(0) = 1]

(b) ¥’ = (x +y)x**[y(0) = 1]

(c) v =ex/yly(0) =1]

(d) y" = y*+e*[y(0) = y'(0) = 0]

(e) v =¥ [y(0) = y'(0) = y"(0) = 0]

Pomimo tego, ze podane réwnania maja jednoznaczne rozwiazania, nie znamy ich analitycznej postaci.

W przypadku gdy F nie jest funkcja ciagla wéwczas twierdzenie o istnieniu i jedno-
znaczno$ci rozwiazania moze nie by¢ spetnione.

Przyktad.5.

Niejednoznaczne rozwigzania réwnania rézniczkowego: ' = y'/3[y(0) = 0]. Réwnanie to ma dwa
rozwigzania y = 0 i y = (2x/3)%/2.

2 Elementy teorii jednorodnych réwnan ré6zniczkowych

Dokonamy kroétkiego przegladu teorii liniowych jednorodnych réwnan rézniczkowych
zwyczajnych.

Niezalezno$¢ liniowa rozwiazan

Rozwiazanie ogblne réwnania jednorodnego

Y 4+ pua (Y 4+ 4 po(x)y =0, 2)
jest postaci
n
y(x) =) cjy;(x) (©)
j=0

gdzie c; sa statymi catkowania, a funkcje {y;(x)} tworza zbiér liniowo niezaleznych
rozwiazan réwnania (2). W obszarze gdzie wspdtczynniki po(x), ..., p(,—1) sa ciagtymi
funkcjami x, istnieje doktadnie n liniowo niezaleznych rozwiazan réwnania (2).



Wrofiskian

Wroniskianem nazywamy wyznacznik

noon

W(x) = Wly1(x),y2(x),...,yn(x)] = det | ¥; Ya cee Y ., @
(n—-1) (n—1) (n—1)
1 ) e Yn

gdzie {y;(x)} jest zbiorem funkcji okreslonych na zadanym przedziale I.

Wroniskian znika tozsamosciowo na I wtedy i tylko wtedy gdy funkcje {y;(x)}
sa na I liniowo zalezne. Jesli {y]-} sa liniowo niezalezne, wowczas W(x) nie znika, z
wyijatkiem, by¢ moze, punktéw izolowanych.

Przyktad.6.
Zaleznos¢ liniowa. Poniewaz W(e*, e, cosh x] = 0 dla wszystkich x, wiec funkcje {e*, e, cosh x}
tworzg zbiér funkcji liniowo zaleznych.

Przyktad 7.

Niezaleznos¢ liniowa. W celu sprawdzenia czy rozwigzanie y(x) = c1e* + cp(1 + x)x réwnania
y' =y (1+x)/x+y/x =0 jest ogélne, obliczamy Wronskian: W[1 + x,e*| = xe*. W] znika tylko
w punkcie x = 0. Stad wnosimy, ze dla wszystkich x, funkcje {1+ x,e*} sa liniowo niezalezne.

Jednorodne réwnania liniowe posiadaje bardzo wazna wtasnoé¢: Wroniskian W dla
dowolnych n rozwiazan réwnania spetnia proste réwnanie pierwszego rzedu

W' (x) = —pas(x)W(x).

Jego rozwiazanie (z dokladno$cia do stalego czynnika) nosi nazwa formuly Abela-
Liouville’a
W(x) = exp[—pn—1(t)dt]. ()

Wynika stad, ze Wroriskian mozna obliczy¢ bez znajomosci rozwiazan jednorodnego,
liniowego réwnania rézniczkowego.

Zadaniel.

Pokaza¢ stusznos¢ wzoru Abela-Liouville'a (5).

3 Réwnania niejednorodne

Niejednorodne liniowe réwnania rézniczkowe sa tylk troche trudniejsze od réwnan
jednorodnych. Jest tak dlatego, iz réznica dowolnych dwu rozwiazan réwnania Ly =
f(x) jest rozwiazaniem réwnania Ly = 0. Dlatego rozwiazanie ogélne réwnania
niejednorodnego jest suma dowolnego rozwiazania szczeg6lnego réwnania Ly = f(x) i
ogoblnego rozwiazania réwnania Ly = 0.



Przyktad. 8.

Znajac rozwigzania y = x, y = x? i y= x3

réwnania Ly = f(x) drugiego rzedu mozna, nie znajac
L oraz f skonstruowaé rozwiazanie ogélne. Poniewaz réznice x — x% i x> — x3 sa rozwiazaniami
réwnania Ly = 0 i s3 liniowo niezalezne, wiec ogélnym rozwigzaniem réwnania Ly = 0 jest y =
c1(x — x%) 4+ ca(x% — x3). Ogdlnym rozwiazaniem réwnania Ly = f(x) jest natomiast y = c1(x —

x?) +cp(x? — %) + x.

Réwnania rézniczkowe pierwszego rzedu rozwiazuje sie znajdujac dla nich czynnik
catkujacy I(x). Jest to funkgja tylko zmiennej x. Dla réwnania y'(x) + po(x)y(x) = f(x)
czynnik catkujacy jest réwny y(x) = exp[[” p(t)dt]. Mnozac réwnania przez I(x)
dostajemy I(x)y" + po(x)y(x)I(x) = (d/dx)[I(x)y(x)] = I(x) f(x). Catkowanie daje

V) = 1ok + 7oy [ A1,

Przyktad 9.

Réwnanie y' = y/(x + y) nie jest liniowe w Y lecz jest liniowe w x. Pokazuje to zmiana zmiennej
niezaleznej x ze zmienng zalezng y.

—X —
dy y
Czynnik catkujacy jest réwny I(y) = 1/y. Stad (d/dy)(x/y) =1/yix(y) = yIny + c1.

Istnieje wiele technik standardowych rozwiazywania niejednorodnych réwnan
wyzszych rzedéw. Sa to:

e metoda wariacji parametréw

e metoda funkcji Greena

e metoda redukgji rzedu réwnania

e metoda parametréw nieoznaczonych

Metody te scharakteryzowane sa w czeéci: Metody rozwiazywania réwnan

4 Problemy wlasne

Problemami wiasnymi nazywamy problemy brzegowe, ktére posiadaja nietrywialne
rozwiazania tylko dla specjalnych warto$ci parametru, powiedzmy E, od ktérego zalezy
rOwnanie.

Przyktad. 10.
Prosty problem wtasny. Réwnanie

y" + Ey = 0[y(0) = y(1) = 0], (6)



posiada dla kazdego E trywialne (zerowe) rozwiazanie y(x) = 0. Tylko dla specjalnych wartosci E
istniejg rozwigzania niezerowe.

E:En:(nn)Z, y(x) = Apsinnnx, n=12,... 7)

Funkcje sinn7tx s funkcjami wtasnymi, a E,; sa wartosciami wtasnymi réwnania.

tatwo pokaza¢, ze nie istnieja inne wartosci wtasne. Ogélnym rozwigzaniem réwnania (6) jest
y = Asin(xVE) + Bcos(xvE). Z warunku y(0) = 0 wynika, ze B = 0, natomiast warunek y(1) = 0
prowadzi do réwnania AsinvVE = 0. Jedli A =0 to y(x) =0, a wiec jest to rozwigzanie zerowe.
Warunkiem na istnienie rozwiazan niezerowych jest sinv/E = 0 lub E = (nm)?*(n = 1,2,3,...)
Zauwazymy, ze E = 0 nie jest wartoscig wtasna bo wtedy y(x) = 0.

Jedli E jest wartoScia wlasna jednorodnego zagadnienia brzegowego, woéwczas
rozwiazanie nie jest jednoznaczne. Oprécz rozwiazania y(x) = 0 istnieje nieskoriczenie
wiele rozwiazan edacych iloczynem statei i funkcji wlasnej. Z drugiej strony, jesli E nie
jest warto$cia wilasna, to to rozwiazanie trywialne y(x) = 0 jest jednoznaczne.

Przyktad. 11.

y" +Ey =0[y(0) =0,y (1) =0],.

Ogélnym rozwiazaniem spetniajacym warunek y(0) = 0 jest y(x) = Asin(xv/E). Warunek /(1) = 0
wymaga aby AVE cos vE = 0. Stad, wartosci whasne sa réwne E = (1/27)2, (3/27)2, (5/27)2,. ..

Przyktad. 12.

Zagadnienie wtasne na dziedzinie nieskonczone;.
Y+ (E—1/4x*)y =0, —00 < x < 09, [y(400) = 0].

Jest to tzw. oscylator kwantowy. Dla kazdego E problem posiada rozwigzanie trywialne y(x) = 0.
Wartosci wtasne réwnania sa E =1/2,3/2,5/2,... Wartosci wtasnej E = n + 1/2 odpowiada funkcja
witasna

y(x) = AHy(x)e /4,

gdzie A jest stata, a Hy(x) sa wielomianami Hermite'a stopnia n [Hy(x) = 1, Hy(x) = x, Hy(x) =
x> —1,...] Wartosci E = n +1/2 sa jedynymi wartosciami wtasnymi réwnania.

Przyktad. 13.

Transcendentne wartosci wtasne. Ogélnym rozwigzaniem réwnania
y'+(E=x)y=0,(0<x < o0)[y(0) =0,y(c0) = 0]
znikajagcym w nieskonczonosci, jest
y(x) = AAi(x - E),
gdzie Ai s3 funkcjami Airy’ego. Warunek brzegowy y(x) = 0 daje réwnanie na wartosci wtasne

Ai(—E) =0,.



Otrzymane réwnanie na funkcje wtasne jest réwnaniem transcendentnym i zera musimy wyznaczy¢
numerycznie. Oto kilka pierwszych, przyblizonych zer réwnania na wartosci wtasne: Ey = 2.333,E1 =
4.088,E, =5.521,E3 = 6.787 ,E4 = 7.944 , E5 = 9.023.

Przyktad. 14.

Skonczona liczba wartosci whasnych zagadnienia wtasnego. W przypadku réwnania
v+ (E4vsech®x)y =0, y— 0przy |x| — oo,

liczba wartosci wtasnych jest skoficzona. S3 one dane réwnaniem

E= —%(2n+1 —V1+4V)?,

gdzie V.= (v/14+4V)/2 i n jest liczba catkowity. Doktadne rozwigzanie dyskutowanego tutaj
réwnania wtasnego mozna znalez¢ w podreczniku Landaua i Lifszyca, §23.

Przyktad. 15.

Zagadnienie wtasne Sturma-Liouville'a. Problem wtasny

a(x)y” +b(x)y’ +c(x)y +d(x)Ey(x) =0, [y(x) =y(B) = 0]
mozna zawsze przetransformowa¢ do tzw. problemu Sturma-Liouvilla postaci

0% g + By =0, ly(w) = y(B) =0].

Dowodzi sig, ze jedli
p(x) >0, g(x)<0, a<x<§B,

to istnieje nieskonczenie wiele wartosci wtasnych E = E, Eq, Ep, .. ., ktére wszystkie sg rzeczywiste
i dodatnie. Funkcje wtasne y,,(n = 10,1,2,...) mozna znormalizowa¢ tak, ze tworza one uktad
ortonormalny wzgledem funkcji wagowej r(x

/jr(x)yn(x)ym(x)dx = Omn -

Przyktad. 16.
Zagadnienie wtasne Schrodingera. Jesli V(x) jest funkcja dodatnia taka, ze

V(x) — oo przy |x| — oo
to problem wtasny Schrddingera
—y"(x) + V(x)y(x) = Ey(x), y(£e0) =0

ma nieskoriczenie wiele dodatnich wartosci wtasnych — energii czastki w potencjale V(x). Istnieje
waska grupa funkcji V — potencjatéw, dla ktérych problem posiada rozwiazania analityczne.



5 Réwnania r6zniczkowe w plaszczyzZnie zespolone;j

Niezalezna zmienna zespolona bedziemy oznaczaé przez z. W obszarze gdzie istnieja
pochodne zespolone y'(z) funkdji y(z), zaréwno funkcja y(z) jak i jej wszystkie po-
chodne sa funkcjami analitycznymi. Ogranicza to rodzaje réwnan rézniczkowych, ktére
mozna sformutowa¢ na plaszczyznie zespolonej.

Przyktad. 17.

Réwnanie rézniczkowe pierwszego rzedu. Réwnanie dy/dx = |x| ma sens na osi rzeczywistej. Jego
rozwigzaniem jest y(x) = 1/2x|x| 4+ ¢;. W przypadku zmiennej zespolonej z, réwnanie to traci sens
gdyz y' = |z| nie jest funkcja analityczna, a zapisujac y/(z) rozumiemy, ze zaréwno y(z) jak i y'(z)
sg analityczne.

W og6lnym przypadku, zapis dy/dz = g(z) ma sens wtedy gdy w jakim§ obszarze
funkgja g(z) jest analityczna.



