1 Klasyfikacja osobliwosci liniowych réwnan rézniczkowych
zwyczajnych

Rozwazamy réwnanie

(@) + Py V() 4+ pr (0 () + po(x)y(x) = 0. (1)
Zmienna niezalezna x moze by¢ rzeczywista lub urojona.

DEFINICJA 1 Punkt xo nazywamy zwyklym lub zwyczajnym punktem réwnania gdy wszyst-
kie wspétczynniki po(x), p1(x), ..., pn—1(x) sq w jego otoczeniu funkcjami analitycznymi.

Przyktad. 1
a) Rownanie y”/ = e*y. Wszystkie punkty tego réwnania z wyjatkiem xo = oo s3 punktami zwyktymi
gdyz funkcja e* jest holomorficzna.

b) Wszystkie punkty xq réwnania x°y""’

= 1, z wyjatkiem punktu xg = 0 sa punktami zwyczajnymi.
c) Réwnanie i = |x|y nie posiada punktéw zwyktych w zespolonej ptaszczyznie x poniewaz x nie
jest nigdzie analityczna w zespolone] ptaszczyznie x.

Fuchs udowodnit (1866), ze wszystkie liniowo niezalezne rozwiazania (1) sa anali-
tyczne w otoczeniu punktu zwyczajnego. Rozwiazanie w otoczeniu xp mozna rozwinaé
w szereg Taylora. Promieri zbieznosci szeregu jest co najmniej réwny odlegtosci do
najblizszej osobliwosci ktéregos ze wspoétczynnikéw p;(x) réwnania (1). Osobliwosci
rozwiazania réwnania pokrywaja sie z osobliwoéciami jego wspélczynnikéw. Rozwia-
zanie w punkcie zwyczajnym xo ma wiec postaé

(o]

y(x) =Y an(x —x0)". (2)

n=0

Przyktad. 2

Szeregi Taylora w obszarze punktéw zwyczajnych. Réwnanie (x% + 1)y’ + 2xy = 0 posiada punkt
zwyczajny w xg = 0. Rozwiazanie y = ¢/ (1 + xz) mozna tu rozwinac w szereg Taylora o promieniu
zbieznosci réwnym 1. Jest to odlegtos¢ do osobliwosci wspétczynnika (stojacego przy y'), x = =i.

DEFINICJA 2 Punkt xo nazywa si¢ regularnym punktem osobliwym (RPO) réwnania
jesli nie wszystkie wspétczynniki py(x) réwnania sq w jego otoczeniu analityczne, natomiast
analitycznymi w otoczeniu xq sq iloczyny (x — xo)" ¥py(x), gdziek = 1,2,...,n.

Przyktad. 3.

a) Réwnanie (x — 1)y"”

= y posiada RPO w punkcie x = 1.



b) Réwnanie x*y” + xy’ =y ma RPO w x = 0.

¢) ¥y = (x + 1)y nie posiada RPO w x = 0.

Rozwiazanie réwnania (1) moze by¢ analityczne w RPO. Jesli nie jest analityczne
to jego osobliwos¢ jest biegunem, osobliwoscia logarytmiczna albo algebraicznym
punktem rozgatezienia. Fuchs pokazat, Ze zawsze istnieje co najmniej jedno rozwiazanie
postaci

y(x) = (x = x0)*A(x), 3)

gdzie A(x) jest funkcja analityczna i posiada rozwiniecie Taylora o promieniu zbiezno-
Sci, ktory jest co najmniej réwny odleglosci do najblizszej osobliwosci.

Przyktad. 4.

Szereg Taylora w otoczeniu RPO. Réwnanie ¥’ = y/ sin hx posiada RPO w zerze. Rozwiazanie
y(x) = c tan h(x/2) jest analityczne lecz posiada bieguny w punktach x = =i7t. Promien zbieznosci
jest wiec réwny 7. Jest to odlegtos¢ do najblizszej osobliwosci funkcji 1/ sin hx w ptaszczyznie
zespolone;j.

Jesli réwnanie (1) jest rzedu n > 2 to istnieje drugie, liniowo niezalezne rozwiazanie.
Moze ono mie¢ jedna z nastepujacych postaci

y(x) = (x — x0)PB(x), (4)

lub
y(x) = (x = x0)* A(x) In(x — x0) + C(x)(x — x0)?, (5)

gdzie funkcje A(x), B(x), C(x) sa analityczne.
W ogoélnosci, kazde liniowo niezalezne rozwiazanie (n-te) jest postaci

n—1

y(x) = (x=x0)" ¥ [In(x = x0)' As(x)] , ©)

i=0

gdzie A;(x) sa analityczne w otoczeniu xg. Fuchs udowodnit, ze jesli istnieje 1 rozwia-
zan postaci (3) do (6) woéwczas w najgorszym razie xg jest RPO réwnania.

DErFINICJA 3 Punkt xg (xo # oo) nazywa si¢ nieregularnym punktem osobliwym réwnania
(1) (w skrécie NPO) jesli nie jest to ani punkt zwyczajny réwnania ani reqularny punkt osobliwy.

W NPO rozwiazania moga posiadac istotna osobliwo$¢ czesto w potaczeniu z biegunem
albo rozgatezieniem algebraicznym lub logarytmicznym. Nie jest to jednak reguta.
Pewne rozwiazania moga nie posiada¢ osobliwosci i moga by¢ analityczne w NPO.



Klasyfikacja punktéw xpy = co

Stosujac transformacje x = 1/t, mozna odwzorowac¢ punkt xo = 0o w zero

1
X = -,
t
i - _tzi
dx dt’
2 2
4 pd apd

ar dar? dt’

Zamiast klasyfikowa¢ oo klasyfikujemy punkt zerowy otrzymanego réwnania. Punkt
xg = oo nazywa si¢ PZ, RPO lub NPO jesli takim punktem jest punkt ¢ = 0.

Przyktad. 5.
Rozpatrzmy nastepujace réwnania. Z lewej strony podane s3 réwnania oryginalne, a zprawej przetrans-
formowane do wspétrzednej £ = 1/x.

p d
@ F-d=0 Gt @
d dy |y
(b) %—%y:& E‘FE:O, ®)
d
() #—sby=0, Z+I=0. ©)

(a) Kazdy punkt (7) jest PZ z wyjatkiem co. Punkt co jest NPO. Rozwigzanie y(x) = cexp (x/2)
jest analityczne z wyjatkiem punktu x = oo.

(b) Kazdy punkt réwnania (8) z wyjatkiem punktéw 0 i oo jest PZ. Punkty 0 i co s3 RPO. Rozwiazanie
y(x) — cx1/2
(c) Z wyjatkiem punktu xo = 0, ktéry jest NPO, punkty réwnania (9) sa PZ. Rozwigzanie y(x) =
ce~1/2% jest analityczne wszedzie wyjawszy punkt xg = 0.

jest analityczne wszedzie z wyjatkiem punktu rozgatezienia w xg = 0 oraz xg = oo.

Przyktad. 6.

Szereg Taylora w otoczeniu punktu zwyktego. Réwnanie y'(x) = y/(x — 1) posiada regularny punkt
osobliwy w xg = 1 i w x9 = c0. Rozwigzanie y = ¢/ (1 — x) ma biegun w 1 i co. Promien zbieznosci
szeregu Taylora w otoczeniu xg =0, y = ¢ Y ;"o x" jest réwny 1, a odleg/los¢ do osobliwosci wynosi
1.

Przyktad. 7.

Szereg Taylora, ktéry zbiega sie w kole o promieniu wiekszym niz odlegtos¢ do najblizszej osobliwosci.
Réwnanie (x —1)(2x — 1)y” + 2xy’ — 2y = 0 posiada RPO w punktach 1/2, 1, . jednym z
rozwigzan réwnania jest y(x) = 1/(x —1). Szereg Taylora tego rozwigzania w otoczeniu punktu
zwyczajnego x = 0 ma promien zbieznosci wigkszy niz odlegtos¢ do x = 1/2 lecz psuje sie przy
|x| = 1. Drugim liniowo niezaleznym rozwigzaniem jest y = x. Jego szereg Taylora jest zbiezny dla
wszystkich x.



Przyktad. 8.

Istotnie osobliwe zachowanie w poblizu nieregularnego punktu osobliwego. Réwnanie y” + 3y’ /2x +
y/4x®> = 0 ma NPO w x = 0 oraz RPO w co. Dwa liniowo niezalezne rozwiazania réwnania s3 dane
przez y(x) = sin(1/+/x), y(x) = cos(1/+/x). Oba rozwigzania posiadaja istotna osobliwos¢ w zerze.
Pierwsze z nich posiada réwniez rozgatezienie w zerze i w nieskoficzonosci. Drugie z rozwiazan nie
posiada rozgatezien i jest analityczne w x = oo.

Przyktad. o

Szereg Taylora zbiezny poza najblizsza osobliwos¢. réwnanie (x —1)(2x — 1)y” +2xy’ — 2y = 0
posiada punkty osobliwe regularne 1/2, 1 i co. Jednym z jego rozwiazan jest y(x) = 1/(x —1).
Rozwiniecie Taylora rozwigzania w zerze zbiega sie poza najblizsza osobliwos¢ réwna 1/2.

Przyktad. 10.

Istotnie osobliwe zachowanie w poblizu NPO. Réwnanie y” + 3y’ /2x + y/4x% = 0 posiada NPO w
punkcie zero oraz osobliwy punkt regularny w co. Dwa liniowo niezalezne rozwiazania réwnania dane
s3 przez y(x) = sin(1/+/x) i y(x) = cos(1/+/x). Oba posiadaja istotng osobliwos¢ w punkcie zero.
Pierwsze posiada rozgatezienie w x = 0 i x = co. Drugie jest bez rozgatezien i jest analityczne w oo.

Przyktad. 11.

Rozwigzanie analityczne w poblizu osobliwosci. W otoczeniu RPO lub NPO jedno lub kilka rozwigzan
mega by¢ analityczne. Réwnanie y”" + (1 — x)y'/x — y/x = 0 posiada RPO w x = 0 oraz NPO w
x = oo, Jedno z rozwiazan y(x) = (e* —1 — x)/x jest analityczne w x = 0, lecz posiada istotna
osobliwos$¢ w x = oco. Liniowo niezalezne, drugie rozwiazanie réwnania jest y(x) = (1 + x)/x. Posiada
ono biegun w zerze lecz jest analityczne w nieskonczonosci.

Przyktad. 12.
Réwnanie ¥/ — (1 —x)y'/x+y/x = 0 ma RPOw x = 0 i NPO w x = co. Jego oba liniowo
niezalezne rozwiazania y(x) = e*, y(x) = 1+ x s3 analityczne w x = 0. Pierwsze posiada istotng
osobliwos¢ w x = oo.

W ogolnosci, wszystkie liniowo niezalezne rozwiazania moga by¢ analityczne w
RPO, lecz co najmniej jedno z rozwiazan moze by¢ osobliwe w NPO.

Czasami udaje sie zmieni¢ charakter osobliwosci réwnania rézniczkowego poprzez
zastosowanie transformacji zmiennej niezaleznej lub zmiennej zalezne;.

Przyktad. 13.

Usuniecie osobliwosci metoda transformacji zmiennej niezaleznej. NPO réwnania y' — Jx~1/2

y=0w
x = 0 znika jesli wprowadzimy zmienna t = x1/2. Prowadzi to do réwnania -y + % = 0. Réwnanie
to ma w zerze punkt zwyczajny.



Przyktad. 14.

Usuniecie osobliwosci metoda transformacji zmiennej zaleznej. Réwnanie

posiada RPO w x = 0 oraz NPO w x = c0.RPO w zerze mozna usunaé przez transformacje
y(x) = w(x)/x, gdzie w(x) spetnia réwnanie w” — w = 0, ktére wciaz jednak posiada osobliwos¢ w
(NPO) x = co.

Lokalne zachowanie sie rozwigzan w poblizu punktéw zwyczajnych jedno-
rodnych LRR

W przypadku gdy punkt jest punktem zwyczajnym réwnania jego rozwiazanie jest
analityczne i w otoczeniu PZ mozna je zapisa¢ w postaci szeregu Taylora

y(x) = i}an(x —x0)".

Po wstawieniu szeregu do réwnania otrzymuje sie ciag zalezno$ci na wspoétczynniki a,,.
Stad znajduje sie aj,.

Przyktad. 15.
Rozwiazanie w PZ réwnania rézniczkowego. Punkt x = 0 réwnania y' = 2xy jest PZ. Rozwiazania
szukamy wiec w postaci ¥ = ) a,x". Po podstawianiu do réwnania otrzymamy

o0 o0
Z nayx" 1 = 2x Z apx"
n=0 n=0

lub inaczej

[ee] [ee]

2 napx" =2 Z ay_ox" L.

n=0 n=2
Z powodu jednoznacznosci rozktadu funkgji w szereg Taylora wynika, ze wsp6tczynniki przy potegach
X po obu stronach réwnosci sg jednakowe. Stad

nag=0, n=0,1,
na, =2a,_,, n=23,...

i dalej

y(x)=ag x?" /n! = agexp(x?).
n=0

Przyktad. 16.
Réwnanie Airy’ego. Rozwazmy rozwiazanie réwnania y”” = xy w punkcie x = 0. Jest to punkt
zwyczajny. Podstawimy wiec

y(x) =) aux".
n=0
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Otrzymamy
Z apn(n —1)x Z Ay X
Poréwnujac wspétczynniki przy rownych potegach x otrzymamy
agm(n—1) = 0, n=0,1,2,
agn(n—1) = a,_3, n=34,...
Wspétczynniki ag i a1 s dowolnymi statymi, a ap = 0. Dalej
a = %0
T 3n(Bn—1)3n—3)(3n—4)...9-8-6-5-3-2
ao
3al3t(n—1/3)(n—1-1/3)(n—2-1/3)...(5/3)(2/3)
aOF(Z/B)
33T (n+2/3) "

Podobnie,
aOF(4/3)

Bl = = BT (0 + 4/3)
a3z = 0.
Jesli zdefiniujemy ¢ = agl'(2/3), ¢ = a1T'(4/3), to ogdlnym rozwigzaniem réwnania Airy’ego jest

x3n 3n+1

y(x)zclngmJr sz'

Otrzymalismy dwa liniowo niezalezne rozwigzania pomnozone przez dowolne state catkowania
(pomimo tego, ze rozpoczeliSmy od jednego szeregu Taylora). Promien zbieznosci szeregu jest
nieskonczony gdyz réwnanie Airy’ego nie posiada punktéw osobliwych w ptaszczyznie zespolone;.

State ¢1 i ¢ wyznacza sie z warunku poczatkowego dla x =0

1 =T(2/3)y(0),  c2=T(4/3)y'(0),

lub numerycznie z warunkéw zadanych inaczej.
Standardowo zdefiniowane liniowo niezalezne rozwiazania réwnania Airy'ego sa nastepujace:

Al 372/3 x3n _4/3 3n+1
i(x) = EO T (n +2/3) Z + 9'iT(n +4/3)
xSn ) x3n+1

Bi(y) — 3-1/6 5/6 _
i(x) =3 Eownlr(n+2/3) 3 n;()9”n!1"(n+4/3)
Funkcje Ai(x) i Bi(x) nosza nazwe funkgji Airy'ego.

Zadaniel.
Napisz program sumowania szeregéw dla funkcji Airy'ego z okreslona doktadnoscia € > 0. Narysuj funkcje Ai

oraz Bi.

Funkcje Airy’ego maja duze zastosowanie w analizie zaburzeniowej réwnan réz-
niczkowych.

Wspotczynniki ¢; 1 ¢; sa tak wybrane, ze Ai(x) maleje wyktadniczo przy x — oo, a
Bi(x) jest przesuniete w fazie wzgledem Ai(x) o 7t/2 przy x — —o.



Rozwiniecia lokalne w poblizu RPO

Przyktad. 17.
Szereg Taylora nie wystarcza do opisu rozwigzaf w poblizu RPO. Sprawdzimy to na podstawie réwnania
Yy + y/4x2 = 0. Wstawiajac tu szereg y = ) a,x" otrzymamy szereg zerowy!

Wyniki Fuchsa sugeruja, ze w regularnych punktach osobliwych rozwiazanie ma
posta¢ y(x) = (x — x9)*A(x), gdzie A(x) jest funkgja analityczna w otoczeniu xj.
Oznacza to, ze mozemy zapisac

(o]

y(x) = (x —x9)*A(x) = (x — x9) Z (x — xp)"

Prawa strona nosi nazwe szeregu Frobeniusa. Umownie zaklada sie, ze ap # 0, co jest
zapewnione przez wlasciwy wybor «. Szereg Taylora jest szczegdlnym przypadkiem
szeregu Frobeniusa.

Przyktad. 18.
Lokalna analiza RPO. Zastosujmy szereg Frobeniusa w xg = 0 w przypadku réwnania z poprzedniego
przyktadu y" +y/4x> = 0. Mamy

(n+a)n+a—1)+1/4]a, =0, n=0,1,2,...
Poniewaz zaktadamy ap # 0 to
ala—1)4+1/4=0. (n=0)

Stad @ = 1/2. Pozostate réwnania dajg a; = ap = a3 = ... = 0. Szereg Frobeniusa jest wiec
y(x) = ag\/x, gdzie ag jest dowolne.

Teoria szeregéw Frobeniusa gwarantuje znalezienie tylko jednego rozwiazania.
Problem drugiego, liniowo niezaleznego rozwiazania wymaga dodatkowej analizy.

Metoda Frobeniusa-Fuchsa dla réwnan drugiego rzedu

Jezeli rébwnanie
p(x) , q(x)

/!
VY T

)Zy =0 (10)

posiada regularny punkt osobliwy (RPO) w xp to p(x) i q(x) sa analityczne w xy.
Mozemy rozwinaé p(x) i q(x) w szereg Taylora w otoczeniu punktu xgp: p(x) =
Y pn(x —x0)", q(x) = Ygn(x —x9)". Wstawiajac do réwnania (10) i poréwnujac
wspolczynniki przy jednakowych potegach, dostaniemy

(x—x0)"2% :  [@®+(po—1)a+qolao =0, (11)
(x—x0)"" 2+ [(a+n)?+ (po—1)(a+n)+qgolan
n—1
= — Z[(zx—l—k)pn,k—l—qn,k]ak. (12)
k=1
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Poniewaz z zatozenia ag # 0 to « jest pierwiastkiem réwnania
P(a) = a®+ (po — 1)a +qo. (13)

Nastepnie rozwiazujemy rekurencje (12). Zauwazmy, ze lewa strone (12) mozna zapisaé
w postaci
P(a+k)ay,.

Rozwiazanie (12) istnieje wiec tylko wtedy dla k < n gdy P(«a + k) # 0. Jesli warunek
ten jest spelniony dla wszystkich dodatnich n to szereg Frobeniusa jest zbiezny w kole
o promieniu réwnym odlegtosci do najblizszej osobliwosci p(x) lub g(x).

Przyktad. 19.
Zmodyfikowane réwnanie Bessela rzedu v. Réwnanie
v, 1y v?
Y —(1+ )y = 14
Yoy =1+ 5y =0, (14)

posiada RPO w punkcie x = 0. Podstawmy y(x) = ¥ a,x""*. Dostaniemy:

Yo(atn)(a+n—1)ax™* 2+ Y (0 +n)ax®™ 2 = Y g, =12 Y g xR
0 0 0 0

Poréwnujac wspétczynniki przy x¥ dostaniemy

xuc—Z . (“2 . Vz)ao =0,
s [(w+1)?—12a =0,
KFn=2 . [(0‘_’_”) o 2}51”:51”_2, n=273...

Poniewaz ay # 0 to « = +v. Z tego powodu, ze v wystepuje w kwadracie, mozemy zatozy¢, ze
Rv > 0. Oznaczmy aq = +v, ay = —v. Mamy stad P(ay +n) #0dlan =1,2,... i wszystkie a,
mozna fatwo wyznaczy¢.

a1:a3:a5:...:0, (15)
oy = 2172 _ 204 _ o Gllv+d (16)
T uv+n) Pan—Dw—-n)(v+n—1) = 2mT(nut+n+1)
Stad
? [=S) x/2)2n

y(x) =aol (v+1)x Z

(v+n+1)" A7)

Umownie wprowadza sie ag =27V /T'(v+ 1). Wynikiem jest rozwiniecie Frobeniusa zmodyfikowane;
funkcji Bessela I, (x):
x/z)Zn

; Flv+n+1)" (18)

Podobnie znajduje sia funkcje I_, (x). Trudniejszym zadaniem jest znalezienie rozwigzan réwnania
Bessela dla v catkowitych. Przedyskutujemy to w jednej z dalszych czesci.



W przypadku a1 # ap musimy dokona¢ dodatkowej analizy problemu. Jesli
a1 — ap = N jest liczba catkowita rézna od zera, to relacja (12) jest postaci (« = ap,n =
N):

N-1

0-ay = — ) [(a+k)pn—k + gn-klax- (19)
k=0

Mamy dwia mozliwo$ci

1. Prawa strona (19) jest ré6zna od zera, ay nie istnieje. Istnieje potrzeba dalszej
analizy.

2. Prawa strona (19) znika. Mamy 0 = 0, co nie pozwala znaleZ¢ a,. ay jest dowolna
stala. Mozemy wyznaczy¢ a,.1, an42, ... w funkgji ap i an.

Podsumowanie

(I) a1 # g, 1 —apg # N =0,1,2,... Istnieja dwa liniowo niezalezne rozwiazania w
postaci szeregu Frobeniusa.

(II) a1 —ap = N =0,1,2,... (catkowita)

a) «1 = ay. Jedno rozwiazanie w postaci szeregu Frobeniusa. Drugie rozwiaza-
nie wymaga dodatkowej analizy.

b) a1 —ar =1,2,3,...
(i) Prawa strona (19) # 0. Jedno rozwiazanie w postaci szeregu Frobeniusa.
Drugie wymaga dodatkowych analiz.
(ii) Prawa strona (19) = 0. Dwa rozwiazania w postaci szeregu Froeniusa.

Punkty istotnie osobliwe. Analiza lokalna rozwiazan.

Dlaczego szeregi Frobeniusa (uogoélnione szeregi Taylora) nie wystarczaja przy opisie
rozwiazan réwnan rézniczkowych w otoczeniu nieregularnych punktéw osobliwych?
W otoczeniu RPO co najmniej jedno rozwigzanie réwnania nie posiada szeregu Frobe-
niusa. Popatrzmy na przyklady.

Przyktad. 20.

Brak rozwiazan typu szeregu Frobeniusa. Réwnanie iy’ = xl/zy posiada PIO (punkt istotnie osobliwy,
NPO) w x = 0. Rozwiazaniem réwnania jest y(x) = agexp (2x3/2/3) = ag Y5, (2x3/2/3)" /n!.
Nie jest to szereg Frobeniusa. Szeregi Frobeniusa zawieraja tylko catkowite potegi zmiennej niezaleznej.

Przyktad 2L
Brak szeregu Frobeniusa. Co sie stanie gdy rozwiniemy rozwiazanie réwnania x>y = y w szereg
Frobeniusa w x = 07 Jegli taki szereg istnieje to ¥,,(n + a)(n +a — 1)a,x" 1 = ¥ a,x"+%. Z



zatozenia ag # 0. Poréwnanie wspétczynnikéw przy jednakowych potegach daje natomiast ay = 0.
Mamy wiec sprzeczno$¢. Nie istnieje wobec tego szereg Frobeniusa w otoczeniu x = 0.

W nastepnym przykladzie problem braku szeregu Frobeniusa pojawia sie w bardziej
subtelny spos6b niz to widzieliémy dotychczas.

Przyktad. 22

NPO, w ktérym brak szeregu Frobeniusa. Réwnanie x2y” + (1 +3x)y’ +y = 0 ma NPO w x = 0.
Co sie stanie gdy sprébujemy rozwinaé rozwiazanie réwnania w szereg Frobeniusa (y = Y a,x"%)?
Mamy

=
N
[7e

(n+a)(n+a—1)ax" 2 (14 3x) Z (n+ a)a,x" T 4 Z =0.
n=0

n=0 n=0

Poréwnanie wspétczynnikéw przy réwnych potegach x prowadzi do réwnan:
x* 1 xag =0,
X a4 Dag +(n+a+1)%a, =0, n=12....

Poniewaz w szeregu Frobeniusa a4y # 0 to stad « = 0. Dalej a4 = —(n+1)a, dlan=0,1,2,...,
czyli a; = (—1)"nlag i rozwiazanie

y(x) = ag i(—l)”n!x”.

Znalezlismy szereg Frobeniusa, lecz jak sie okazuje jego promien zbieznosci jest réwny zero! Nie jest
to wiec szereg Frobeniusa.

Pojawienie sie szeregu rozbieznego jest typowe przy analizie réwnan rézniczkowych

w poblizu PIO. Nie jest to jednak catkiem bezwarto$ciowe. Szeregi takie uzywane sa w
celu znalezienia doktadnych rozwiazan.
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