LITERATURA: Bogdanow, Serojad

1 Oscylacje rozwigzan liniowych réwnan rézniczkowych
Zajmiemy sie liniowym réwnaniem skalarnym drugiego rzedu
y' (1) +pt)y (1) +q(t)y(t) =0, tel=]ab], (1)

gdzie funkcje p i g sa ciagle na I.

Z twierdzenia o jednoznaczno$ci rozwiazania wynika, ze kazdy problem Cau-
chy’ego (9) posiada jednoznaczne rozwiazanie na I. W szczegdlnosci, jesli rozwiazanie
zeruje si¢ wraz z pochodna w jakim$ punkcie w I to jest to rozwiazanie zerowe. Dalej
zaklada sie, ze rozwiazanie réwnania (9) jest niezerowe. Jezeli wiec rozwiazanie vy jest
zerem w tg € I to y/(t9) # 01w rezultacie w punkcie wewnetrznym ty € I rozwiazanie
zmienia znak przy przechodzeniu przez ty, a wiec jego wykres przecina o$ x.

Zera rozwigzania

LeMAT 1 Zadne z niezerowych rozwigzasi réwnania (9) nie posiada nieskoriczonej liczby zer na
dowolnym przedziale [w, B] € I, a wigc zera dowolnego rozwigzania sq izolowane.

o Jesli y posiada nieskoniczenie wiele zer na przedziale [, f] € I to w punkcie granicz-
nym (skupienia) zbioru zer mamy)

y(t) =y'(t) =0 )
i wobec tego rozwiazanie jest zerowe co jest sprzeczne z zalozeniem. Zera sa wiec
izolowane.o
Niezalezno$¢ liniowa

LeEMAT 2 Jesli dwa rozwigzania réwnania (9) lub ich pierwsze pochodne znikajg w jakims
punkcie odcinka I to rozwigzania te sq liniowo zalezne, tzn. rézniq si¢ statym czynnikiem.



o Wroniskian w rozwiazan y; iy, jest rowny w = y1y5 — yoy}. Z zalozenia, w ktéryms
punkcie ¢y € I, w(ty) = 0. Z formuly Liouville’a wynika, ze w(t) = 0 V¢ € I. Oznacza
to, ze rozwiazania sa liniowo zalezne.o

DEeFINICJA 1 Rozwigzanie réwnania (9) nazywa sie nieoscylujgcym na przedziale Iy C 1 jesli
posiada na I nie wigcej niz jedno zero. W przeciwnym wypadku rozwigzanie nazywa sig
oscylujgcym.

Przyktad 1.

Rozwigzanie réwnania

vy —w?y=0, w>0. (3)
jest nieoscylujace na przedziale I = (—oo,400) gdyz jest postaci y(t) = c1e“! + cpet.
Przyktad. 2.

Ogodlne rozwigzanie réwnania
YV 4+wr=0, w>0 4)

jest postaci y(t) = Asin(wt + ¢) i stad, odlegtos¢ miedzy zerami y(t) jest rowna 71/w. Na dowolnym
odcinku o dtugosci mniejszej niz 7t/w rozwiazania sa nieoscylujace, a na dtuzszych odcinkach sa
oscylujace.

Wskaznik braku oscylacji rozwiazan
LEMAT 3 KazZde rozwigzanie (9) jest nieoscylujgce na Iy C I jezeli na Iy funkcja q(t) < 0.

o Niech y bedzie dowolnym rozwiazaniem réwnania (9). Zbadamy funkcje

(6 = expl [ p(o)de] vy (1), ®)
gdzie s jest punktem poczatkowym na I.
W (6) = expl [ el [/ (0 — (0] ©

Z zatozenia wynilka, ze I’ (t) > 0 dla wszystkich t € I;. W rezultacie, funkcja h(t) rosnie
(stabo) na I;. Jesli istniatyby dwa punkty t1,t, € I i 1 < t; takie, ze y(t1) = y(t2) =0,
to h(t) = 0 dla wszystkich t € [t,t,]. Stad wynikatoby, ze y(t)y'(t) = 0 Vt € [, t2].
Na podstawie lematu o zerach rozwiazanie y moze posiadac na [t1, ] tylko izolowane
zera. Stad

y'(t) =0, Vt € [t1, 1) = y(t) =0, Vt € [t1, 2], (7)

tzn. rozwiazanie y jest zerowe!? Otrzymana sprzecznos$¢ pokazuje, ze rozwiazanie y
posiada nie wiecej niz jedno zero na Ij, jest to wiec rozwiazanie nieoscylujace.o

Przyktad. 3.

Rozwigzanie réwnania Eulera
2.1

ty" +tary +agy =0, t>0 8)

jest nieoscylujace jesli ag < 0.



Posta¢ kanoniczna ré6wnania drugiego rzedu

Jesli w réwnaniu

y' () +p)y (1) +q(t)y(t) =0, tel=lab],
wykonamy podstawienie
y = u(x)z

to dostaniemy
u"z+2u'z +u’ + p(u'z+uz') + quz = 0

i dalej
uz" + (2u' + pu)z' + (" + pu’ + qu)z =0.

Wybierzemy u tak by
2u' +pu=0

i zalozymy, ze p(t) € Cl. Réwnanie to spelnia funkcja
w(ty = V2o

Mamy wiec

7 / _ _ PP
u" + pu +pu—...—u(—4 2+q)
Poniewaz u # 0 wiec dostaniemy
P
Z'+Q(t)z=0, Q= Z—E‘Fﬂ]-

Ta posta¢ réwnania drugiego rzedu nosi nazwe postaci kanonicznej.

Przyktad. 4.

Réwnanie Bessela
Py xy + (2 —nP)y=0, x>0

1

po zamianie zmiennej y = x~ /27 prowadzi do postaci kanoniczne;

_n2—1/4

1
1
2"+ ( 2

)z =0.

©)
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(16)

(17)

(18)

(Tutaj p = 1/x, q = (x2 —n2)/x2. Stad Q = 1— (n2 —1/4)/x2. Dalej e~ 1/2[(1/x)dx

e—l/Zlnx — X_1/2. WiQC y= Zx—l/Z)



Twierdzenie Sturma o por6wnaniach

Niech beda dane dwa réwnania w postaci kanonicznej:

X"+ Q(t)x=0 (19)
y'+R(t)y =0 (20)
o wspotczynnikach (Q, R) ciagtych na I.

TWIERDZENIE 1 Jesli t1 i ty, t1 < tp sq zerami rozwigzania réwnania (19) oraz
Q(f) < R(t), Vte |t t] (21)

to dowolne rozwigzanie y réwnania (20) na odcinku [t1,tp] posiada co najmniej jedno zero.
Jesli w dodatku t; ity nie sq jednoczesnie zerami rozwiqzania y, to y posiada zero w przedziale

(t1, ).

o Niech y bedzie dowolnym rozwiazaniem réwnania (20). Wstawmy v i x do odpowied-
nich réwnan. Otrzymane tozsamosci pomnézmy przez y i x odpowiednio i odejmijmy
druga z nich od pierwszej. Dostaniemy

¥ (0y(0) " (O(0) + Q1) — RO(w(0) = 0 @)
lub p
1y —ya] = [R() - Qo). @)
Catkujac po ¢ od ; do t, i wykorzystujac warunek
x(t) = x(f2) =0, (24)
otrzymamy
¥(t)y(1) ~ ¥ (1)y(n) = [ (R~ Q). @)

Przyjmiemy dalej , ze t; i t; sa kolejnymi zerami rozwiazania x. Wobec tego x na
przedziale (t1,t;) ma jednakowy znak. Ustalmy, ze x(t) > 0, Vt € (t1,t2) Poniewaz
x'(t1) #01ix'(f2) #0to x'(t1) > 0ix'(t2) <O.

7 N

t1 tg



Zalozenie, ze rozwiazanie y nie znika na przedziale (t1, ;) jak réwniez na jednym z
jego koricéw prowadzi do sprzecznosci z réwnoscia (25). Jesli bowiem y > 0 (y < 0) to
lewa strona (25) jest ujemna (dodatnia) a prawa jest nieujemna (niedodatnia). Wobec
tego kazde rozwiazanie réwnania (20) posiada co najmniej jedno zero na [t1, t]. Jesli
rozwiazanie nie zeruje sie na konicach przedziatu to posiada zero w przedziale otwartym
(tl, t2).o

Zauwazmy, ze jesli (21) jest silna nieréwnoscia przynajmniej w jednym punkcie,
to réwnanie (20) posiada zero w przedziale (¢, ;) (wynika to z réwnania (25)) oraz
wlasnosci silnej monotonicznosci calki).

Wn10sEK 1 Kazde rozwigzanie réwnania (19) jest nieoscylujgce na przedziale I jesli Q(t) < 0
na I.

o Jedli istniatoby rozwiazanie x znikajace co najmniej w dwu punktach, to z twierdzenia
Sturma wynika, ze kazde z rozwiazan réwnania

y'=0 (R=0!) (26)

powinno by¢ zerem na I co jest falszem bo istnieja rozwiazania (y = 1), ktére nie
posiadaja zer na I.o

WNIOSEK 2 Zera liniowo niezaleznych rozwiqzan réwnania (19) wzajemnie siq rozdzielajq, tzn.
miedzy dwoma zerami jednego z rozwiqzan istnieje doktadine jedno zero drugiego rozwigzania.

o Niech x7 i x; beda liniowo niezaleznymi rozwigzaniami réwnania (19). Z lematu o
niezalezno$ci liniowej wynika, Ze nie moga posiadaé one wspoélnych zer. Z twierdzenia
Sturma wynika, ze miedzy kolejnymi zerami t; i {, rozwiazania x; lezy co noajmniej
jedno zero rozwiazania x,. Zamieniajac miejscami x; z x, w przeprowadzonym ro-
zumowaniu dochodzimy do wniosku, Ze zera t; i t, rozwiazania x; nie sa kolejnymi
zerami.o

Przypadek nieskorniczonej liczby zer
TWIERDZENIE 2 Jesli przedziat I jest niewlasciwy i

Q) >m >0, Vtel, (27)
to wszystkie rozwiqzania réwnania (19) majgq nieskoriczenie wiele zer.
Dowdd przeprowadzamy poréwnujac (19) z réwnaniem x” 4+ mx = 0 i korzystajac z
wynikéw przykiadu 2.

Przyktad. 5.

Rozpatrzmy réwnanie Bessela w postaci kanonicznej

B n2—1/4

x4+ (1 7 )x=0, t>0. (28)



Dla 0 < n < 1/2 spetniona jest nieréwnosé¢

2 _
n 1/4>

1 g =1, t>0 (29)

i dlatego wszystkie rozwigzania réwnania Bessela posiadaja nieskonczenie wiele zer. Odlegtosé¢ kolejnych
zer jest w przypadku 0 < n < 1/2 mniejsza niz 7t. Przy n > 1/2 istnieje réwniez nieskonczona liczba
zer, a ich odlegtos¢ jest wieksza od 7. Poniewaz

n2—1/4
- =

1 2

1, t— o0 (30)
to odlegtos¢ zer dazy do 7.

Warunek (27), zapewniajacy istnienie nieskoriczonej liczby zer rozwiazania réwnania
(27) mozna nieco ostabié.

TWIERDZENIE 3 Jesli przedziat I = [a, c0) i

—+o00
Q(t) >0, / Q(t)dt =0, (31)
to wszystkie rozwigzania réwnania (19) posiadajg nieskoriczenia wiele zer.

o Zal6zmy, ze istnieje rozwiazanie x, ktére nie posiada nieskoriczonej liczby zer. Jstnieje
wtedy taki punkt tg, ze przy t > ty funkcja x ma staty znak. Przyjmijmy

x(t) >0, Vt>t

Poniewaz
x"(t) = —Q(t)x(t), Vt>to, (32)

to x”/(t) <0, i pochodna x" maleje na przedziale [tg, +c0]. Mamy dwie mozliwosci. 1°
x' >0, Vt > tg. W tym przypadku x rosnie ix(t) > x(to), Vt > to. Catkujac (32) w
granicach od ¢y do t otrzymamy

X (t) — x'(t) = — t: Q(s)ds < —x(tp) t:Q(s)ds, Vit > tg

t
x'(to) > x(to) | Q(s)ds — oo przy t — +oo
to

Sprzecznosc!

Pochodna x'(t)



2°x'(t) <OVt >T,T > ty. Poniewaz x’ maleje, to
x(t) <X(T), Vt>T.
Stad (po scatkowaniu od T do t) mamy
x(t) —x(T) <X (T)(t—-T), Vt>T,
—x(T) <x'(T)(t—T) = —o0 przy t — +00.
Otrzymane sprzecznosci pokazuja, ze wszystkie rozwiazania réwnania (19) posiadaja

nieskoniczenie wiele zer. o

Przyktad. 6.
Wszystkie rozwigzania réwnania
w2
Wb Spx =0, t>0, w#0
dla @ < 1 posiadaja nieskonczenie wiele zer poniewaz

2 —+oo 2
‘t"—“zo dlat>0i/ w

o

Dodatek. Wroniskian. Twierdzenie Liouville’a

1) Rozpatrzmy funkcje ¢, k=1,...,nnal € R! klasy C". Wyznacznik

D%y D% ... D%,
o= DYy D'y, ... D'y,
D"y D" ... D"y,

gdzie DF = d/dt*, nazywa sie wroniskianem (od nazwiska polskiego matematyka,
J. Wroniskiego). Wyliczymy Dw, biorac pochodne z wyznacznika wedlug wierszy i
odrzucajac wyznaczniki o jednakowych wierszach

D%, D% ... D%,
w = n—2 n—2 n—2

D" 2y, D" 2y, ... D" 2y,

D"y, D"y, ... D",

Rozpatrzmy réwnanie rézniczkowe
L,x=20 (33)

gdzie operator L, = D" + A, 1D" '+ ...+ aD' +a, i wspoltczynniki a; sa state
(operator L, nazywa sie wtedy stacjonarnym).



LemAT 4 (Liouville’a). Jesli gy sq rozwigzaniami réwnania
L,x=0 (*)

gdzie Ly, jest stacjonarny, to
w(t) = w(0) exp —a,_1t. (L)

o Funkcje ¢ (rozwiazania réwnania) zamieniaja (*) w tozsamos¢. Dlatego
D"y = —a,_1D" M — ... — a1 D — agiy, Vt.
W wyniku (patrz réwnanie dla Dw) mamy
Dw= —a,_w, Vt,
a to oznacza, ze w(t) = w(0) exp(—a,_1t). o

TwWIERDZENIE 4 Rozwigzania yy réwnania L,x = 0 tworzq uktad zupetny (baze) wtedy i tylko

wtedy gdy w(t) # 0, Vt.

o Zbudujmy ogoélne rozwiazanie réwnania rézniczkowego n—tego rzedu L,x = 0.
X = Z Ckl/Jk.
k

Utworzymy uklad réwnan algebraicznych dla ¢, z pochodnych w punkcie poczatko-
wym t = 0
D*x(0) = Y oD i, k=0,...,n. (u)
]

Wyznacznikiem ukfadu jest w(0). Jesli w(0) # 0 to uktad (u) ma jednoznaczne
rozwiazania przy dowolnych ¢ i dlatego i, tworza baze.

Odwrotnie, jesli ¢ tworza baze, to uklad réwnan (u) mozna rozwiaza¢ dla do-
wolnych &, a stad wynika, ze w(0) # 0, co pociaga za soba spelnienie nieréwnosci
w(t) # 0, ktéra wynika z lematu Liouville’a (L). o



