LITERATURA: J.L. Quiroz Gonzales, D. Thompson: Getting started with Numerov
Method, Computers in Physics, 11, Sep/Oct 1997

1 Metoda Numerova

Réwnanie Schrodingera jest réwnaniem rézniczkowym drugiego rzedu i w wielu
przypadkach nie zawiera pierwszej pochodnej. Prosta metoda numeryczna rozwiazy-
wania tego typu réwnan jest metoda Numerowa. Metoda ta nosi tez nazwe metody
Numerova-Cowella-Goodwina-Foxa .. ..
Ogolniej, metoda stuzy ona do rozwiazywania réwnan typu
42
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gdzie y = y(x). Do tej klasy rownan, oprécz réwnania Schrodingera
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zalicza sie tez rownanie klasycznego, nie ttumionego oscylatora harmonicznego
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moa = focoswx — ky. 3)
Précz tego nalezy do niej réwnanie Poissona opisujace potencjat w przypadku odpo-
wiednio symetrycznego rozkltadu tadunku.

Metode Numerowa mozna zastosowac do réwnan, ktére nie posiadaja pierwszej
pochodnej (patrz jednak 1 Dodatek), a ich lewa strona jest liniowa w y. Aby otrzymac
schemat réznicowy réwnania drugiegi rzedu skorzystamy z definicji r6znic centralnych.
Jesli zalozymy, ze wspélrzedna x zostata podzielona na mate odcinki & i korice tych
odcinkéw oznaczymy przez x,, natomiast odpowiadajace im wartosci y(x,,) oznaczymy
przez y,, wowczas korzystajac z rozwiniecia y(x) w szereg Taylora, mozemy zapisac
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W celu ulatwienia zapisu oznaczymy prawa strone réwnania (1) przez
F=U(x)+ V(x)y. 7)
Sktadajac réwnanie (1) i réwnanie (6) otrzymamy

= 2y, — +#F+ﬁ§£+mW) (8)
Yn+1 = 2Yn — Yn—1 nt 15552 .
Zastapimy teraz druga pochodna F réwnaniem réznicowym podobnym do réwnania
(6), a wiec
W2 d*F Wt d*r 6
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W ten sposéb otrzymamy réznicowy algorytm Numerowa catkowania réwnania (1)

2y — Yn—1 + h?/12(Uy 11 + 10F, + F, 1)

Ynt1 = A=V, 112/1) + O(K®). (10)

Wykorzystaliémy tutaj liniowos$¢ prawej strony réwnania (1) w zmiennej zaleznej y.

Na podstawie tego wzoru widzimy, ze wykonanie jednego kroku catkowania z
duza dokladnoscia, réwna O(h®), a wiec wyliczenie kolejnego y,, wymaga tylko
jednokrotnego wyznaczenia funkgji U i V. Metoda Rungego-Kutty, w celu osiagniecia
tej samej dokladnosci, potrzebuje obliczy¢ szes¢ wartosdci U i sze$¢ wartosci V na
jeden krok catkowania (patrz: Press, Teukolsky, Vetterling, Flannery, Numerical Recipes,
Cambridge UP, Cambridge, 1992.)

Z réwnania (10) widaé, ze dla wyznaczenia wartosci y,41 potrzebujemy znac
warto$¢ y w dwu punktach poprzednich, a wiec v, i y,—1. Musimy wiec zastanowi¢ sie
jak rozpocza¢ obliczenia. Zaktadamy, ze znamy warto$¢ poczatkowa yo = y(xo), kt/ora
pozwala obliczy¢ Fy i znamy pochodna y; (zagadnienie Cauchy). Chcac wyznaczy¢
Yy z doktadnoscia O(h®) musimy z taka doktadnoscia zna¢ y;. Okazuje sie jednak, ze
wystarczy nizsza dokladnoéc¢ obliczenr y1, réwna O(h),atoz tego wzgledu, iz blad
koficowy algorytmu jest rzedu h°, a y; wyznaczamy tylko raz.

Najlepsze co mozemy zrobié to obliczy¢ y; z rozwiniecia Taylora

y1 = Yo + hyf + h?/2!Fy + 13 /3!Fy + h* JAIE) + O(K°). (11)

Za pochodna Fj wstawiamy
F -k
h

i obcinamy tak otrzymany szereg. Daje to

E, = +O(h) (12)

Yo + hy6 + h2/6(U1 — ZF())
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Uzycie tak wyliczonego 1 z dokladnoscia O(h*), moze spowodowaé, wzrost globalnego
bledu obliczert do O(h*)!



Z réwnania (11) widzimy, ze w celu zmniejszenia btedu, powinni$émy jak najdoktad-
niej obliczy¢ druga pochodna F)'. Niektérzy autorzy sugeruja by zrobi¢ to analitycznie
co jednak nie zawsze jest praktyczne. Inni proponuja by obliczy¢ y; z réwnania (11) bez
cztonéw F| i F} i nastepnie zastosowa¢ standardowy algorytm Numerowa (1) w celu
pierwszego oszacowania y». Warto$¢ te mozna nastepnie wykorzysta¢ do wyznaczenia
Fj. Powtarzajac obliczenia, lecz juz teraz z wykorzystaniem Fj, mozna uzyska¢ nowe
wartosci y; i y2. Cykl obliczeni trwa do momentu gdy obie wartosci y; i y» przestana
sie zmienia¢. W tej sytuacji przechodzimy do dalszych obliczeri wedlug algorytmu
Numerowa. Jeszcze inna mozliwos¢ wyliczenia y; polega na wykonaniu jednego
kroku catkowania z wykorzystaniem innego, samostartujacego algorytmu catkowania i
nastepnie na przejéciu do metody Numerowa.

Zal6zmy tymczasem, ze mamy pierwsze oszacowanie Y1, ktére pozwoli oszacowac
F,. Korzystajac z Fy, F; i F, mozemy oszacowa¢ Fj i stad, z zadana dokladnoscia,
otrzymac y;. Mozna powiedzie¢, ze poszukujemy y; w postaci

Y1 =1Yo+ hy6 —+ h2(aF0 + bF + CFz) . (14)

State a, b, c powinny by¢ takie, by réwnania (11) i (14) byly ze soba zgodne. Uzyskamy
je rozwijajac F; i F, w szereg Taylora w punkcie xo.

(aFy +bFy +cF) = aFy+b(Fy+hEy+h?/2F) +...) +c(F + hF| + 1 /2F] +...)

Fo(a+b+c)+ Eyh(b +2c) + F/h?/2(b+c+3c+c) +...

Poréwnujac wspolczynniki tego rozwiniecia z odpowiadajacymi im wspétczynnikami
w réwnaniu (11) dostaniemy

a+b+c = 1/2,
b+2c = 1/6, (15)
b+4c = 1/12.

Stad
a=7/24, b=1/4, c=—1/24. (16)
Mozemy wiec zapisac
y1 = Yyo+ hyy+h?/24(7F + 6F; — F») + O(h%), (17)
= AR | o). (18)

Z doktadnoscia do cztonéw O(F°) uklad réwnan (18) jest liniowy wzgledem y; i y»
(uwaga: 1 i yo wchodza do Fy, F).

anyi +any2 = by, anyr +axny, = b. (19)



gdzie

an =1-Vih?/4, (20)
ar = Vh?/24, (21)
ay = —2-5Vih*/b, (22)
a2 =—1-Wh?/12, (23)
by =yo+hyy+h(7F +6U; — Uy)/24, (24)
by = —Yo+ hZ(F() + 10U, + Uz) . (25)

Stad dostajemy y; z bledem O(h°).

axby —apb;
1= (26)
a11az2 — ai2dn]

yo(1 — Vah?/24) + hyh(1 — Vah?/12) + W2 /24(7F) + 6Uy — Up) — h*Va/36(Fy + 2Uy)

ne 1— Vil /4+ Vi Valii/18
(27)
W pokazanej, ulepszonej metodzie Numerowa startujemy z réwnania (27) i dalej
korzystamy z réwnania (10).

Zadaniel.

Powtérzy¢ obliczenia prowadzace do wartosci wspétczynnikéw a, b, ¢ pokazanych w réwnaniu (16).

Zadanie?2.

Napisa¢ podprogram (Pascar, FORTRAN, C++) rozwigzywania réwnan rézniczkowych metoda Numerowa
i wykona¢ test programu spradzajac w tym celu zgodno$¢ wynikéw numerycznych z rozwigzaniami analitycznymi
kilku znanych réwnan. Jak krok catkowania i wptywa na wyniki obliczen? Wykonaé rysunki poréwnawcze

rozwigzan dla trzech réznych krokéw catkowania.

Zadanie3.
Rozwiaza¢ réwnanie —0.5y” +y +x = 0,y(0) = 1,3/ (0) = 0, stosujac metode Numerowa.

Dodatek. Uzyteczna transformacja

LITERATURA: Stephen B. Haley, An Underrated entanglement: Riccati and Schrodinger
equations, Am. J. Phys., 65, March 1997, pp237-243.

W takich sytuacjach jak np. elektron w polu magnetycznym, réwnanie Schrodingera
zawiera pierwsza pochodna. Zdarza sie to réwniez w innych przypadkach, ktére
prowadza do réwnan drugiego rzedu. Rozpatrzmy réwnanie

e d
de _ 2a(x)£ +b(x)Z(x) =0, (28)



w ktérym Z(x) jest nieznana funkcja, a wspoétczynniki a(x) i b(x) sa funkcami x.
Pierwsza pochodna mozna wyeliminowa¢ wykonujac transformacje (patrz np. Kamke)

Z(x) = Y(x)exp [/xa(x')dx’] : (29)
Prowadzi to do nastepujacego réwnania dla Y(x)
d?Y
o) + f(x)Y(x) =0, (30)
gdzie
da
Fx) =B 2 (x) +b(x) 6

Podana transformacja jest czescia ztozonej transformacji Liouville’a uzywanej przez
Berezina i Shubina do wyznaczenia asymptotycznych wilasnosci funkcji wiasnych
rownania Schrodingera (patrz: FA. Berezin, M.A. Shubin, Urawnienie Schrédingera,
Moskow, 1983.)

Posta¢ (30) nosi nazwe postaci kanonicznej rbwnania rézniczkowego drugiego rzedu

(patrz nastepny rozdziat).
Znalezienie transformacji odwrotnej, ktora pozwala otrzymac¢ Z z zadanych funkeji Y i f(x)
wymaga rozwiazania rownania Riccatiego

% —a2(x) = f(x) - b(x). (32)

Szczegblnym rozwiazaniem réwnania (32), ktore jest transformacja odwrotna jest

a() = iy/f(x), blx)=—2 (33)

-

Poniewaz znamy zazwyczaj posta¢ analityczna obu wspoétczynnikéw (chyba, ze
mamy ich wartoéci numeryczne) to wykonanie podanej transformacji (29) jest rzecza
prosta i mozemy bezposrednio stosowaé metode Numerowa do otrzymanego réwnania
(30).

Zadanied
Rozwiaza¢ réwnanie x3y” = y[y(1) = 1,y'(1) = 0] na odcinku (0,1). Narysowa¢ wykres funkcji f(x) =
y(x)/ (x3*exp (2x1/2)). Wynik powinien byé podobny do przedstawionego na rysunku.
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Wykres zaleznosci y(x)/ (x3/* exp (2x~1/2)) gdzie y jest rozwigzaniem réwnania
x3y" =yly(1) = 1,y (1) = 0]. Réwnanie rozwigzano metoda Numerova-Cowella, z krokiem h=0.0002.



