1 Zachowanie si¢ rozwiazan w otoczeniu NPO

Réwnanie
x3 y// — y (1)

nie daje sie rozwiaza¢ metoda szeregéw Frobeniusa.

Zadaniel.

Sprawdzi¢, ze réwnanie x>y’ = y nie daje sie rozwiaza¢ metoda szeregéw Frobeniusa.

Kazde réwnanie rézniczkowe II rzedu ma dwa liniowo niezalezne rozwiazania.
Opiszemy krétko procedure, ktéra pozwala znaleZé lokalne zachowanie rozwigzan
w poblizu NPO. W przypadku réwnania (1) jest to punkt x = 0. Rozwiazanie jest

y(x) ~ Cix¥*exp(2x71/2) (x — 01) )

y(x) = Cox¥*exp(—2x712) (x — 04). 3)

Zauwazmy, ze rozwiazania zawieraja funkcje wykltadnicza z funkcji, ktéra jest osobliwa
w nieregularnym punkcie osobliwym réwnania rézniczkowego. Posiadaja wiec istotne
osobliwosci w x = 0.

Pierwszy krok w wyznaczeniu gtéwnego zachowania sie rozwigzania w okolicy
NPO polega na identyfikacji tzw. czynnika kontrolnego. Jest to najczesciej exponenta.
Sugeruje to nastepujace podstawienie (Carlini 1817, Liouville 1837 Green 1837):

y(x) =expS(x). 4)

Sprowadza to liniowe réwnanie rézniczkowe n-tego rzedu do przyblizonego réwnania
1-go rzedu dla S(x), ktore jest zazwyczaj stuszne w obszarze NPO.

W celu przesledzenia metody zastosujemy podstawienie (4) dla znalezienia czynnika
kontrolujacego w rozwiazaniu réwnania

Y +p(x)y +q(x)y =0, 5)
w poblizu nieregularnego punktu osobliwego xg. Podstawmy y = exp S. Mamy
"+ (S + p(x)S' +q(x) = 0. (6)

Réwnanie to jest tak samo trudne jak réwnanie (5) lecz zazwyczaj upraszcza sie z
powodu faktu, ze w okolicy NPO

" << (8)?, x = xp. 7)

Zal6zmy, Ze czynnik kontrolny rozwiazania jest postaci exp[—a(x — xp)~?], gdzie b > 0
tak, ze y(x) ma w poblizu x istotna osobliwosé. Mamy wtedy (S')? ~ a?b?(x — xp) 202
i 5" ~ab(b+1)(x — x9)~?2. Zatozenie (7) jest wiec stuszne bo b > 0. Zrézniczkowali-
Smy tutaj relacje asymptotyczna. Procedura ta zostanie uprawomocniona pézZniej.



Asymptotyczne réwnanie rézniczkowe
(8) ~ —p(x)S" —q(x), x = xo, ®

ktore otrzymuje sie po odrzuceniu S”, fatwo rozwiazaé. Rozwiazania mozna nastepnie
uzy¢ do sprawdzenia relacji (7). (Zauwazmy, zZe przeniedliSmy dwa cztony na prawa
strone réwnania (8) po to by unikna¢ stwierdzenia, ze funkcja jest asymptotyczna z
zerem.) Istnieja przypadki gdy (7) nie zachodzi. Relacja ta nie jest tez spetniona w ZPO
lub RPO.

Przyktad. L
Czynnik kontrolujacy w otoczeniu NPO w zerze. Wezmy réwnanie x°y" = y. Znajdziemy czynnik
kontrolujacy w otoczeniu zera, ktére jest NPO réwnania. Réwnanie (8) jest
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(8?)~x73, x = xq.
Mamy dwa mozliwe rozwiazania: S'(x) ~ +x73/2 (x — xq), a stad
S(x) ~ 212, x = xf. )
Zauwazmy, ze catkowaliémy relacje asymptotyczna dla S postaci f(x) ~ g(x) x — xo.

Jesli calkowanie dotyczytoby réwnosci to calki réznityby sie o stata. W przypadku relagji
asymptotycznej catki rézni funkcja C(x), ktérej pochodna jest mata w poréwnaniu
z fig przy x — xp. Obie calki sa asymptotyczne przy przy x — xo wtedy gdy
C(x) << [ f(x)dx lub [* g(x)dx. Istnieja przypadki, w ktérych C(x) nie jest mniejsza
ani od [* f(x)dx ani od [ g(x)dx. Jesli jednak f ~ a(x —x)~? (x — x¢), gdzie b > 1,
to
X
/ F(x)dx ~ [a/(1—b)](x — x0)'™", x — x0;
Jeslib < 1 to
X
/ f(x)dx ~ c(const) przy x — xq;
Jeslib =1
X
/ f(x)dx ~aln|x — x|, x — xo.

Przyktad. 2

Zachowanie gtéwne w poblizu NPO. ZnalezliSmy dwie wartosci czynnika kontrolujacego (9). Wynika
to stad, ze réwnanie drugiego rzedu ma dwa liniowo niezalezne rozwiagzania. Skoncentrujemy sie na
przypadku S ~ +2x~1/2 (x — 0T). Drugie rozwiazanie traktuje sie podobnie. Ulepszymy rozwiazanie
znajdujac funkcje C(x). To znaczy

S(x) =2x"124C(x), Cx) <<2x V2 (x = 0M). (10)
Nie mozemy spodziewaé sie, ze znajdziemy doktadng funkcje C(x). Bytoby to réwnowazne z doktadnym

rozwiazaniem réwnania. Wyznaczymy C(x) tylko asymptotycznie.
Wstawmy (10) do oryginalnego réwnania (6) z p(x) = 0 g(x) = —x~3. otrzymamy 3x~%/2 + C" —
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2x73/2C’ + (C")? = 0. Réwnanie to mozemy rozwigza¢ asymptotycznie korzystajac z (10). Mamy
S~ —x73/2 (x = 0") lub réwnowaznie C' << x~3/2 (x — 0%). Stad (C")? << x3/2C" (x —
0"). Prowadzi to do réwnania asymptotycznego

%x*3/2 + C// ~ 2x73/2C1 .

Réwnanie to daje sie rozwigzaé, lecz dla treningu uproscimy je jeszcze raz stosujac przyblizenie
asymptotyczne. Poniewaz C' << x~3/2 (x — 07) to rézniczkujac te relacje (o ile mozna) dostaniemy
C" << x7%/2 (x = 07). Stad

gx*S/z ~2x732¢ ) x 0t

Rozwigzaniem jest wiec
CNZInx (x = 07). (11)
Zauwazmy, ze rézniczkowanie (11) daje C’' ~ 3x72 (x — 0%), a wigc C” << x%/2 (x — 07) tak

jak zatozono.
Wstawiajac do (10) dostaniemy

S(x) ~2x 12 4 Zlnx—f—D(x), (12)

gdzie D(x) jest funkcja (wynikajaca z catkowania relacji asymptotycznej), ktéra spetnia relacje
D(x) <<Inx, x = 07. (13)

Sprébujmy znalezé D(x). Podobnie jak w przypadku funkcji C wstawimy (12) do (6) przy p = 0,
g = —x~3. Dostaniemy

—3x72/16 + D" + (D")? —2x~%/2D' 4 3x71D'/2 = 0.
Biorac pod uwage, ze x~ 1 << x73/2 (x = 0%), otrzymamy
3x7'D'/2 << 2x7¥2D', x > 0",
Po drugie D’ << x~1 (x — 0%), co dostajemy rézniczkujac (13), a wiec
(D')? <<x D', x = 07".
Rézniczkujac (13) dwa razy mamy

2, x— 0",

D" << x~
Na podstawie tych zwigzkéw, réwnanie asymptotyczne dla D mozemy zastapi¢ réwnaniem
—2x73/2D" ~ 3x72/16 x — 0T,

lub
D' ~ —3xY2/32 x —o0t.

Biorac catke nieoznaczong z obu stron tej relacji, dostaniemy

D—d~ —3x2/16, x — 0T,



gdzie d jest stata. Inaczej méwiac, mamy
D(x) =d+é(x), (14)

gdzie
5(x) ~ =3x1/2/16 (x — 07).

Do dyskusji funkgji é(x) wrécimy pdzniej. Zwréémy uwage, ze wyznaczyliSmy
wszystkie wktady do S(x), ktére nie znikaja dla x — 0T. Ostatnia poprawka d(x) znika
dlax — 0.

Udokfadnimy teraz definicje skfadowej wiodace;j.

DErFINICIA 1 Wiodgce zachowanie sie rozwigzania y(x) wyznaczajg cztony z S(x), ktére nie
znikajq dla x dqzqcych do nieregqularnego punktu osobliwego rozwiqzania.

W rozwazanym przykladzie wiodace zachowanie jest

y(x) ~ exp[2x 12 + Zlnx—i—d] x— 0%,

lub

y(x) ~ C1x¥texp(2x71/2) (x — 01),
gdzie C; = ¢
Zadanie2.

Powtérzy¢ postepowanie dla S(x) ~ —2x~1/2.

Zadanie3.
Rozwiazaé numerycznie réwnanie x3y” =y, y(1) =1, y'(1) = 0 na przedziale (0,1). Ktadac e®™®) =1+ ¢(x),
gdzie € — 0 przy x — 0T, sprawdzi¢, ze € — 0 jesli x — 0T,

Rozwiazanie réwnania (1) jest liniowa kombinacja rozwiazan, z ktérych jedno
eksponencjalnie maleje przy x — 0%, a drugie eksponengjalnie ro$nie do co.
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Wykres zaleznosci y(x)/ (x/* exp (2x~1/2)) gdzie y jest rozwigzaniem réwnania
By =yly(1) = 1,y'(1) = 0].
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Przyktad. 3.
Na podstawie wynikéw poprzedniego zadania wiemy jak zachowuje sie wiodacy czton rozwiazania

przy x — 07, Funkcja e(x) zdefiniowana réwnoscia e®(¥) = 1 + e(x) dazy do zera. Rozwiazaniem

réwnania x3y” = y jest kombinacja liniowa dwu rozwiazan. Jedno z nich rosnie do nieskorczonosci,

a drugie maleje do zera w granicy x — 0" (patrz (2,3)). Przy przyjetych warunkach poczatkowych
catkowania numerycznego, y(0) = 1,3'(0) = 0, wspétczynnik przy rozwiazaniu rosnacym jest rézny
od zera. Poniewaz rozwigzanie rosnace przewyzsza rozwigzanie malejace to jego wktad dominuje nad
sktadowa malejaca w granicy asymptotycznej. Wktad wiodacego cztonu

y(x) = oy x3/4 exp(2x*1/2)[1 +e(x)], (15)

mozemy oszacowaé, poréwnujac je z rozwigzaniem numerycznym. Aby to zrobi¢, na rysunku pokazano
funkcje y(x)/(x3*exp(2x~1/2)) w funkcji x dla 0 < x < 1. Wartos¢ tego stosunku wynosi
cp = 0.1432... przy x — 0. Odlegtoé¢ pomiedzy ta wartoécia graniczng i narysowana krzywa jest
proporcjonalna do funkgji €(x). Rysunek ten ilustruje site analizy asymptotycznej. Pomimo tego, ze
funkcja y(x) zmienia sie o rzedy wielkosci, wiodace zachowanie y(x) jest dobrym przyblizeniem y(x)
na catym odcinku 0 < x < 1. Rysunek pokazuje tez, ze btad wzgledny e(x) jest co najwyzej réwny
15%. Gtéwne zachowanie rozwiazania poprawia sie dla x — 07. Widzimy, ze oszacowanie funkcji
€(x) moze poprawi¢ rozwiazanie.

Zanim bedziemy kontynuowa¢ rozwazania dotyczace przyktadu, dokonamy prze-
gladu metody, ktéra doprowadzita do jego przyblizonego rozwiazania. Jest to metoda
dominacji (dominujacej réwnowagi). Polega ona na identyfikagji tych cztonéw réw-
nania, ktére mozna zaniedba¢ w granicy asymptotycznej. Jej realizacja odbywa sie w
trzech etapach.

1. Odrzucamy w réwnaniu wszystkie cztony ktére sa mate i zastepujemy réwnanie
relacja asymptotyczna.

2. Zastepujemy relacje asymptotyczna réwnaniem zamieniajac znak ~ znakiem
réwnoéci = i dokladnie rozwiazujemy tak otrzymane réwnanie. Otrzymane
rozwiazanie automatycznie spetnia relacje asymptotyczna chociaz nie jest to
jedyna spelniajaca ja funkcja.

3. Sprawdzamy teraz czy otrzymane rozwiazanie jest zgodne z warunkiem przyje-
tym w (1). Jesli zachodzi zgodno$¢ to musimy jeszcze pokaza¢, ze réwnanie dla
funkcji otrzymanej metoda eliminacji rozwiazania dominujacego z rozwiazania
doktadnego ma rozwiazanie, ktére zmienia sie wolniej niz rozwiazanie domi-
nujace. Kiedy tak jest wnioskujemy, ze czynnik dominujacy jest taki sam jak w
rozwiazaniu dokfadnym.

Przyktad. 4.
(c.d.) Poprawki do zachowania gtéwnego w poblizu poczatku uktadu. Wecigz pozostajemy przy
réwnaniu x3y” = y. Jego rozwiazanie jest ciagle niepetne gdyz mozna znalez¢ caty szereg przyblizen,

ktére je poprawiaja w granicy x — 0T. Znajdziemy kolejne przyblizenia do funkcji €(x) w rozwiazaniu



(15). Najpierw znajdziemy réwnanie, ktére spetnia 1+ €(x). Nastepnie znajdziemy jego rozwiazanie
w postaci formalnego szeregu potegowego

T+e(x) =1+ ax* +ay(x*)? +az(x*)° +..., (16)

gdzie & > 0. Kiedy znajdziemy wspéfczynniki a; tego szeregu, rozwiazanie (1) przy x — 01 bedzie
kompletne. Otrzymamy reprezentacje y(x) w postaci szeregu zawierajacego funkcje elementarne.
Wstawiajac (16) do (15) otrzymamy rozwigzanie w postaci uogélnionego szeregu Frobeniusa. Jest to
uogdlnienie polegajace na tym, ze po pierwsze szereg ten zawiera exponente ktéra jest istotnie osobliwa.
Po drugie, nie jest to szereg catkowitych poteg x; okaze sie, ze & = 1/2. Po trzecie, szereg (16) jest
rozbiezny dla x — 0. Interpretacje tego faktu odtozymy na pézniej. Wyliczmy wspétczynniki ap,
k=1,2,... oraz a. Znajdziemy w tym celu réwnanie, ktére spetnia w(x) = 1+ €(x). Wstawiajac
(15) do (1) dostaniemy
3
1 /
w" + ( Jw 16x2w_0' (17)
Zastapienie y(x) przez w(x) pozwolito wydzieli¢ wiodacy czton rozwigzania. Zadanie wydzielenia
wiodacego cztonu jest w analizie asymptotycznej konstrukcja rozwigzania, ktére zachowuje sie asymp-
totycznie jak stata. Nie eliminuje to z réwnania NPO. Z (2) i (15) lub na podstawie analizy lokalnej
réwnania (17) wynika, ze mozliwym czynnikiem wiodacym w(x) jest 1 lub exp(—4x~1/2). Zacznijmy
obliczenia od znalezienia wiodacego zachowania e(x). W tym celu wstawmy w(x) = 1+ e(x) do
(17). Mamy

" 3 2 ., 3 3e

- B S a—)
G TR T Te
Zauwazmy, ze € << 1, x — 0T, a wiec
3¢’ 3
i —0*
1622 < T2 *
Jednoczesnie 3
o e +
o << oy x—0
Prowadzi to do réwnania )
" / x 0%, (18)

—_ — € ~ —
x3/2 162

ktére nalezy rozwigza¢ przy warunku € — 0, x — 0F. Zastosujemy metode dominujacej réwnowagi.
Argumentujemy, ze przy x — 07 dowolny sktadnik réwnania (18) nie moze by¢ wigkszy od dwu
pozostatych bez naruszenia warunkéw, przy ktérych to réwnanie jest relacja asymptotyczna. Mamy
cztery mozliwe przypadki. Rozwazymy je w kolejnosci. Warunek, ktéry nie prowadzi do sprzecznosci
to warunek ostatni, €(x) ~ 3x1/2/16, x — 0". Wynik ten poznaliémy juz w (14).

(a) €' ~3x72/16 i 2x 32’ << 3x2/16, x — 0. Dwukrotnie catkujac pierwsza z relagj,
dostaniemy € ~ —31Inx/16, x — 07. Jest to sprzeczne z warunkiem € — 0, x — 0.

(b) €"/€e ~2x73/213x72/16 << 2x~3/2¢, x — 0F. Catkowanie pierwszej relacjidaje Ine’ ~
—4x~1/2 xx — 0. Jest to sprzeczne z zatozeniem, ze 3x 2 << 2x~3/2¢!, x — 0.

(c) Nie mozna zaniedba¢ zadnego ze sktadnikéw w poréwnaniu z dwoma pozostatymi.

(d) —2x73/2¢' ~3x72/16i €” << 2x73/2¢, x — 0F. Z pierwszej relacji mamy e ~ —3x1/2/16.
Pominieta zostata stata catkowania gdyz € — 0 przy x — 0. Otrzymany wynik nie jest
sprzeczny poniewaz €’ << 2x3/2¢, x — 0%. Jest to wiec jedyny niesprzeczny warunek
dominujacej réwnowagi w tym zagadnieniu.



Pokazalismy, ze
w(x) =1~ —=3x2/16 (x = 07)

lub
w(x) =1-3x2/16 + € (x)
gdzie €1(x) << 3x1/2/16, x — 07,

Wréemy do wynikéw numerycznych (patrz zadanie) pokazanych na poprzednim rysunku. Zasko-
czeniem moze sie okazaé fakt, ze nachylenie krzywej €(x) przy x — 07 jest pionowe! Wyjasnia sie to
jesli popatrzymy na funkcje 3x1/2/16, ktérej nachylenie przy x — 07 jest nieskoniczone. Wiaczajac
do rozwiazania wiodacy wktad od €(x) otrzymujemy znaczna poprawe sytuacji. Nowe rozwigzanie
asymptotyczne pokazano na nastepnym rysunku.
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Wykres zaleznosci y(x)/ (x3/* exp (2x1/2)(1 — 3/16x'/2)) gdzie y jest rozwigzaniem réwnania
¥y’ =yly(1) = 1,y'(1) = 0]

Mozemy terez znalez¢ wiodace zachowanie €1(x). Postepujac podobnie jak poprzednio otrzymamy
€1(x) = —15x/512 + e(x), € << 15x/512, x — 0™

Proces ten mozna kontynuowac w nieskoficzonos$¢. Poniewaz jednak formalna struktura szeregu zostata
odkryta (jest to szereg poteg wielkosci xl/z), mozna postapic inaczej. Zapiszemy

[ee]
w(x) = Y a,x"?, (a9 =1)
n=1
i wstawmy to bezposrednio do (18). Znajdziemy

X n.on _ 3 _
Z E(E—l)anx”/z 2+§ Eanx"/z 2

n=1 n=1

(o] n 3 (o]
) a x'rl/275/2 _ a xn/272 =0.
R R P

Poréwnujac wspotczynniki przy jednakowych potegach dostaniemy rekurencje

S (21/1—1)(2114—3)&Z
n+1 — 16(n+1) ns

n=0,1,2,... (19)



Mamy wiec ag = 1, a; = —3/16, ap = —15/512, itd. Ogdlnie

T(n—1/2)T(n+3/2)

o , 1=0,12,...

ay =

Konczy to analize lokalng rozwiazania réwnania (1), ktérego wiodacye zachowanie jest postaci

i & T(n—1/2)T(n+3/2)
3/4 1/2 /2
y(x) ~ —c1x”" " exp(2x )r;) T x"e,

x—0t. (20)

Mozna sprawdzi¢, ze promien zbieznosci otrzymanego szeregu jest zerowy:

16(n+1)

R i .
et noveo ‘ (2n—2)(2n +3)

n—o0

=0.

An+1

Szereg (20) jest rozbiezny dla wszystkich x! Jest to jednakowoz szereg asymptotyczny i dla x — 0
bedzie on dobrym przyblizeniem y(x).
W podobny sposéb dostajemy drugie rozwiazanie rozpatrywanego réwnania

1 e I['(n—1/2)I'(n+3/2)
~ 3/4 12 _1\n n/2
y(x) c1x”“exp(2x7) r?:o( 1) g x"e,

x— 0", (21)

Podsumujmy metode, ktéra zastosowaliémy w przytoczonym przykladzie. Po
pierwsze, podstawienie y = e° pozwolilo otrzymaé przebieg S(x) z doktadnoscia do
cztonéw, ktére znikaja przy x — x9. Wyznaczylo to wiodace zachowanie y(x). W
nastepnym kroku wyizolowalismy to wiodace zachowanie rozwiazania i pozostala czes¢
rozwiazania rozwineliSmy w szereg utamkowych poteg (x — xo).

Zastosowana tutaj metoda jest bardzo ogdlna metoda postepowania, ktéra pracuje
dla szerokiej klasy réwnan rézniczkowych.

Przyktad. 5.
Lokalny przebieg rozwigzan réwnania Schroedingera n-tego rzedu w poblizu nieregularnych punktéw
osobliwych. Znajdziemy wazny wzér na wiodacy przebieg rozwigzania réwnania Schroedingera n-tego
rzedu :

) @)
w poblizu istotnej osobliwosci réwnania x.

Podstawienie y(x) = ¢5(¥) oraz przyblizenie asymptotyczne d¥S/dxk << (SHK, x — xg, k =
2,3,...,n, daja asymptotyczne réwnanie rézniczkowe dla S: (S')" ~ Q(x), x — xg. Stad S(x) ~
wfx[Q(t)]l/”dt, gdzie w jest n-tym pierwiastkiem z jednosci. Wynik ten wyznacza n mozliwych
czynnikéw kontrolnych dla y(x). W zwykty sposéb znajdujemy gtéwny przebieg y(x):

) ~ el exp {w [Tl ), x0.

Jesli xg # oo to (22) jest stuszne gdy |(x — x0)"Q(x)]| — o0 przy x — xg. Jezeli xyp = oo to (22)
stuszne jest jesli |x"Q(x)| — oo. Otrzymany wzér stanowi podstawe metody WKB. Jezeli Q(x) < 0
to rozwiazanie y(x) oscyluje przy x — oo.



Zadanied.

Pokaza¢, ze asymptotycznymi rozwigzaniami podanych réwnan s3a funkcje wypisane obok tych réwnan.
@) v = y/x% y(x) ~ ex¥*exp(+2x3/2/3), (x — 07).

(b) ¥ = xy; y(x) ~ cx V3 exp(Bwx*/3/3), (x — 00) ,w® = 1.

(c) ¥ = (x* +sinx)y; y(x) ~ cx 32 exp(wx?/2), (x — o0),w = +1, +i.



