1 Metody rozwigzywania réwnan jednorodnych

Omoéwimy pokrétce sposoby rozwiazywania réznych typéw zwyczajnych réwnan
rézniczkowych. .

Réwnania o stalych wspétczynnikach

Réwnanie rézniczkowe o statych wspoétczynnikach p; = const rozwiazujemy wstawiajac
do réwnania y(x) = ¢’*. W wyniku podstawienia dostajemy L[e’] = ¢"*P(r), gdzie

n—1 )
P(r)=71"+)_ p;ir
=0

jest wielomianem stopnia n. Rozwiazania réwnania Ly = 0, odpowiadajace r6znym
pierwiastkom 7y, 79, ...,7, rObwnania P(r) = 0 sa

y=e", e, ., (1)

W przypadku istnienia wielokrotnych pierwiastkéw wielomianu P(r) zbidr rozwiazan
dany przez (1) nie stanowi zbioru zupelnego rozwiazan. W celu skonstruowania
pozostalych rozwiazan zatozymy, ze r| jest m-krotnym pierwiastkiem. Wéwczas

Lle™] =™ (r—r)"Q(r),

gdzie Q(r) jest wielomianem stopnia n — m. Jesli prawa strona tego réwnania znika,
to e’ jest rozwiazaniem Ly = 0. Ktadac r = r; widzimy, ze rzeczywiscie [¢"*] jest
rozwiazaniem réwnania. Aby otrzymac¢ wiecej rozwiazan obliczamy kolejne pochodne
po r i kladziemy w otrzymanych wynikach r = r;. W ten sposéb dostajemy m
rozwigzan

2 r1x m—1 _r1x

11X rx
y=el, xel", x e, X e

Kombinacja liniowa wszystkich rozwiazan (1) i (1) jest ogélnym rozwiazaniem réwnania
rézniczkowego.

Przyktad. 1

Réwnania o statych wspotczynnikach.

(a) ¥y — 5y +4y = 0. Wstawiajac y = ¢'* dostajemy réwnanie kwadratowe (r — 1)(r —4) = 0.
Ogdlne rozwiazanie réwnania rézniczkowego jest y(x) = c1e* + cpe*®.

(b) Wstawiajac do réwnania ¥ —3y” + 3y’ —y = 0 y = ¢"* dostajemy réwnanie kubiczne na r,
(r —1)% = 0. Ogdlne rozwiazanie ma wiec posta¢ y(x) = c1e* + coxe® + czxe”.



Réwnania Eulera

Réwnania, ktére sa niezmiennicze wzgledem transformaji skalowania x — ax nosza
nazwe réwnan Eulera lub réwnan réwnowymiarowych. Wspétczynniki tych réwnan sa
postaci p;(x) = q;/%/, gdzie g; sa stalymi. Rownania Eulera mozna przetransformowac
w réwnania o statych wspétczynnikach stosujac zamiane zmiennych:

x=¢é xi _ 4

7 Tdx o dt’
Alternatywny sposéb rozwiazywania polega na podstawieniu do réwnania funkcji
y = x". Stad dostaje sie L[x"] = P(r)x"~™, gdzie P(r) jest wielomianem stopnia n

zmiennej r. Rozwiazania maja postac
T T 7
y=x1x2%x3,...

W przypadku gdy P(r) posiada wielokrotny pierwiastek 1, to zupelny uklad rozwiazan
dostaniemy rézniczkujac kolejno zwiazek L[x"] = P(r)x" ™ po r i podstawiajac r = ry.
Zupelny uklad rozwiazan jest

y=x"x"Inx, x"(In x)z, ...

Przyktad. 2.
Réwnanie Eulera. Wstawmy y = x” do réwnania y” +y/4x> = 0. Otrzymamy (r — 1/2)% = 0.
OgéInym rozwiazaniem jest wiec y(x) = c1/X + co/x Inx.

Réwnania dokladne

Réwnanie doktadne jest pochodna réwnania nizszego rzadu: Ly = (d/dx)(My) = 0.
Catkowanie po x prowadzi do réwnania niejednorodnego My = cy.

Przyktad. 3.
Réwnanie y” + xy’ +y = 0 mozna przedstawi¢ jako (v’ + xy)’ = 0. Stad ' + xy = ¢;1. Rozwiazaniem
tego réwnania jest

Y= <cl /Ox exp(t?/2)dt + cz> exp(—x2/2).

Czynnikiem catkujacym réwnania jest taka funkcja x i y, ktéra po pomnozeniu
przez nia réwnania czyni je dokltadnym.

Przyktad. 4
Czynnik catkujacy. Réwnanie y” + /(1 +x)/x +y(x —1)/x> = 0 po pomnozeniu przez czynnik e~
staje sie réwnaniem doktadnym (d/dx)(e*y’ +e*y/x) = 0. Stad

ey +ey/x=c.

Rozwiagzaniem ogélnym tego réwnania jest y(x) = —c1(1 + x)e ¥ /x + co/x.



Redukcja rzedu ré6wnania

W przypadku gdy jakie$ rozwiazanie y; (x) réwnania Ly = 0 zostato znalezione mozna
obnizy¢ stopien réwnania wstawiajac za y wyrazenie y = y; (x)u(x), w ktérym funkcja
u(x) jest nieznana. Otrzymane w wyniku tego réwnanie ma posta¢ Mu = 0. Urok tego
podstawienia polega na tym, ze otrzymane réwnanie nie posiada czlonu w rodzaju
po(x)u(x). Réwnanie Mu = 0 jest wiec jednorodnym réwnaniem rzedu n — 1 na
funkgje v = ' (x).

Przyktad. 5.

Suma wspétczynnikéw réwnania ¥’ — y(1+ x)/x +y/x = 0 wynosi 0. Wynika stad, ze jednym z
rozwigzan réwnania jest y1(x) = e*. Podstawiajac y = y1(x)u(x) dostajemy u” +u'(x —1)/x = 0.
Jest to réwnanie pierwszego rzedu na u’(x). Ogdlne rozwiazanie jest postaci y(x) = c1e* + ca(1 + x).

Transformacja do réwnania znanego typu

Jesli zawodza rézne sposoby, mozna sprébowaé przeksztalcié réwnanie do jednego
z réwnan fizyki matematycznej. Pewne czesto wystepujace réownania to réwnanie
Airy’ego

y/l = —x y ,
réwnanie parabolicznego walca (Webera-Hermite’a)

Y+ (v+1/2—1/4x")y =0

oraz rOwnanie Bessela
V' +y/x+(1—-v*/x*)y=0.

2 Metody rozwigzywania réwnan niejednorodnych

Roéwnania rézniczkowe niejednorodne sa tylko troche bardziej skomplikowane w
poréwnaniu z jednorodnymi. Jest tak, poniewaz réznica dwu rozwiazan réwnania
Ly = f(x) jest rozwiazaniem réwnania Ly = 0. Wynika stad, ze rozwiazanie og6lne
réwnania Ly = f jest suma szczegdlnego rozwiazania rébwnania Ly = f(x) i ogélnego
rozwiazania réwnania jednorodnego Ly = 0.

Przyktad.é6.

Rozwiazanie ogélne réwnania niejednorodnego. Zatézmy, ze y = x, y = x% i y = x° spetniaja
réwnanie drugiego rzedu Ly = f(x). Czy mozna zbudowaé rozwigzanie ogélne réwnania nie znajac
Li f(x)? Réznice x — x? i x — x> sa rozwiazaniami Ly = 0. Funkcje te s3 liniowo niezalezne, wiec
rozwiazaniem ogélnym Ly = 0 jest y(x) = c1(x — x?) + co(x — x3). Stad, ogélnym rozwiazaniem
réwnania Ly = f(x) jest y(x) = c1(x — x2) + cp(x — x3) + x.

Opiszemy krétko inne niz podane wczesniej metody rozwigzywania réwnan
niejednorodnych.



Metoda wariacji parametréw

Znajomo$¢ rozwiazania odpowiadajacego problemy jednorodnego pozwala uproscié
zadanie znalezienia rozwiazania ogélnego réwnania niejednorodnego do znalezienia
jednego rozwiazania szczegdlnego.

Rozpatrzmy réwnanie drugiego rzedu. Niech y(x) i y2(x) beda liniowo niezalez-
nymi rozwiazaniami réwnania jednorodnego Ly = 0, gdzie L = d2/dx? + p1(x)d/dx +
po(x). Poszukujemy rozwiazania szczeg6lnego Ly = f(x) postaci

y = u1(x)y1(x) + u2(x)ya(x) . 2)

POniewaz u; i up nie sa zdefiniowane wiec mozemy zazadaé by spetnialy pewne
warunki, ktére uproszcza otrzymane réwnania. Zatozymy, ze

ur(x)y1(x) + ua(x)y2(x) = 0. ®)

Rézniczkujac (2) dwa razy, wstawiajac do Ly = f oraz wykorzystujac Ly; = Ly, = 0
dostaniemy

uy (x)yr (x) + 1z (x)ya (x) = f(x).
WykorzystaliSmy tez nalozony na u; i up warunek (2). Rozwiazaniem réwnan (3) i(2)
jest

w(x) = - et
up(x) = LG, @)

gdzie W(x) jest wroriskianem W(x) = W{y1(x), y2(x)] i jest rézny od zera gdyz zalozy-
liSmy niezalezno$¢ liniowa rozwiazan y; i yo.
Catkowanie (4) prowadzi do

y(x) = —yi1(x) /x Wdth(x) /x Wdt. (5)

Funkcje Greena

Funkcja Greena réwnania Ly(x) = f(x) nazywa sie funkcje G(x, a) spetniajaca réwnanie
LG(x,a) = d(x = a), (6)

gdzie (x) jest funkcja dela Diraca. Jej podstawowa wtasnoscia jest

| o= a)fxydx = fla). %

Znajomos$¢ G pozwala wypisaé rozwiazanie réwnania w postaci
y(x) = [ Glx,a)f(a)da. ®)

4



Zadaniel.
Pokaza¢, ze (8) rozwiazuje réwnanie Ly = f. Funkcje G tatwo jest otrzymac jesli znamy

rozwiazania réwnania jednorodnego Ly = 0. Zrobimy to dla réwnanie drugiego rzedu

2
LG(x,a) = %—l—pl(x)%%—po(x) G(x,a) =d6(x—a). )

Oznaczmy liniowo niezalezne rozwiazania réwnania Ly = 0 przez y;(x) i y»(x). Ponie-
waz dla x # a prawa strona réwnania (9) dla G znika, wiec

G(x,a) = myi(x) +aa(x), x<a,
G(x,a) = biyi(x) +bya(x), x>a.

Mozna pokaza¢, z funkcja G w ponkcie x = a jest ciagla, a jej pochodna dG/dx posiada
w x = a skok réwny jednosci. Stad

ay1(a) + azy2(a) = biyi(a) + bayz(a),

biyi(a) + bayz — aryi(a) — azy2(a) = 1.

Rozwiazujac te réwnania dostaniemy

/10
T Wi @@ o
by —ay = — 1) 11)

Wlyi(a), y2(a)]’
G4 jest wyznaczona z dokladnoscia do statych a; i a,. Ktadac a; = 4, = 0 mamy w

koncu
_ @) +n@yp)
G(x,a) = Wiy (a), 12(@)] , x>a, (12)

oraz G(x,a) = 0dlax < a.
Wstawienie tego wzoru do réwnania (8) odtwarza wzoér otrzymany w metodzie
wariacji parametréw (5).

Przyktad. 7.
Funkcja Greena dla problemu brzegowego v (x) = f(x) [y(0) = 0, y'(1) = 0] jest zdefiniowana
réwnaniem

(0°G/ox*(x,a) = 6(x —a), G(0,a) =0, (8G/ox)(1,a)=0.

G spetnai te same warunki brzegowe co y. Rozwiazanie jest G(x,a) = —x dlax <a i G(x,a) = —a
dla xgea gdzie 0 < a < 1. Stad y(x) = fol G(x,a)f(a)da.



Redukcja rzedu ré6wnania

Podobnie jak w przypadku réwnan jednorodnych, redukcja rzedu réwnania upraszcza
problem znajdowania rozwiazan. Jest ona szczegdlnie przydatna w przypadku réwnar
drugiego rzedu gdyz prowadzi do réwnan rzedu pierwszego, ktére mozna prosto i
zawsze scatkowac.

Metoda nieokreslonych wspétczynnikéw

Przyktad. 8.
y" +y = e“sinx. Zgadujemy rozwiazanie w postaci y = ae*sinx + be* cosx. Aby wyznaczy¢
wspotczynniki wstawiamy rozwigzanie do réwnania rézniczkowego. Stad a = —1/5, b = —2/5.

3 Nieliniowe r6wnania pierwszego rzedu

Réwnania nieliniowe sa duzo trudniejsze do rozwiazanie w poréwnaniu z liniowymi z
wyjatkiem kilku réwnan specjalnych. Sa to réwnania Bernouliego i niektére réwnania
Riccatiego.

Réwnanie Bernouliego

Réwnanie Bernouliego jest postaci

y =a(x)y +b(x)y?, (13)

gdzie p jest dowolne. W szczegélnych przypadkach gdy p = 0 lub p = 1 mamy
do czynienia z réwnaniami liniowym lub separowalnym. W ogélnym przypadku
podstawienie

y(x) = [u(@)]'/(1-p)
redukuje réwnanie do postacj

w'(x) = (1= pla(x)u+ (1-p)b(x), (14)

ktore jest rozwiazywalne gdyz jest liniowe w u.

Réwnania Riccatiego

Réwnaniem Riccatiego nazywa sie réwnanie rézniczkowe

y = a(x)y* +b(x)y +c(x). (15)



W przypadku a = 0 réwnanie jest liniowe, a w przypadku ¢ = 0 jest to réwnanie
Bernouliego. Nie ma ogélnej metody rozwiazywania réwnan Riccatiego. Podstawienie

_ wi(x)
zamienia réwnanie Riccatiego w réwnanie drugiego rzedu dla w(x:
/! ﬂ,(x) /
w' + a(x) +b(x)| w'(x)+a(x)c(x)w(x) =0. (17)

Transformacja dziala réwniez w strone przeciwna.
Wiele réwnan Riccatiego daje sie jednak rozwiaza¢. Zatézmy, ze znamy jakie$ roz-
wiazanie y1(x) rownanie Riccatiego. Wstawimy do réwnanie pierwotnego wyrazenie

y(x) = y1(x) +u(x), (18)
Wynikiem jest réwnanie dla u(x)
u' = [b(x) +2a(x)y; (x)]u(x) + a(x)u(x)]. (19)
To réwnanie mozna rozwiazad. Jest to rownanie Bernouliego.

Przyktad 9.

Réwnanie Riccatiego. Mozna spostrzec, ze y1(x) = x spetnia nastepujace réwnanie Riccatiego
vV =y —xy+1.

Nie jest to jednak rozwiazanie ogélne. Podstawmy: y = y1 + u(x). Mamy nastepujace réwnanie dla
u: u' = u?+ xu. Jest to réwnanie Bernouliego z p = 2. Podstawiajac u(x) = 1/v(x) dostaniemy
nastepujace réwnanie dla v(x):

o' (x) +xv(x)+1=0.

Réwnanie to posiada czynnik catkujacy I(x) = exp(fox tdt) = exp(x?/2), a wiec

d/dx(vexp(xz/Z) + exp(xz/Z) =0.

Catkowanie daje
"X
v(x)expx?/2=c; — / exp(x?/2)dx.
Jo

Stad ogdlne rozwigzanie réwnania Riccatiego jest

y(x) = 2+ exp(x2/2)/[c1 — /O " exp(£2/2)d4].



Réwnania dokladne

Réwnanie zupelne pierwszego rzedu mozna zapisa¢ w postaci

M[x,y(x)] + N[x,y(x)]y'(x) = dif[xfl/(x)] =0. (20)

Rozwiazanie dane jest rownaniem f[x,y(x)] = ¢ — 1. Warunkiem koniecznym i wystar-
czajacym by réwnanie bylo zupelne jest réwnos¢:

0 0
@M(x,y) = gN(xryf (21)

Réwnaniami zupelnymi sa réwnania separowalne gdyz sa postaci M(x) + N(y)y' =
0, a wiec spelniaja (??).

W ogolnoséci znalezienie czynnika catkujacego réwnania nieliniowego jest zadaniem
trudnym.

4 Roéwnania nieliniowe wyzszych rzedow
Réwnania autonomiczne

Réwnaniem autonomicznym nazywamy takie réwnanie rézniczkowe, w ktérym zmienna
niezalezna nie wystepuje jawnie. Przyktad: y” +y’ + y = 0. Rdwnania autonomiczne
sa niezmiennicze na translacje x — x 4 a.

Jesli w réwnaniu autonomicznym potozymy

y'(x) =uly), y" =du/dx= (du/dy)(dy/dx) =u'(y)uly),...

itd., to otrzymamy réwnwnie rzedu (n —1).

Réwnania bezwymiarowe w x

Réwnanie nazywamy bezwymiarowym w x jesli transformacja x — ax nie zmienia
réwnania. Przykladem jest réownanie y” = y"'y'x2. Mozna je zamieni¢ na réwnania

autonomiczne podstawiajac x = e,

Réwnania niezmiennicze wzgledem skalowania

Réwnanie jest niezmiennicze wzgledem skalowania jesli istnieje liczba p taka, ze
transformacja skalowania
x —ax, y—aly

nie zmienia réwnania. Przy ktad. 10.

Réwnanie Thomasa-Fermiego jest postaci: iy’ = y3/2x71/2. Réwnanie to jest niezmiennicze wzgledem
transformacji skalowania x — ax, y — a—3y. ROwnanie niezmiennicze wzgledem skalowania



mozna przetransformowa¢ do réwnania bezwymiarowego w x poprzez podstawienie

y(x) = xPu(x).

Przyktad. 11.

Réwnanie Thomasa-Fermiego y” = y3/2x_1/2 mozna przeprowadzi¢ w réwnwnie bezwymiarowe
3. Dostajemy x2u” — 6xu’ +12u = u3/2. To ostatnie réwnanie
mozemy doprowadzi¢ nastepnie do autonomicznego, wstawiajac x = et: u’(t) — 7u’ (t) 4+ 12u = u3/2.
Réwnanie to jest réwnowazne nastepujacemu: ww'(u) — 7w + 12u = u®/2.  Jest to réwnanie
pierwszego rzedu. Jego rozwigzanie analityczne nie jest znane.

w x transformacja ¥y = x~



