LITERATURA: E. Bowman; prawie dostowny przektad §61-§63

1 Funkcja Gamma I'(n) Eulera

Funkcja I'(n) odgrywa wazna role w teorii funkcji specjalnych. Przypomnimy jej

definicje i podstawowe wlasnosci.

Definicja calkowa

Kiedy 7 jest dodatnie i catkowite funkcja I' jest zdefiniowana catka:
['(n)= / e *x" ldx, (n>0)
0

Warunek n > 0 zapewnia zbieznoé¢ catki w x = 0.
Catkujac przez czesSci mamy

T(n) =[—e*x" ¥+ (n— 1)/ e x"2dx,
0

a wiec
I'n)=m-1)I'(n-1),
lub
I'n+1)=nl'(n)=nn—-1)(n—-2)...3-2-1I'(1).
Poniewaz

ra) = / e tdx =1,
0

wiec mamy : )
I'n+1) =n!.

Wstawiajac w (1) x — x? mamy réwniez
I'(n) = 2/ eV x2 1y
0

Calka
/2
/ cos™ 9 sin" 0
0

)

)

©)

(4)

()

(6)

()

(8)

daje sie przedstawi¢ za pomoca funkcji Gamma. W tym celu wyliczymy na dwa

sposoby catke podwdjna

C T 2 om-1 2n—1
u:/ / e Y Ty dxdy .
o Jo

©)



Z réwnania (7) mamy

u= / x2m= 1/ e yzyzn’l = }lr(m)r(n) . (10)
Z drugiej strony, po przejsciu do wspoétrzednych biegunowych

u = 0”/2 ~(r cos 0)2m1(r sinG)Z”*1

P _ 2
_ fo o= y2m+2n 1drf0n/ s2m=16 gin21-19 49

co wynika z (7). Poréwnujac oba wyniki mamy

/2 1 e I'(m)['(n)
2m—1 2n—1 _
/0 cos 6 sin 0do = 2T(m +n) (11)
Wynika stad, ze dlam > —1,n > —1
T2 g angag - Lm+1)/2)T((n+1)/2)
/0 cos™ 0 sin" 0df = 2T((mi 1 1) /2) . (12)
W szczegoélnosci dla m = 0, n = 0, mamy
w2 T(1/2)? ’
E_/0 W = Sy = T/27%/2. (13)
Z réwnania (3) mamy w szczegdlnosci
r(3/2) = I(1/2)/2= %\fz,
3 1-3
rz/2) = EI‘(3/2) = Z—Zﬁ,
5 1-3-5
r/2) = Er(5/2) = Tﬁ,
itd.
Z réwnania (4)
['(n)= r(nn“‘l) (14)

Stad wynika, ze I'(n) — +o0 jesli n — +0.

Zat6zmy teraz, ze (14) jest spelnione dla —1 < n < 0, nastepnie dla —2 <n < —1,
dalej dla —3 < n < -2 itd. W ten spos6b funkcja Gamma zostata zdefiniowana dla
wszystkich rzeczywistych wartoéci n. Np. z (14) i (13) mamy

1, T(1/2)
[(-3)=—"7/5 = 2Vr,

3, T(1/2) 22
F(_E)_ -3/2 1.3’ (15)

itd.
Oproécz definicji I danej réwnaniem (1) mozna poda¢ inne definicje réwnowazne.
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Formula graniczna Eulera

Tzw. wzorem granicznym dla I'(z) jest wyrazenie

=
I(z) = lim iz

n—seoz(z+1)...(z+n) (16)

Pokazemy jak otrzymac formute graniczna. Wychodzimy z formuly catkowej Eulera.

(e ]

I(z) = / e x* ldx = lim [ (1—x/n)"z" tdx (17)
0

n—oo Jo

Przejdziemy do nowej zmiennej u = x/n i otrzymana catke obliczymy przez czesci

/0.1(1 —u)"(nu)* ndu = n? [f(l —u)" {4 Z /0.1(1 - u)”_luzdu] : (18)

Pierwsza skladowa znika. Kontynuujac obliczenia przez czesci dostajemy

! n z— _ nzn(n_l)"'(l) ! z+n—
/O(l—u) (nu) 1ndu_z(z+1)...(z+n—l)/o uldy (19)

Stad, sktadajac mamy formule graniczna (16). Formuta graniczna pokazuje, ze tak zde-
finiowana funkcja I'(z) jest okreSlona wszedzie w plaszczyznie zespolonej z wyjatkiem
punktéw z = 0, —1, —2, gdzie funkcja posiada proste bieguny.

Formula Weierstrassa

Wz6r albo formuta Weierstrasa podaje jeszcze inna postaé I
r(lz)zemiii?oﬁ<1+§> &, (20)
gdzie 7y jest stala Eulera-Mascheroni
. 1.1 1
'y:nl1_r>r01° 1+2+3+...+n—lnn] ~ 0.5772156649. (21)
Aby pokaza¢ stusznos¢ wzoru Weierstrassa (20) zauwazmy, ze

(z+1)(12‘i2‘)‘...7.l(z+n) :ﬁ (Siz> Ili[(SjSLZ)_l ) (22)

s=1 s=1

Odwracajac graniczny wzé6r Eulera mozna wiec napisaé
1 i 1 F AN
r(z)‘}%ZH(HS)” . (23)



Zapisujac n % = e 2" mnozac i dzielac przez
pisyj P

1

1
exp [(1+2+3

—|—...—|—1)z] :He’Z/s, (24)
n s=1

dostaniemy

1 . 1 1 1 L Z\ —2/s
T —z{r}glgoexp [(1+2+3+...+n—lnn)z]} {J%H<1+s> } . (25)
Pierwszy czynnik {...} jest réwny statej . OtrzymaliSmy wiec wzor (20).

Wzér Stirlinga
Przytoczymy bez dowodu asymptotyczny szereg Stirlinga dla I'.

1 1 1 1 1
N == = — — 2
In(z!) 21n27r+(z+21nz+1ZZ %603 T Toeos T ) (26)
Tutaj z! = I'(z+1). Szereg Stirlinga wraz z formutami redukcyjna i odbiciowa jest

wygodny do obliczer I' dla dowolnych z.

Zadania

Zadaniel.
Oblicz residua funkcji I w punktach 0, -1, -2, ...

Zadanie?2.
Otrzymaé wzér podwajania /7t (2x) = 22~ 1T (x)T'(x 4 1/2) oraz wzér odbiciowy I'(x)['(1 — x) = 7/ sin(7x).

Zadanies3.
Majac T(1/4) ~ 3.62561 i T(1/3) ~ 2.67894 wyznaczy¢ T'(2/3), T(3/4), T(1/6), T(5/6).

Zadanied.

Napisaé program, ktéry oblicza T'(n) dla dowolnego, rzeczywistego n. W przypadku niepowodzenia(!)
wykorzystaé wyniki poprzedniego zadania lub nastepujaca tablice zawierajaca kilka wartosci funkgji T'(n) dla n
z przedziatu [1,2].1

n r
100 | 1.00000 00000
1.25 | 0.90640 24771
1.50 | 0.88622 69255
1.75 | 0.91906 25268
2.00 | 1.00000 00000

1Co wiesz o aproksymacji wielomianowe;j?



Sprawdz doktadnos¢ obliczen. Jak zwiekszy¢ doktadnosé?

Zadanieb.
Sporzadzi¢ grafik T'(n) dla n € [—4,4]. Wynik powinien przypominaé grafik pokazany ponizej.
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Funkcja T(n). Rysunek wykonano programem gnuplot.

Zadanieb.
Poréwna¢ napisany program numeryczny z moim , gdzie wykorzystano przyblizenie Hastingsa I'(x + 1) =
1+ Z{% bux™. Wspotczynniki b, ,n =1,...,8 podane zostaty w programie (patrz réwniez Arfken). Wartosci T

dla ujemnych argumentéw obliczane s3 z formuty odbiciowej. Dla duzych x zastosowano szereg Stirlinga.

ZadanieT.
Napisz program obliczajacy I'(z) z szeregu Stirlinga (dla dowolnych z). Poréwnaj wyniki z wynikami otrzyma-
nymi z poprzednich programéw. U w a g a: W celu osiggniecia dobrej dokfadnosci obliczen ...



