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Metody przyktadowe



Metody Adamsa-Bashfortha |

Rozpatrujemy réwnanie y’ = f(x,y), y(x0) = yo na sieci
xi, I =0,1,2,...; xi —xj—1 = h. Wiemy, ze

Xn+1
Yowa) = y0) = [y (de, W
Idea Adamsa polega na zastapieniu y’(x) pod catka wielomianem px(x) stopnia
k — 1. Wspoétczynniki wielomianu okreslamy znajac rozwiazanie w punktach
poprzednio obliczonych. Np. niech pi(x) = Ax + B. Ai B wyznaczymy na
podstawie (Xn, yn) oraz (x»—1,yn—1). Poniewaz A i B spetniaja réwnania

Ax,+B = f,
Axp1+B = fra
wiec
A= fo—fo1 B — fo—1Xn — faXn—1 (2)

h ' h



Metody Adamsa-Bashfortha Il

Obliczajac catke (1), otrzymamy

Y0m1) — y() = 5 (Bea = x2) + Blxaia — x0) (3)

Po wstawieniu A i B z (2) dostaniemy

3 1
ni1 = Yn + = hfy — = hf,_ 4
Yn+1 v + 2 2 1 ( )

Jest to metoda jawna drugiego rzedu Adamsa-Bashfortha (AB).

Biorac wielomian pa(x) oraz rozwiazania w punktach (xn, yn), ..., (Xn—3, Yn—3)
dostaniemy metode AB 4-go rzedu:

h
Yol = Yn + §(55fn —59f,_1 + 37f,_2 — 9f,_3) (5)

Btad lokalny metody (5) jest proporcjonalny do h°.



Metody Adamsa-Moultona |

Niech p(x) = ax + 8. Uzyjemy tutaj punktéw (Xxn, ¥n), (Xn+1, Yn+1). @i B
spetniaja réwnania

axn+B="f, axp1+0="rg1, (6)
Mamy

- for1 — 1o o foXnt1 — far1Xn
o = h ) ﬁ - h (7)

Wstawiajac do catki (1) i upraszczajac, dostaniemy niejawna metode 2-go
rzedu Adamsa-Moultona (AM; prawa strona zalezy od y,1):

1 1
Ynt1 = Yn + ihfn + Ehf(XnJrl:)/nJrl) (8)

W podobny sposéb dostajemy metody wyzszych rzedéw. Np. metoda AM 4-go
rzedu jest

h
Yn+1 = Yn + ﬂ(gf(XnJrh}/nJrl) + 19f, — 5f_1 + fn72) (9)

Lokalny btad metody ~ h°.



Metody wstecznego r6zniczkowania |

Zamiast zastepowaé pochodna y’(x) w cafce (1) wielomianem px(x),
zastepujemy wielomianem funkcje y(x). Np., biorac wielomian p1(x) = ax + b
przechodzacy przez punkty (Xn, ¥n), (Xn+1, Yn+1) Otrzymamy

axn + b = VYn, aXn+1 + b = Yn+1 (10)
Poniewaz p;(x) = a to
a = f(Xnt1, Yn+1) (11)
Odejmujac pierwsze réwnanie (10) od drugiego mamy tez

a= (ynt1 — ya)/h (12)

Poréwnanie obu wyrazen dla a daje niejawna metode wstecznego
rézniczkowania 1-go rzedu

Yn+1 = Yn + hf(Xn+1, yn+1) (13)



Metody wstecznego r6zniczkowania I

W podobny sposéb dostajemy metody wyzszych rzedéw. Przyktadem sa
metody rzedu drugiego i trzeciego:

1
k=2: Ynt1 = 5(4)/" — Yn—1 + 2hf (Xnt1, Ynt+1)
1
k=3: Yn+1 = £(48y,, —36yn—1+ 16yp—2 — 3yn—3 + 12hf (Xnt1, Yni1))

Lokalne bledy metod 2-go i 3-go rzedu sa O(h*) i O(h®) odpowiednio.
Zadanie

Znalez¢ niejawna metode rézniczkowania wstecznego 4-go rzedu.



Ogdlniej . ..



Przypomnienie |

Wielomian interpolacyjny Newtona ma postaé
n
po(x) = ajei(x)
j=0

gdzie

eo(X) = 1 s

j—1
e(x) = H(X —-x), j=12,... —wielomiany bazowe.

i=0

Z zatozenia p,(x)przechodzi przez zadane punkty {(x;, fi = f(x;))}, czyli
pn(xi) = f(xi) =:[fi], Vi =0,...,n. Wspétczynniki o; wyrazaja sie przez tzw.
progresywne réznice dzielone.

Pn(x0) = a0 = f(x0) = [fo]
fi] — [fe
X

1 — Xo

po(x1) = ao + a1(xa = x0) = [A] = a1 =



Przypomnienie I

pn(Xz) :a0+a1(><2—x0)—|—a2(xz—Xo)(X2—X1) [fz] — 2 w

Po reorganizacji
_ ]~ [fA]

X2 — Xo

= [fofif?]

Ogodlnie

o= =l fioal ey (14)

Xk — Xo

Interpolant Newtona jest wiec
Z[fo - filej(x)

Jesli punkty x; sa réwnoodlegte, xi11 — x; = h, to (Pokaza¢ metoda indukgji,
korzystajac z (14))

A"

hnn!’

[fo...f] =



Przypomnienie Il

gdzie A jest operatorem progresywnych réznic skonczonych, zdefiniowanym
jako
Afi = fign— £, AN = A(ATH)

Oznacza to, ze
A’fo=fh—2f+fo, Afh=f—-3hL+3A—1
i ogdlnie
n ~(n i
A fozg(i)(—l)ﬁ.

Mamy wiec,

Nt
pa(x) = Z hij! &(



Przypomnienie IV

pa(t) = palxo+ sh) (15)

= 2 (J) Nfy. (16)



Przypomnienie V

Jesli wezty sa w porzadku xk, xk—1, ..., X0, to wielomian Newtona jest
Pr(x) = [fi] + [fifiea](x — xi) + -+ + [fi. .. fo] (x = xi)(x = xk—1) ... (x — x1)

Dla réwnoodlegtych punktéw i dla x = xx + sh,
xi=xk+ (k—i)h,i=0,1,... k dostajemy

pe(x) = [f]+ [fcfe=i]sh+ -+ [f...fo]s(s+1)...(s+k—1)
=3 (-1) (‘f) i o]

x> |l

(—1)’<_I,s> Vif .

gdzie V/f, oznacza j-ta réznice wsteczng VO, = fi, V' = Vi, — Vhi_1.

Theorem
[fo0) - - - fo(m] = [fo ... fs] gdzie o oznacza dowolna permutacje zbioru

wskaznikéw {0,1,..., n}

10



Metody jawne




Jawne metody Adamsa |

Rozwiazanie réwnania
Yy =f(xy), y(xo)=x (17)
w punkcie x,+1 zapiszemy w postaci

y(xni1) = y(xn) + /X"+1 f(x,y)dt. (18)

Jesli znane s wartosci y; dla i = n— k + 1 to znane s3 tez wartosci
fi = f(xi, yi). Poprowadzimy przez punkty x; wielomian interpolacyjny Newtona

p(t) = p(xa + sh) = Z (_f) vit,, (19)

j=0

11



Jawne metody Adamsa Il

Stad

S k—1 .
Voi1 = Yo + / Fx,y)dt ==yn+h>_ %V'6, (20)

Xn j=0

gdzie
U

0 J
Zadanie

Obliczy¢ ~; dla j =1,2,3.

12



Jawne metody Adamsa IlI

Tablica 1: Wspétczynniki v jawnych metod Adamsa: j =0,...6

jlo 1 2 3 4 5 6
v |1 1/2 5/12 3/8 251/720 95/288 19087/60480

Jawne metody Adamsa dla k =1,2,3,4.

k=1 : Yop1=yn+ hfy

h
k=2 D Yo+l :_)/n+§(3fn_ﬁ171)
K=3 ¢ you=yot 15(23h— 161 + 56, 2)

K=24  yor=yot %(55@ —50f,_y + 37F,_s — Of,_3)

Zadanie
Poda¢ jawna metode Adamsa dla k=5.

(21)
(22)

(23)

(24)

13



Metody niejawne




Niejawne metody Adamsa |

f
f, Tt

foker fnkez 0
-~ 0 M

Witaczenie do wielomianu interpolujacego punktu (xpi1, for1) prowadzi do
metod niejawnych (implicit).

Wielomian Newtona ma teraz postac¢

pr(t) = p(x +sh) = (~1) <‘SJ.+ 1) V.

j=0

k
Yn+1 = Yn + hZ’Yj*vanJrl

Jj=0

o= (—1)1’/01 (‘T 1) ds

sa pokazane w Tablicy (2)

wspétczynniki

14



Niejawne metody Adamsa Il

Tablica 2: Wspétczynniki v niejawnych metod Adamsa: j =0,...6

jlo 1 2 3 4 5 6
1

N -1/2  -1/12  -1/24 -19/720 -3/160 -863/60480

Pierwsze niejawne metody Adamsa dla kK = 1,2, 3, 4:

k=1 " Yor1=yo+ hfaa (25)
k=2 = VYar1=yn+ g(fn+l — fn) (26)
k=3 : yo1=yn+ 1—’;(5fn+1 +8fy — 1) (27)
k=4 & yor=ynt 2o (9Fa +19% — 5 1+ f2)  (28)

24

15



Niejawne metody Adamsa Il

Zadanie
Sprawdzi¢ tablice wspétczynnikéw v;, j = 0,1,2,3,4,5,6 niejawnych metod
Adamsa.

16



Metody typu predictor-corrector

Jak korzysta¢ z metod niejawnych?

P: Obliczy¢ tzw. prognostyk (predictor) y,,1 metoda jawna

E: Obliczy¢ (evaluate) przyblizenie )?n+1 = f(Xnt1, Pnt1)

C: Zastosowa¢ poprawke (corrector)

Yai1 = Yo+ h(Bifai1 + Bio1fo + -+ + Pofaki1)

E: Wyliczy¢ nowa funkcje frr1 = f(Xnt1, Ynt1)-
Powyzsza procedura nosi nazwe PECE. Inne mozliwe PECECE lub PEC.
Metod uzywali: F.R. Moulton (1926), W.E. Milne (1926))

17



Réwnania wyzszych rzedéw




6wnanie drugiego rzedu

Dla specjalnych réwnan drugiego rzedu
y'=f(x,y) (29)

gdzie prawa strona nie zalezy od y’, istnieja réwniez metody wielokrokowe.
Dwukrotne catkowanie réwnania (29) daje

y(x+ h) = y(x) + hy'(x) + B /01(1 — s5)f(x + sh,y(x +sh))ds.

Dodajac ten wynik do podobnego rozwininiecia z krokiem —h i wstawiajac
interpolant Newtona (jak w metodach Adamsa), otrzymamy

k—1
Yor1 — 2¥n + Ya—1 = h Zo'jvjfn
j=0
gdzie
1

g = 711'/ 1-s) [ )+ (5)] s

i =(-1) . ( )Kj> j
Zadanie

Wyznaczyé¢ kilka pierwszych (j =0, ...,6) wspétczynnikéw o i wypisaé

metody k = 2,3, 4 catkowania y” = f(x,y) 18



Thank you!



Uzupetnienie



Uzupetnienie |

Niech G(t) =372, At/ Wstawimy tu definicje ~;:

G(t) = Z(—t)f/: <_js>ds
:/OIZ(—t)j(js)ds

_ / (1—)%ds = —t/[(1 - £)log (1 — t)]

J0

Czyli
_log(1—1t) 1
. G(t) = T

t
lub

(A+1/2t4+1/32+ .. ) o +mt+pt®+...)=Q+t+t7+...)



Uzupetnienie |l

Stad:
Ym +1/29m-14+1/3ym—2+---+1/(m=1)y =1.
m=0: =1
m=1 m+1/2%=1, n=1-1/2=1/2
m=2 p=-1/4-1/3+1=5/12
m=3: v3=3/8

Dla metod niejawnych
+1/29p1 4+ 1/(m+ 1) =0,% =1

gdzie 7/ = fo (- SJ+1)



Obliczanie r6znic skonczonych

Budujemy nastepujaca tablice

x | f(x)
- A Al A? A3 A*
0| fo
A'fy
1| A A% fy
AR A3fy
2| 6 A%f Aty
A A3f
3| f A%f
Af
4 fa

Kolumny, poczynajac od drugiej, tworzymy, odejmujac od wartosci w wierszu
nastepnym wartos¢ z wiersza biezacego. Np. A ==1f — b,
A%fh = Al — Alh.



Przykfad interpolacji Newtona.

Przykfad: f(x) = x>.

X X2

- A At oa?oAd

0|0 h=1.
! 3.4 = 11.56

11 2 3.42 =9 —7=%4 4 20206

5| 4 3 ) 0 312 =9 - 791 420209 — 9,61
5 0

319 2
7

4] 16




Operatory A, V, E

Definicje
Af(x) = f(x+ h) — f(x)
Vi(x) = f(x) —f(x —h)
Ef(x) = f(x+ h)

o Ef(x)=f(x+h)=[f(x+h)—F(x)]+f(x) =Af(x)+f(x) = (A+1)f(x)
Stad [ E=1+A], [A=E-1]

o V(Ef(x)) = V(f(x+ h)) = f(x + h) — f(x) = ... = f(x)

e Poniewaz E =1+ A, wiec (1 — V)(1+ A)f(x) = f(x),
(1+8)1=1-V,[Vv=1-1+4)"| (1-V)'=1+A=E -
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