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Wstep

Wstep do wydania czwartego

W czwartym wydaniu nie zmienity sie tylko §§1, 51 6. Jak poprzednio,
Rozdziaty 1, 2 sa wciaz dostepne dla tych czytelnikow, ktérzy nie studiowali
teorii prawdopodobienstwa. Znajomos¢ jej podstaw zaktada sie w nowym
Rozdziale 3.

Nowe §§10-12 sa poSwiecone wspodlczesnym sposobom otrzymywania
liczb pseudolosowych, réznorodnym metodom modelowania zmiennych
losowych oraz pojeciu pracochtonnosci algorytmoéw Monte Carlo. W no-
wym §8 przedstawiono rozwiazanie pewnego problemu astrofizycznego,
z wykorzystanioem metody Monte Carlo.

Moskwa, 1984 r. I. Sobol

Wstep do wydania pierwszego

Przed kilku laty zaproponowano mi dwa wyklady na temat metody Monte
Carlo dla stuchaczy fakultetu techniki obliczeniowej Uniwersytetu Spolecz-
nego. Zgodzitem sie. Przed pierwszym wykladem stwierdzitem z przeraze-
niem, ze wiekszo$¢ stuchaczy nie zna teorii prawdopodobienistwa. Za p6zno
juz bylo by sie wycofaé. W biegu nalezato dotaczy¢ do wyktadu dodatkowy
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Wstep

rozdzial, ktéry zapoznalby studentéw z podstawowymi pojeciami teorii
prawdopodobienstwa.

Wyklady byty powtarzane przez kilka lat. Ustalila sie ich tre$¢. Obecne
wydanie zawiera rowniez dodany Rozdzial 2, o ktérym chcialbym powie-
dzie¢ kilka stow.

Kazdemu zdarza sie uzywacd stéw prawdopodobieristwo i zmienna lo-
sowa. Intuicyjne wyobrazenie o prawdopodobiefistwie (jako o czestosci
zdarzen) mniej lub bardziej odpowiada prawdziwej tresci tego pojecia.
Intuicyjne wyobrazenia o zmiennej losowej jest jednakze dalekie od jej
definicji matematycznej. Z tego tez wzgledu w §2 zaktada sie, ze pojecie
prawdopodobienstwa jest znane, a objasnia sie trudniejsze pojecie zmiennej
losowej. Paragraf ten nie zastepuje wyktadu teorii prawdopodobienistwa.
Jego tre$¢ jest uproszczona i podana bez dowoddédw. Pozwala on jednak na
pewne wyobrazenia o zmiennych losowych, wystarczajace do zrozumienia
najprostszych chwytéw metody Monte Carlo.

Podstawowym celem ksiazeczki jest pokazanie specjalistom z bardzo
roznych kierunkoéw, ze w uprawianych przez nich dziedzinach spotyka sie
problemy, ktére daja sie rozwiaza¢ metodami Monte Carlo.

Zagadnienia jakie rozwazane sa w wykladach, sa w miare latwe i roz-
maite. Nie ilustruja one jednak wszystkich dziedzin zastosowan metody.
Podam tylko jeden przyktad. W calej ksiazce nie ma ani stowa o medycynie.
Pomimo tego, metody §7 pozwalaja oblicza¢ dawki naswietlann w terapii
promienistej. Posiadanie programu obliczajacego pochlanianie promienio-
wania w roznych tkankach ciata, pozwala na bardzo dokladne okreslenie
dawki i kierunku naswietlania, i jednocze$nie pozwala uchroni¢ zdrowa
tkanke przed uszkodzeniami.

W ksiazce znalaz! sie caly wykladany material. Nieco doktadniej potrak-
towano przyktady oraz dodany zostat §9.

Moskwa, 1967 r. I. Sobol



Przedmowa tlumacza

vii

Przedmowa tlumacza

Ta pieknie napisana, mata ksiazeczka przyciagneta moja uwage ze wzgledu
na proste i swobodne sformutowanie trudnego problemu obliczeri metoda
Monte Carlo. Nigdzie wiecej nie spotkalem sie z tak zwartym i Scistym
potraktowaniem tematu na tak przystepnym poziomie. Czytelnik znajdzie
tutaj wszystko co pozwala zrozumie¢ sama metode jak tez wszystko co ja
ilustruje, poczynajac od prostych definicji, a koficzac na zaawansowanych
matematycznych i fizycznych problemach i ich rozwiazaniach.

Pierwsze wydanie mialo miejsce bardzo wczesnie, bo jeszcze w roku
1967, a wiec zanim nastala prawdziwa era komputeréw. Wydanie drugie
pojawilo sie w roku 1984 — tez dawno. Mimo to wszystkie zagadnienia
poruszane w ksiazeczce sa ciagle aktualne i wszystkie podane w niej roz-
wiazania sgq wciaz do wziecia.

Metoda Monte Carlo znajduje zastosowanie w wielu dziedzinach nauki
i zycia. Pomogt w tym bez watpienia rozwoj technologii komputerowych,
jak i praca matematykow, jak I.M. Sobol.

Lublin, 2017 r. Andrzej Baran






Wprowadzenie

§1. Ogolne wyobrazenie o metodzie

Metoda Monte Carlo jest liczbowa metoda rozwiazywania probleméw ma-
tematycznych z pomoca modelowania zmiennych losowych.

1.1. Pochodzenie metody Monte Carlo Za date urodzin metody Monte
Carlo przyjeto uwazaé rok 1949, kiedy to pojawil sie artykut zatytutowany
, The Monte Carlo method”.[1, Metropolis, N., Ulam, S.]. Za twércéw me-
tody uwaza sie matematykéw amerykanskich, J. NeumannaEl iS. UlamaEl
Pierwsze artykutu o metodzie Monte Carlo w Zwiazku Radzieckim byty
opublikowane w latach 1955—1956E|

John von Neumann (ur. 28 grudnia 1903 w Budapeszcie, zm. 8 lutego 1957 w Waszyngtonie)
— wegierski matematyk, inzynier chemik, fizyk i informatyk, pracujacy gtéwnie w Stanach
Zjednoczonych. Wniést znaczacy wktad do wielu dziedzin matematyki — w szczegélnosci
byt gtéwnym tworca teorii gier, teorii automatéw komoérkowych (w ktére pewien poczat-
kowy wktad miat takze Stanistaw Ulam) i stworzyl formalizm matematyczny mechaniki
kwantowej. Uczestniczyt w projekcie Manhattan. Przyczynit sie do rozwoju numerycznych
prognoz pogody. [przypis tiumacza)

2Stanistaw Marcin Ulam (ur. 13 kwietnia 1909 we Lwowie, zm. 13 maja 1984 w Santa
Fe) — polski i amerykanski matematyk, przedstawiciel lwowskiej szkolty matematycznej,
wspoltworca amerykanskiej bomby termojadrowej. Swoje zycie opisuje sam Ulam w ksiazce
Przygody matematyka, Prészynski i S-ka, Warszawa, 1996. [przypis ttumaczal

3Byly to artykuly V.V. Chavchanidze, Yu.A. Schreidera, V.S. Vladimirova.
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Ciekawe, zZe podstawy teoretyczne metody byly znane od dawna. W do-
datku, pewne problemy statystyczne rozwiazywano za pomoca losowych
wyborow, tj. tak naprawde, metoda Monte Carlo. Jednakze az do czasu
pojawienia sie komputeréw metoda nie mogta by¢ stosowana szerzej, gdyz
reczne modelowanie zmiennych losowych jest zadaniem bardzo praco-
chlonnym. Pojawienie sie metody Monte Carlo jako catkowicie uniwersalnej
metody obliczen stato sie mozliwe tylko dzieki pojawieniu sie komputerdw.

Sama nazwa ,,Monte Carlo” pochodzi od miasta Monte Carlo w Ksie-
stwie Monako, stynnego ze swoich domoéw gry. Rzecz w tym, Ze jednym
z najprostszych mechanizméw do otrzymywania liczb losowych jest ... ru-
letka. O tym bedzie mowa w W tym miejscu wypada chyba odpo-
wiedzieé na czesto zadawane pytanie: ,Czy metoda Monte Carlo pomaga
wygraé w ruletke?” Niestety, nie pomaga. [ nawet sie tym nie zajmuje.

y
1

Rysunek 1

1.2 Przyktad 1.

By czytelnik tatwo moégt zrozumie¢ o czym bedzie mowa, rozpatrzmy prosty
przyktad. Zatozymy, ze musimy obliczy¢ pole powierzchni figury ptaskiej S.
Moze to by¢ dowolna figura z brzegiem krzywoliniowym, zadanym graficznie



§1. Ogolne wyobrazenie o metodzie

lub analitycznie, jednospéjna, lub zlozona z wielu czesci. Niech to bedzie figura
pokazana na Rys.[l} i zat6zmy, ze jest ona zawarta w jednostkowym kwadracie.
Wezmy N punktdéw losowo rozmieszczonych we wnetrzu kwadratu. Oznaczmy
przez N’ liczbe punktéw z wnetrza S. Z geometrycznych wyobrazen jasno
wynika, ze pole S mozna przyblizy¢ stosunkiem N'/N. Im wieksze jest N tym
oszacowanie to jest lepsze.

W przykladzie, przedstawionym na Rys. [I} wzieto 40 punktow. Dwanascie
z nich lezy wewnatrz S. Stosunek N'/N wynosi 12/40 = 0, 30. Doktadne pole S
jest rowne 0,35

1.3. Dwie wlasciwo$ci metody Monte Carlo Pierwsza wlasnos¢ metody,
to prosta struktura algorytmu obliczen. Z reguly buduje sie program re-
alizacji jednego zdarzenia losowego (w p.[1.2]nalezy wybra¢ punkt losowy
w kwadracie i sprawdzi¢ czy nalezy on do S). Nastepnie zdarzenie to powta-
rza sie N-razy tak by kazdy eksperyment byt niezalezny od poprzednich
i wyniki wszystkich doSwiadczen usrednia sie. Z tego tez powodu metode
Monte Carlo nazywa sie czasami metodq préb statystycznych.

Druga cecha metody Monte Carlo jest zbiezno$¢ obliczen, proporcjo-
nalna z reguly do vV D/N, gdzie D jest pewna stala, a N jest liczba prob.
Wida¢ stad, ze w celu 10-krotnego zmniejszenia btedu (czyli inaczej mo6-
wiac aby uzyskaé w wyniku nastepna prawdziwa cyfre dziesietna), nalezy
zwiekszy¢ N (tzn. ilo$¢ pracy) 100 razy.

W ten sposob nie da sie oczywiscie, bardzo zwiekszy¢ dokltadnosci.
Zazwyczaj uwaza si¢, ze metoda Monte Carlo jest szczegdlnie efektywna
przy rozwiazywaniu tych problemow, dla ktorych wystarcza znajomos¢
wyniku z niewielka dokladnoscia.

Ten sam problem mozna jednakze rozwiazywac z zastosowaniem roz-
nych wariantow metody Monte CarloEl ktérym odpowiadaja rézne warto-

*W praktyce, metoda Monte Carlo nie jest stosowana do obliczania pdl figur plaskich. Do
tego celu stosuje sie metody, ktére chociaz bardziej ztozone, zapewniaja wysoka doktadnos¢
obliczen. Pokazana w przykladzie metoda Monte Carlo pozwala jednak réwnie prosto
obliczy¢ , wielowymiarowa objeto$¢” ciata w przestrzeni wielowymiarowej. W tym przy-
padku metoda Monte Carlo pozostaje czesto jedyna metoda liczbowa, ktéra daje mozliwosé
rozwiazania problemu.

SW literaturze zagranicznej pisze sie czesto o metodach Monte Carlo (w liczbie mnogiej),
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$ci parametru D. W wielu przypadkach udaje si¢ polepszy¢ doktadnosé¢,
wybierajac ten sposob obliczen, ktéremu odpowiada znacznie mniejsza
wartos¢ D.

1.4. Problemy rozwiazywalne metoda Monte Carlo Po pierwsze, me-
toda Monte Carlo pozwala modelowa¢ dowolne procesy, ktoérych przebieg
zalezy od czynnikoéw przypadkowych. Po drugie, w wielu matematycz-
nych problemach, nie zwiazanych w ogoéle z przypadkowoscia, udaje sie
wymysle¢ sztuczny model stochastyczny (i to nie jeden), pozwalajacy roz-
wiazywacd te problemy. Wladciwie, zrobiliSmy to w p. W tym sensie
metoda Monte Carlo jest uniwersalna metoda rozwiazywania problemoéw
matematycznych.

Szczegoblnie interesujacy jest fakt, Ze mozna odstapi¢ od modelowania
prawdziwego procesu losowego, rozpatrujac zamiast niego model sztuczny.

Taka sytuacje rozpatrujemy w|[§7]

1.5. Jeszcze o przykladzie Wr6émy do przyktadu z p. W celu wyko-
nania obliczenl musieliémy umiesci¢ punkty losowe w kwadracie jednost-
kowym. Jak to wykona¢ fizycznie? Wyobrazmy nastepujacy eksperyment.
Rys. |1} (w powiekszeniu) z figura S oraz kwadratem, powieszono jak tarcze
na $cianie. tucznik, znajdujacy sie w pewnej odlegtosci, strzela N razy celu-
jac w $rodek kwadratu. Z pewnoéscia nie wszystkie strzaty trafia w Srodek:
wybija one N przypadkowych dziur w tarczyEI Czy mozna na podstawie
tych punktéw oszacowac pole S

Wynik takiego do$wiadczenia pokazano na Rys. (2] W eksperymencie
tym N = 40, N' = 241 N'/N=0,60 co przekracza prawdziwa warto$¢ pola
(0, 35) prawie dwukrotnie. Wiadomo zreszta, ze jesli tucznik jest strzelcem
wysokiej klasy, to wynik doswiadczenia bedzie jeszcze gorszy, poniewaz
wszystkie strzaly beda uktadac sie w poblizu $rodka i znajda sie w Sﬂ

majac na uwadze fakt, zZe to sam problem mozna rozwiazaé przy pomocy modelowania
réznych zmiennych losowych.

6Zaktadamy, ze tucznik nie jest mistrzem §wiata i jest dostatecznie daleko od §ciany.

70 tym jak wybieraé¢ punkty losowe na Rysunkachi bedzie mowa w p.
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Rysunek 2

Latwo zrozumie¢, ze nasza metoda obliczania powierzchni bedzie po-
prawna tylko wtedy, gdy przypadkowe punkty nie beda ,zwyczajnie przy-
padkowe”, lecz beda jednoczesnie ,rownomiernienie rozrzucone” po calym
kwadracie. Aby nada¢ sens tym slowom, nalezy zapozna¢ sie z definicja
zmiennych losowych i niektoérymi ich wlasnodciami. Wiadomosci na ten
temat sa przedstawione bez dowodéw w [§2] Czytelnik znajacy dowolny
kurs teorii prawdopodobieristwa, moze opusci¢ caty [§2 oprécz p.






Modelowanie
zmiennych losowych

§2. Zmienne losowe

Zakladamy, ze czytelnik, mniej wiecej zna, pojecie prawdopodobienistwa
i przechodzimy bezposrednio do pojecia zmienna losowa.

Stow zmienna losowa uzywa sie w zwyklym sensie wtedy, gdy chodzi
o podkreslenie, ze nie wiadomo jaka bedzie konkretna warto$¢ tej zmiennej,
przy czym czasami slowa te oznaczaja brak jakiejkolwiek wiedzy o tej
zmiennej.

Matematyk uzywa jednak tych stow, podktadajac pod nie catkiem kon-
kretna tres¢. Rzeczywiscie nie wiemy jaka warto$¢ bedzie mie¢ dana zmienna
w konkretnym przypadku, ale powiada on, wiemy jakie warto$ci moze ona
przyjmowac i znamy prawdopodobienstwa wystapienia tych lub innych
wartosci. Na tej podstawie nie mozemy przewidzie¢ wyniku jednej proby
zwiazanej z dana zmienna losowa, lecz mozemy catkiem pewnie przewi-
dzie¢ jaki bedzie zbiér wynikéw duzej liczby prob. Im wiecej prob (lub jak
sie¢ powiada, im lepsza statystyka) tym dokladniejsze beda wyniki przewi-
dywan.

W celu okreslenia zmiennej losowej nalezy wiec wskaza¢, jakie wartosci
moze ona przyjmowac i jakie sa prawdopodobienistwa ich wystepowania.
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2.1. Dyskretne zmienne losowe.

Definicja 1 (Dyskretna zmienne losowa): Zmienna losowa & nazywa
sie dyskretngq jesli jej wartoSci tworzq zbidr dyskretny x1, xg, ..., Xn

Dyskretna zmienna losowa £ zdefiniowana jest tablica

£N<x1 Xo ... xn>, (1)

pt P2 ... Dn

gdzie x1, x9, ..., Xxp sa mozliwymi warto$ciami zmiennych &, a py, po,
..., pn odpowiadajacymi im prawdopodobiefistwami. Moéwiac dokladniej,
prawdopodobienistwo zdarzenia polegajacego na tym, ze zmienna losowa
przyjmie warto$¢ x; (oznaczamy je przez P{¢ = x;}), wynosi p;:

P{¢ =x} =pi.

Tablica (T)) nosi nazwe rozktadu zmiennej losowej. Liczby x1, x9, ..., Xp

moga by¢, ogodlnie biorac, dowolne. Natomiast, prawdopodobieristwa p1, pg,

, Pn powinny spelnia¢ dwa warunki:

1) wszystkie p; sa dodatnie
pi > 0; (1)
2) suma wszystkich p; jest réwna 1:
p1+py+- - +pn=1 (2)
.., Xn).

(warunek ten oznacza, ze £ musi przyjac jedna z wartosci x1, X, .

8W teorii prawdopodobieristwa rozpatruje sie réwniez dyskretne zmienne losowe, o nieskoni-

czonej liczbie wartosci.
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Definicja 2 (Warto$é oczekiwana): Wartoscia oczekiwana zmiennej
losowej € nazywa sie liczbe

Mé =) xip;. (3)
i-1

Aby wyjasnienic sens fizyczny tej wielkosci, zapiszemy

ME = ZIiPi(Z pi) "
i=1 i=1

Widac¢ stad, ze M € jest wartoscia Sredniaq zmiennej £. Bardziej prawdopo-
dobne wartosci £ wchodza do sumy z wiekszymi wagamiﬂ

Odnotujmy najwazniejsze wlasnosci wartosci oczekiwanej. Jesli c jest
dowolna zmienna, nielosowa, to

M(E+c)=ME+c, (4)

Mcé =cME. (5)

Jesli &, n sa dowolnymi zmiennymi losowymi, to

M(E+n)=ME+Mn. (6)

Definicja z wagami wystepuje bardzo czesto w réznych dziedzinach nauki. Na przyktad
w mechanice: jedli w punktach (na osi Ox) rozmieszczone sa masy my, my, ..., My, to rzedna
srodka ciezkosci ukladu wylicza sie ze wzoru

n n
X = inmi(zmi)_1~
i—1 i—1

Jasne, ze suma mas nie musi, w tym przypadku, réwnac¢ sie jednosci.
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Definicja 3 (Dyspersja, wariancja zmiennej losowej): Dyspersja lub
wariancja zmiennej losowej & nazywamy liczbe

D& =M(E-ME?. (7)

Dyspersja D £ jest wiec wartoscia oczekiwana kwadratu réznicy zmiennej
losowej £ i jej wartosci Sredniej M €. Jest jasne, ze zawsze D& > 0.

Wartos¢ oczekiwana i dyspersja sa najwazniejszymi charakterystykami
liczbowymi zmiennej losowej €. Jakie jest ich znaczenie praktyczne?

Jesli bedziemy obserwowac zmienna & wielokrotnie i otrzymamy war-
tosci &1, &, ..., €y (z ktoérych kazda bedzie rowna jednej z liczb xy, x, ...,
xy), to Srednia arytmetyczna z tych wartosci bedzie bliska M &:

E+E+ -+ &

= —ME. (8)

Dyspersja D € charakteryzuje rozrzut tych wartodci wokot Sredniej M €.
Wzor (7) dla dyspersji mozna przeksztalci¢ korzystajac z ([@)-(6):

DE =M —2ME- £+ MEP =ME> —2MEME + ME)?,

skad

D& =ME —(M&). (9)

Obliczanie dyspersji z tego wzoru jest latwiejsze niz obliczanie jej ze wzoru
0.

Odnotujmy najwazniejsze wlasnosci dyspersji. Jesli ¢ jest dowolna
zmienng nielosowa, to

D¢ +c)=D¢g, (10)
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Dcé = c’DE. (11)

Wazna role w teorii prawdopodobienistwa odgrywa pojecie niezaleznych
zmiennych losowych. W rzeczywistosci pojecie to jest dos¢ skomplikowane,
ale w zwyklych przypadkach jest ono oczywiste

Niezalezne zmienne losowe £ i 1) spetniaja zwiazki

Mén=MEMT, (12)

D +mn)=D&+Dn. (13)

Przyktad 2.

Zastandwmy sie nad zmienna losowa k o rozkladzie

/1 2 3 4 5 6
= /e e e 16 16 1/6) °

Mozna sadzié, ze w rzeczywisto$ci zmienna te realizuje szeScienna kostka do gry.
Przy jej rzucaniu wypada z jednakowym prawdopodobienistwem jaka$ liczba
oczek. Obliczymy warto$¢ oczekiwana k wedtug wzoru (3)) :

Mk =16+ +6-1=35;
dyspersje k ze wzoru (9) :

Dk =Mk?> — Mk)? =12 1o + - + 6% s — (3,5)> = 2,917

1"Wyobrazmy sobie, ze oprocz zmiennej losowej &€ obserwujemy dodatkowo losowa zmienna
7. Jesli rozklad zmiennej £ nie zmienia sie w zaleznosci od tego, Ze znamy wartoé¢ jaka ma
zmienna 10, to naturalnym jest zalozy¢, ze £ nie zalezy od 7.
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Przyktad 3.
Rozpatrzmy zmienna losowa 8 o rozktadzie

3 4
0= <1/2 1/2> :

Za jej realizacje mozna uwazad rzut moneta, jeli przyja¢, ze przyktadowo trojce
odpowiada orzel, a czworce reszka. W tym przypadku
M6=05-3+0,5-4=3,5;
DO =0,5(3% +4%) — (3,5 = 0,25.
Widzimy, ze M0 = Mk, aleD 0 < Dk. Ostatni wniosek byl tatwy do przewidzenia,

jako ze wartosci 8 moga réznié sie od 3,5 tylko o +0, 5, natomiast w przypadku
K rozrzut moze siegaé £2,5.

2.2. Ciagle zmienne losowe Zal6zmy, ze na plaszczyZnie, w poczatku
uktadu wspoélrzednych, znajduje sie pewna ilos¢ radu. Przy rozpadzie kaz-
dego atomu, rad promieniuje czastke a. Kierunek jej wylotu oznaczymy
przez ¥ (Rys.[3). Poniewaz i teoretycznie, i praktycznie mozliwe sa dowolne
kierunki wylotu czastki, to ta zmienna losowa moze przyjmowaé dowolne
wartosci od 0 do 2.

Definicja 4 (Ciagta zmienna losowa): Zmienng losowg &€ bedziemy na-
zywac ciagla, jesli moze ona przyjmowac dowolne wartosci z pewnego
przedziatu (a, b).

Ciagla zmienna losowa £ definiuje sie przez zadanie przedziatu (a, b),
zawierajacego mozliwe wartos$ci tej zmiennej, i funkgcji p(x), ktéra nazywa
sie gestoscig prawdopodobieristwa zmiennej losowej £ (lub gestoscig rozkltadu
£).

Gesto$¢ p(x) ma nastepujacy sens fizyczny. Niech (a’, b') bedzie dowol-
nym przedzialem zawartym w (a,b) (tzn. a < @’ < b’ < b). Woéweczas,
prawdopodobienstwo tego, ze £ wypadnie w przedziale (a’, b’) jest rGwne
catce
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\w

X

Rysunek 3 Rysunek 4

b/

Pla’ <€&<b'} = / plx)dx . (14)

a’

Zakreslone na Rys. [d] pole réwne jest wartosci tej catki.

Zbiér wartosci £ moze tworzy¢ dowolny przedzial. Mozliwy jest nawet
przypadek a = —oo, a takze b = co. Gesto$¢ powinna jednak spetnia¢ dwa
warunki, analogicznie jak (1) i (2) w przypadku zmiennych dyskretnych:

1. Gesto$¢ p(x) jest dodatnia

plx) > 0; (15)

2. Catka z gestosci p(x) po calym przedziale (a, b) jest réwna 1:

/bp(x)dx=1. (16)
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Definicja 5 (Warto$¢ oczekiwana ciegtej zmiennej losowej): Warto-
Scia oczekiwana cigglej zmiennej losowej € nazywamy liczbe

M£’=/bxp(x)dr. (17)

Sens jej jest taki sam jak w przypadku dyskretnej zmiennej losowej. Ponie-

waz
-1

Mé = /abrp(r)dr </abp(x)dr> ,

to tatwo zauwazyg¢, ze jest to Srednia wartos¢ &: przeciez wartoScia £ moze
by¢ dowolna liczba x z przedziatu (a, b), ktéra wchodzi do catki z waga
plx)[]

Wszystko w p.[2.1} poczawszy od formuly () do (L3), jest stuszne w przy-
padku ciagltych zmiennych losowych: i definicja dyspersji (wariancji), i for-
mula jej obliczania @, i wszystkie wlasnosci M£ i D£. Nie bedziemy ich
powtarzad

Zwrbcimy jeszcze tylko uwage na jedno wyrazenie dla wartosci oczeki-
wanej funkcji zmiennej losowej £. Niech jak poprzednio zmienna losowa &
ma rozklad gestosci p(x). WeZzmy dowolna funkcje ciagta f(x) i zastanéwmy
sie nad zmienna losowa n = f(£). Mozna udowodni¢, ze

""Réwniez i w tym przypadku mozna wskaza¢ analogiczna formule z mechaniki. Jesli gestosé
liniowa preta a < x < b wynosi p(x) to rzedna $rodka masy preta oblicza sie wedtug wzoru

b b
56=] xp(x)dr(] plx)dx)™".

W teorii prawdopodobienistwa rozpatruje sie réwniez ogdlniejsze ciagle zmienne losowe, dla
ktérych p(x) > 0. Spotyka sie zmienne, dla ktérych nie istnieje M €. Mozliwy jest przypadek
D¢ = co.
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b
Mf(E) = / Flo)pla) d . (18)

Zreszta, analogiczne wyrazenie obowiazuje réwniez w przypadku dyskret-
nej zmiennej losowej £ o rozkladzie (T):

Mf(E) = flxipi.
i=1

Podkreslimy, ze w ogblnosci Mf(€) + fIM &).

Na zakonczenie zauwazymy, ze w przypadku dowolnej ciagltej zmien-
nej losowej ¢ dla kazdego x mamy P{& = x} = 0. Sens fizyczny posiada
nie prawdopodobienstwo tego, ze £ wypadnie w zadanym punkcie x, ale
prawdopodobienstwo, ze £ wypadnie w dowolnie matym przedziale:

P{x <é<x+dx} =plx)dr.

y
p(x)
1
0 1 x
Rysunek 5

Wazny Przyktad 4.

Zmienna losowa 7, okre$lona w przedziale (0,1) i majaca rozktad p(x) = 1,
nazywa sie jednorodng (réwnomierng) w (0,1) (Rys.[5). Faktycznie, niezaleznie
od tego jaki jest przedziat (a’, b’) wewnatrz (0, 1), prawdopodobienstwo tego, ze
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7 wypadnie w (a’, b’) réwna sie

b
/ plx)dx =b" —a’,
v
tzn. dtugosci tego przedziatu. W szczegdlnosci, jesli podzielimy przedziat (0, 1)
na dowolna liczbe podprzedziatéw o jednakowej dtugosci, to prawdopodobien-

stwo trafienia z ¥y w dowolny z nich, bedzie jednakowe.
Latwo pokazaé, ze

1 1
M7=/ xp(x)dx=/ xdx =12,
0 0
1
Dy - [ *ple)dx ~ Mo = 1 = Yo = i,
0

Ze zmienna losowa 7y spotkamy sie jeszcze nie raz w przysztosci.

2.3. Normalne zmienne losowe

Definicja 6 (Normalna zmienna losowa): Normalna (lub gaussowska)
zmiennq losowq nazywa si¢ zmienng losowq € okreslong na calej osi
liczbowej (—o00, 00), z gestoscig

7 — il

! (
plx) = —— expf~—g 7}, (19)

gdzie a i 0 > 0 sq parametrami liczbowymi.

Parametr a nie wplywa na ksztaltt krzywej y = p(x): jego zmiany po-
woduja jedynie przesuwanie sie krzywej wzdluz osi x. Przy zmianach o
ksztalt krzywej ulega zmianom. Latwo mianowicie zauwazyg¢, ze

max p(x) = pla) = py 2
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Je$li zmniejszymy o0, to max p(x) wzroénie. Pole pod krzywa y = p(x) z po-
wodu warunku rowne jest 1. Z tego wzgledu krzywa bedzie sie podno-
si¢ w otoczeniu x = a i bedzie si¢ obniza¢ przy wszystkich odpowiednio
duzych wartoéciach x. Na Rys. [6]zbudowano dwie normalne gestosci, dla
ktérycha = 0,0 =1 oraza = 0,0 = 0,5. (jeszcze jedna gesto$¢ normalna

pokazano na Rys. [21).

Rysunek 6

Mozna pokaza¢, ze
Mt =a, D¢=o°.

Dowolne prawdopodobienstwa typu P{x’ < ¢ < x”} wylicza sie latwo na
podstawie tablicy zawierajacej wartosci funkcji

o) = — [ e "2at
(X)H\/E 0 ’

nazywanej zazwyczaj catkq pmwdopodobieﬁstwaElFaktycznie, zgodnie z

x”

P{x' <¢<x"} = 7\ﬁ exp{—

L3Niektérzy autorzy nazywaja catkami prawdopodobieristwa inne funkcje niz ®. Funkcje te
mozna jednak wyrazié przez ® stosujac proste przeksztalcenia.

22 }dx
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Przeprowadzajac w calce zamiane zmiennych catkowania x —a = ot otrzy-

mamy
1 fo 22
P{I/<C<I”}=? t e—_t/dt,
1

gdzie ; = (x' —a)lo, ty = (x"" — a)/o. Wynika stad, ze
P{x/ < ¢ < x"} = 0,5[(t) — d(t)].

Zauwazmy tez, ze ®(—x) = —d(x).

Normalne zmienne losowe bardzo czesto spotyka sie przy badaniu
najrézniejszych w swojej naturze probleméw. O powodach dlaczego tak
jest traktuje nastepny rozdziat.

Prawo trzech sigm Jes$li weZmiemy x' = a —30, x” = a +30,to t; = =3,

fo = 31w konsekwencji

P{a —30 < ¢ < a+30} = ®(3) = 0,997. (20)

Prawdopodobietistwo 0,997 jest tak bliskie jednosci, ze czesto ostatni zwigzek
interpretuje sig nastepujgco: w pojedynczym eksperymencie praktycznie nie
mozna otrzymaé wartosci € réznigeej sie od P{C} o wiecej niz 30.

Blad prawdopodobny Rozpatrzmy wielko$¢ r = 0,67450 i weZmy x' =
a—r,x" =a+r. Woéwczas t; = —0,6745, to = 0,67451

Pla—r<¢<a+r}=o0,6745) = 0,500.
Przepiszmy ostatnia rownos$¢ w postaci
P{|¢ —a|<r}=05.
Prawdopodobienstwo nieréwnosci przeciwnej jest takze rowne 0,5
P{|t—a|>r} =05

(P{ |€ —a| = r} = 0, gdyz zmienna losowa € jest wielkoscia ciagta).

Ostatnie formuly pokazuja, ze odchylka € od a o wiecej niz o r, jak tez
odchylenie o mniej niz o r, sa jednakowo prawdopodobne. Dlatego tez
wielko$¢ r nosi nazwe bledu prawdopodobnego.
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Przyktad 5.
Btad pomiaru ¢ czesto jest normalna zmienna losowa. Jesli nie ma systematycz-
nego bledu pomiarowego, toa = M§ = 0. Wielko$¢ 0 = /D § nazywana srednim
bledem kwadratowym jest zawsze dodatnia i charakteryzuje dokladnos¢ samej
metody pomiaru.

Zazwyczaj uwaza sie, ze przy pojedynczym pomiarze, warto$¢ bledu |6]
nie przewyzsza 30. Btad prawdopodobny r = 0,67450 stuzy natomiast jako
charakterystyczna miara wielkosci |§], ktéra moze by¢ zaréwno wieksza jak

i mniejsza od r
P{I6] <r} =P{|8| > r} =1p.

2.4. Centralne twierdzenie graniczne teorii prawdopodobieiistwa To
wyjatkowe twierdzenie pierwszy sformutowat P. Laplace]ego uogdlnie-
niami zajmowalo si¢ wielu znakomitych matematykoéw, m.in. P.L. Czeby-
szow AL A. MarkowEl AM. Lapunowﬂ Dowod twierdzenia jest dos¢
skomplikowany.

Rozpatrzmy N jednakowych, niezaleznych zmiennych losowych &, &,
..., &y, takich, ze ich rozklady gestosci sa jednakowe. W konsekwencji,
warto$ci Srednie oraz dyspersje sa takie same (zaktada sie ich skoficzonos¢).
Zmienne te moga by¢ ciagle jak tez dyskretne.

-

4Pierre Simon de Laplace, ur. 23 marca 1749 w Beaumont-en-Auge, zm. 5 marca 1827
w Paryzu — francuski matematyk, astronom, geodeta i fizyk, jeden z twdrcéw teorii prawdo-
podobienistwa, zwolennik subiektywnej interpretacji prawdopodobiefistwa, na podstawie
ktorej dokonal m.in. obliczerl masy Saturna, ktére odbiegaja od wspdlczesnie uznanej
warto$ci o mniej niz 1%. [przypis tumacza)

LPafnutij Lwowicz Czebyszow, ros. Habuyrtuit JIbsopua Yebbimés, (ur. 4 maja/16 maja 1821
w Okatowie w guberni katuskiej, zm. 26 listopada/8 grudnia 1894 w Sankt Petersburgu) —
rosyjski matematyk. [przypis tlumacza)

16 Andriej Markow, ros. Auzapeit Aunpeesna Mapkos - Andriej Andriejewicz Markow (ur. 14
czerwca 1856 w guberni Riazanskiej, zm. 20 lipca 1922) — rosyjski matematyk. [przypis
thumacza)

17 Aleksandr Michajlowicz Lapunow, ros. Asekcanap Muxaitnosna JlamyHos, (ur. 6 czerwca
1857 w Jarostawiu; zm. 3 listopada 1918 w Odessie) - rosyjski matematyk, autor prac
naukowych z zakresu matematyki, fizyki matematycznej i mechaniki teoretycznej [przypis
Humacza).



20 Modelowanie zmiennych losowych

WprowadZmy oznaczenia
M& =ME = =M&Ey =m,
D& =D& = =D& = b’
Sume tych wielkosci oznaczymy przez
PN =&+ &+ +EN.
Z formut @, wynika, ze
Mpy =M(& + & + -+ &y) = Nm,
Dpy =D(& + & + - + &y) = Nb”.

Rozwazmy nastepnie normalna zmienna losowa {y o parametrach a =
Nm, o = bV/N.

Twierdzenie 1 (Centralne twierdzenie graniczne): Centralne twier-
dzenie graniczne méwi, ze dla dowolnego przedziatu (a’,b’) i dla
duzych N

b/
P{a' <py <b'} = / Dey () dx .
a/

Fizyczny sens twierdzenia jest nastepujacy: suma py duzej liczby jedna-
kowych zmiennych losowych jest w przyblizeniu normalna. Twierdzenie
to jest rowniez prawdziwe przy nieco stabszych zatozeniach. Sktadowe
zmienne losowe nie musza by¢ jednakowe i niezalezne. Wazne jest jedynie,
by oddzielne sktadowe nie odgrywaty wiekszej roli w tej sumie.

Wtasnie to twierdzenie wyjasnia dlaczego normalne zmienne losowe
tak czesto wystepuja w przyrodzie. Faktycznie, za kazdym razem, gdy sty-
kamy sie z sumarycznym wplywem duzej liczby nieznacznych czynnikéw
losowych, wynikowa zmienna losowa okazuje si¢ by¢ normalna.

Na przyklad, odchylenie pocisku artyleryjskiego od celu jest zawsze
normalna zmienna losowa poniewaz zalezy zaré6wno od warunkdéw me-
teorologicznych w réznych miejscach toru jak rowniez od wielu innych
czynnikow.
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2.5. Ogolny schemat metody Monte Carlo Zalézmy, Ze musimy obliczy¢
pewna nieznana wielko$¢ m. Sprobujmy wymysle¢ taka zmienna losowa &€
by M¢& = m. Niech jednoczeénie D & = b?,

Rozpatrzmy N niezaleznych zmiennych losowych &, &, ..., €y, ktorych
rozklady pokrywaja sie z rozkladem &. Jesli N jest wystarczajaco duze,
to zgodnie z centralnym twierdzeniem granicznym rozkltad sumy py =
&1+&+- - -+E&y bedzie w przyblizeniu rozkladem normalnym o parametrach
a=Nm,0=bVN.Z wynika, ze

P{Nm —3bVN < py < Nm +3bv/N} = 0,997
Jesli podzielimy wyrazenie w nawiasie szeSciennym przez N, to otrzymamy
rownowazna nierownos$¢ i prawdopodobieristwo jej zajScia bedzie takie

Samo
p{m_%<%<m+%} ~ 0,997 .

Ostatni zwiazek przepiszemy w nieco innej postaci

PH%ZL%—mk%}:O,%T (21)

Jest to szczegdlnie wazny zwiazek dla metody Monte Carlo. Dostarcza
on jednocze$nie zarowno metode wyliczania m, jak tez szacunkowy btad
obliczen.

Faktycznie, znajdZzmy N wartosci zmiennej losowej £ (wszystko jedno
czy wyliczamy oddzielnie warto$ci N zmiennych losowych &, &, ..., &y
czy tez znajdujemy N warto$ci wielkosci &, poniewaz wszystkie te zmienne
losowe maja ten sam rozklad gestosci i z zatozenia sa niezalezne). Z
widzimy, ze $rednia arytmetyczna tych wielkosSci bedzie w przyblizeniu
rowna m. Blad takiego przyblizenia, z duzym prawdopodobieistwem, nie
przekracza 3b/\/N. Jasne, ze btad dazy do zera wraz ze wzrostem N.

W praktyce, bardzo czesto preferuje sie nie oszacowanie od géry 3b/V/N,
lecz btad prawdopodobny réwny ry = 0,6745b/\/N. Taka jest mianowicie
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najczesciej wielko$¢ bledu obliczen, ktéra réwna sie

§3. Komputerowe generatory liczb losowych

Takie sformutowanie problemu czesto wywotuje zdziwienie. Wszystko co
wykonuje komputer jest wszak wczesniej zaprogramowane, skad wiec tutaj
losowo0s¢? Pytanie to faktycznie stwarza pewne problemy, lecz dotycza one
raczej filozofii i nie bedziemy sie nimi zajmowac.

Na wszelki wypadek zwrécimy tylko uwage, ze zmienne losowe, o kto-
rych traktowal[§2] sa idealnymi pojeciami matematycznymi. Na pytanie,
czy mozna z ich pomoca opisaé jakiekolwiek zjawiska przyrody, rozwiazuje
sie¢ w praktyce. Taki opis jest zawsze przyblizony. Procz tego, zmienna
losowa, ktora zadowalajaco opisuje pewna wielko$¢ fizyczna w kontek-
Scie pewnych zjawisk, moze okazad sie ztaq charakterystyka tej wielkosci
w badaniu innych zjawisk.

Podobnie droga, ktéra na mapie kraju jest linia prosta (idealna linia
prosta bez szerokosci) staje si¢ wstegq ze zgieciami na wielkoskalowym planie
miejsca zamieszkania ...

Zazwyczaj rozroznia sie trzy sposoby otrzymywania liczb losowych.
Sa to: tablice liczb losowych, generatory liczb losowych i metoda liczb
pseudolosowych.

3.1. Tablice liczb losowych Wykonajmy nastepujace doSwiadczenie. Na
dziesieciu jednakowych karteczkach wypiszmy liczby 0,1, 2, ..., 9. Wrzuémy
je do czapki zamieszajmy, i wyciagajmy je po jednej, zwracajac je za kazdym
razem do kapelusza i ponownie mieszajac. Otrzymane w taki sposob cyfry
zapiszemy w postaci tablicy, podobnej do Tablicy A, na str.|96} (dla wygody
cyfry potaczono w grupy, po piec).

Taka tablica nazywa sie tablicg liczb losowych chociaz poprawniej bytoby
nazywac ja tablica cyfr losowych. Mozna ja wprowadzi¢ do komputera
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i podczas obliczen, jesli potrzebujemy mieé warto$¢ zmiennej losowej o roz-

kiadzie
0o 1 2 ... 9
<o,1 01 0,1 ... o,1>' (22)

bedziemy pobiera¢ kolejna liczbe z tej tablicy. Najwieksza z opubliko-
wanych tablic liczb losowych zawiera 1000000 cyfr [2, A million random
numbers]. To jasne, ze zamiast czapki, stosowano przy jej konstrukcji, bar-
dziej wspodtczesne techniki. Zbudowano specjalna elektroniczna ruletke.
Prosty schemat takiej ruletki pokazuje Rys.|7| (obracajacy sie dysk nagle sie
zatrzymuje i wybierana jest cyfra, ktéra wskazuje nieruchoma strzatka).

Rysunek 7

Nalezy koniecznie zauwazy¢, ze zbudowanie dobrej tablicy liczb lo-
sowych nie jest rzecza tak prosta na jaka wyglada. Dowolne urzadzenie
rzeczywiste produkuje zmienne losowe o rozkladzie nieco innym niz roz-
ktad idealny . Poza tym, podczas eksperymentu moga pojawié sie
bledy (przykladowo, jedna z karteczek moze na pewien czas przylgna¢ do
podtoza). Z tego powodu ulozone tablice sprawdza sie bardzo doktadnie
z pomoca specjalnych testow statystycznych, a mianowicie, sprawdza sie,
czy te lub inne wlasnosci grupy liczb nie przecza hipotezie, ze liczby te sa
warto$ciami zmiennej losowej .
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Przyktad 6.

Przedstawimy przyktady tatwiejszych i jednoczesnie wazniejszych testéwIEIRoz—
patrzmy tablice zawierajaca N cyfr €, €, ..., ey. Niech liczba zer w tej tablicy
wynosi vy, liczba jedynek vy, dwdjek vy itd. Wyliczmy sume

9 1 \2
; <vl 10N> .
Teoria prawdopodobiefistwa pozwala przewidzie¢ w jakich granicach zawiera
sie ta suma. Nie powinna ona by¢ zbyt duza, gdyz wartos$¢ oczekiwana kaz-
dego v; jest réwna 1/10, i nie powinna tez by¢ za mata, bo wskazywatoby to na
zbyt regularny rozktad wartosci. (Ciekawe, ze takie ,zanadto jednostajnie roz-
tozone” wartosci pozwalaja na szybsze rozwiazywanie pewnych szczegdlnych
probleméw. Nie nadaja sie one jednak jako uniwersalne liczby losowe.)

Zatozymy nastepnie, ze tablica zawiera parzysta liczbe N = 2N’ cyfr i rozpa-
trzymy pary (€1, €), (€3, €), ..., (ex—1, ey) w liczbie N'. Oznaczmy przez vj; liczbe
par (i, j) w tym ciagu. Wyliczmy sume

9 2
L

Z <vij — mN> .
i,j=0

Tutaj réwniez teoria prawdopodobienistwa przewiduje w jakich granicach powi-
nien znaleZ¢ sie wynik sumowania.

Tablic liczb losowych uzywa sie tylko w przypadku recznych obliczen
metoda Monte Carlo. Trudnod$¢ polega na tym, ze komputery posiadaja
mala wewnetrzna pamieé i nie pomieszcza wielkich tablic liczbowych.
Przechowywanie ich w pamieci zewnetrznej i ciagle zagladanie tam po
liczby losowe spowolnitoby natomiast obliczenia. Nie jest wykluczone, ze
z czasem pamieci komputeréw zwieksza sie i wtedy tablice liczb losowych
stana sie wielce praktyczne

18przyktady innych testow: patrz [3]. [przypis tumacza]

“Zaden z przytoczonych argumentdw, waznych w okresie pisania ksiazki, nie wytrzymat
proby czasu. Komputery, newet te najmniejsze, posiadaja obecnie ogromne pamieci ,,szyb-
kie” typu RAM, a czas dostepu do pamieci zewnetrznych (dyskow twardych lub CD-ROM-
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At At At

Rysunek 8

3.2. Generatory liczb losowych Wydawaloby sie, ze wspomniana w p.[3.]]
ruletke, mozna dolaczy¢ do komputera i w miare potrzeb generowac liczby
losowe. Kazde urzadzenie zewnetrzne bedzie jeszcze za wolne do wspoét-
pracy z komputerem. Z tego powodu, jako generatory liczb losowych wy-
korzystywane sa szumy w lampach elektronowych (Rys.[8). Jesli w ciagu
ustalonego przedzialu czasowego Af poziom szumu przekroczy zadana
warto$¢ progowa parzysta ilo$¢ razy, to zapamietujemy zero, a jesli jest to
liczba nieparzysta — zapamietujemy jedynke

Na pierwszy rzut oka jest to bardzo wygodny sposob. Niech m takich
generatoréw pracuje rownolegle, ciagle, i niech posylaja one losowe zera
i jedynki do wszystkich grup dwoéjkowych w specjalnej komérce pamieci.
Niech kazdy takt oznacza m-cyfrowa liczbe losowa. W dowolnej chwili
mozna pobrac z takiej komoérki warto$¢ losowej zmiennej ¥ o rownomier-
nym rozkladzie w przedziale (0, 1). Warto$¢ ta jest oczywiscie przyblizona
i jest zapisana w postaci dwojkowego utamka 0, ayyay . .. a(p), w ktorym
kazda wielko$¢ ay;) imituje zmienna losowa o rozkladzie

0 1
/2 1/ '

6w) jest bardzo kroétki. Dodatkowo, istnieja dobre i szybkie generatory liczb losowych.
[przypis tlumacza)
2Istnieja tez, bardziej perfekcyjne konstrukcje.
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Ta metoda tez nie jest bez wad. Po pierwsze, trudno jest sprawdzi¢
jakos¢ otrzymywanych liczb. Sprawdziany wykonywane sa periodycznie,
gdyz z powodu réznych niesprawnosci moze pojawié sie tak zwany dryf
rozkladu (tzn. zera i jedynki w dowolnym rzedzie pojawiaja sie z niejedna-
kowa czestoscia). Po drugie, zazwyczaj wszystkie rachunki na komputerze
wykonywane sa podwojnie. Robi sie to po to by wykluczy¢ mozliwos¢ przy-
padkowych bigdc’)wﬂ Otrzymanie tych samych liczb losowych jest jednak
w tym wypadku niemozliwe, o ile nie zapamieta sie ich podczas obliczen.
Jesli jednak zapamietujemy je, to wracamy do przypadku tablic.

Tego typu generatory okaza sie niewatpliwie potrzebne jesli beda pro-
dukowane wyspecjalizowane komputery rozwiazujace problemy metodami
Monte Carlo. W przypadku komputeréw uniwersalnych, gdzie rzadko
wykorzystuje sie liczby losowe, utrzymanie i eksploatacja specjalnych urza-
dzen tego typu jest w ogdle niemozliwa. Lepiej jest uzywac tzw. liczb
pseudolosowych.

3.3. Liczby pseudolosowe Poniewaz jakos¢ liczb losowych sprawdzana
jest za pomoca specjalnych testow, to ich pochodzeniem mozna si¢ nie
zajmowa¢, wystarczy, ze spelniaja okreslone warunki. Mozna tez pokusi¢
sie o to by wylicza¢ je z jakiej$ formuly. Musi ona, oczywiscie, by¢ bardzo
sprytna.

Liczby otrzymywane z pewnej formutly i imitujace warto$ci zmiennej
losowej 7, nazywane sa liczbami pseudolosowymi. Stowo imitujqce oznacza,
ze spelniaja one szereg testow tak, jak gdyby byly one warto$ciami zmiennej
losowe;j.

Pierwszy algorytm generowania liczb pseudolosowych zaproponowat
J. Neumann. Nosi on nazwe metody Srodka kwadratéow. Objasnimy to na
przyktadzie.

Niech bedzie zadana liczba 4 cyfrowa 9y = 0,9876. Podnosimy ja do
kwadratu. Wynik jest liczba 8 cyfrowa (72 = 0,87535376). Wezmy nastep-

21Te bledy pochodza od wadliwego dzialania sprzetu co przypadkowo moze mie¢ miejsce
w czasie obliczer. W oryginale uzyto zwrotu c6oit cucremsr, oznaczajace zte funkcjonowanie
sprzetu. [przypis tumacza)
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nie cztery Srodkowe cyfry tej liczby i utwérzmy kolejna liczbe czterocy-
frowa 71 = 0,5353. PodnieSmy ja do kwadratu, (yf = 0, 28654609) i nastep-
nie wezmy cztery cyfry srodkowe. Otrzymamy 7, = 0,6546. Dalej 72 =
0, 42850116, 5 = 0,8501; 72 = 0,79267001, 7, = 0,2670; 72 = 0,07128900,
s = 0,1289 itd.

Algorytm ten jednak nie sprawdzit sie. Daje on wiecej niz potrzeba
matych wartosci. Z tego wzgledu rézni badacze opracowali inne algo-
rytmy. Najbardziej popularnym stat sie algorytm zwany metoda poréwnan
(patrz[§10).

Zalety metody liczb pseudolosowych sa do$¢ oczywiste. Po pierwsze,
na otrzymanie kazdej liczby trzeba wykona¢ kilka prostych operacji tak,
ze szybkos¢ generowania liczb losowych jest poréwnywalna z szybkoscia
pracy komputera. Po drugie, program miedci sie w niewielu komoérkach
pamieci. Po trzecie, dowolna z liczb 7, mozna tatwo odtworzy¢. Po czwarte,
wystarczy raz jeden sprawdzié jakos¢ takiego ciagu, a nastepnie, bez obawy,
uzywac go przy rozwiazywaniu problemoéw tego samego typu.

Jedyna wada jest ograniczona ilo$¢ takich liczb, no bo jesli ciag liczb 4,
Y9, .-, Yk, - .. jest generowany przez komputer z formuly typu

Ye+1 = Flye),

to otrzymany ciag jest na pewno periodycznylgl Zreszta, dla najbardziej
popularnych liczb losowych okres jest tak duzy, ze przewyzsza wszelkie
praktyczne wymagania.

Przytlaczajaca ilo$¢ rachunkéw metoda Monte Carlo wykonywana jest

przy uzyciu liczb pseudolosowych (patrz p.|[10.3).

3.4. Uwaga Nalezy ostrzec liczacych. Spotyka sie artykuty, ksiazki, pro-
gramy standardowe, w ktérych zamieszczone sa zle algorytmy do genero-
wania liczb pseudolosowych. Liczby, ktére otrzymywane sa za ich pomoca

22W kodzie komputera mozna zapisa¢ tylko skoficzona liczbe réznych liczb. Stad, wczesniej
czy p6zniej, jedna z nich, np. y;, pokryje sie z wczedniejsza, np. 7;. Wtedy, ze wzoru wynika,
Z€ Y+t = Yi+t, Yi+2 = Yi+o, ..., tzn., Ze ciag jest okresowy o okresie P = L — l. Zapas
liczb pseudolosowych charakteryzuje sie czesto wielkoscia L, ktéra nazywa sia dlugosciq
przedziatu aperiodycznosci .
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spelniaja jedynie najprostsze z testow (patrz p.[3.1). Uzywanie ich w przy-
padku dos¢ skomplikowanych probleméw prowadzi do btednych wynikéw.

§4. Przeksztalcenia zmiennych losowych

W rozwiazywaniu wszelkiego typu problemoéw zdarza sie modelowad rézne
zmienne losowe. W poczatkowym okresie uzywania Monte Carlo, niektorzy
liczacy probowali zbudowaé odpowiednia ruletke dla kazdej potrzebnej
zmiennej losowej. Na przyktad, aby znalez¢ wartosci zmiennej losowej

o rozkltadzie
Xy X9 X3 Xy ,
<o,5 0,95 0,195 0,125>' (22

mozna uzywac ruletki pokazanej na Rys.[9] Dziala ona tak samo jak ruletka

Rysunek 9

pokazana na Rys. [/} lecz jej podziatki sa nieréwne i proporcjonalne do p;.

Okazato sie to jednak catkiem zbyteczne. Wartoéci dowolnej zmien-
nej losowej mozna otrzymacé na drodze przeksztalcenia wartosci jednej,
dowolnej (powiedzmy standardowej) zmiennej losowej. Zazwyczaj jest
to zmienna losowa 7y o rownomiernym rozkladzie na odcinku (0,1). Jak
otrzymac wartos$ci y juz wiemy.

Umoéwimy sie, ze proces znajdowania wartosci jakiej$ zmiennej losowej
& droga przeksztalcania jednej lub wielu wartosci ¥ bedziemy nazywacé
losowaniem (konstruowaniem) zmiennej przypadkowej 7.
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4.1. Modelowanie dyskretnej zmiennej losowej. Powiedzmy, ze musimy
otrzymac wartosci zmiennej losowej £ o rozktadzie

<xi Xy ... xn>

pr P2 ... Pn)
y

]__

p+pyr; |

3

p1+p2 T

2

p, L

"

[ ]

Rysunek 10

WeZmy przedzial 0 < y < 1ipodzielmy go na n przedziatléw o dtugo-
Sciach pi1, po, ..., pn. Wspolrzedne punktéw podziatéow sa réwne y = py,
Yy=p1+p2,¥=p1+Dp2+D3 ..., ¥ =Pp1+Dp2+p3+---+pp_1. Ponumerujemy
przedzialy liczbami 1, 2, ..., n (Rys.[L0). Przygotowania do losowania &
sa zakonczone. Za kazdym razem, gdy bedziemy musieli ,przeprowadzi¢
eksperyment” i skonstruowac warto$¢ €, wylosujemy 7 i zbudujemy punkt
¥y = 7. Jesli wpadnie on w przedzial o numerze i, to przyjmiemy, ze £ = x;
(w tym eksperymencie).

Latwo pokaza¢ stusznos¢ takiego postepowania. Poniewaz zmienna
losowa ¥ ma jednorodny rozklad w przedziale (0,1), to prawdopodo-
bienstwo, ze ¥ wypadnie w ktéryms$ przedziale jest réwne jego dlugosci
P{O <7< p1} = p1, P{pi <y < pr+ pg} = P9, ...Zgodnie z nasza proce-
dura £ = x; jesli

pt +pg+ -+ pig <y <pt+py+--+pi,
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i dtugos¢ przedziatu jest rowna p;.

Jesli uzywa sie komputera, mozna zrezygnowac z Rys. [I0] Wystarczy, ze
rozmie$cimy liczby x1, xg, ... x, w kolejnych komoérkach pamieci, a praw-
dopodobienstwa pi1, p1 + pa2, p1 + P2 + D3 ... tak samo. Schemat programu
pokazany jest na Rys.

Znajdujemy vy

1
Y<p,?
tak nie
Zwiekszamy Znajdujemy
o 1 adresy komorek, E=x
z ktorych pobieramy !
P, i X,
Odtwarzamy

Q adresy pi x,

Rysunek 11

Zauwazymy, ze kolejno§¢ numerowania wartosci x1, X9, ..., Xp W roz-
kladzie £ moze by¢ dowolna, nalezy ja jednak ustali¢ przed losowaniem.
Jezeli wszystkie wartosci £ sa rownoprawdopodobne

Xy X9 ... Xp
in An ... tn)’
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to algorytm konstruowania mozna uprosci¢. Rzecz polega na tym, ze w na-
szej procedurze £ = x; wtedy, gdy (i — 1)/n < y < i/n lub, co na jedno
wychodzi, (i — 1) < ny < i. Ostatnia nieréwno$¢ jest rownowazna z faktem,
ze czes$¢ catkowita ny jest rowna i — 1.

Oznaczmy przez [z] cze$¢ catkowita z liczby z. Otrzymamy nastepujaca
formute losowania wartosci jednakowo prawdopodobnych

E=1x;, i=1+][ny].

Przyktad 7.

Utworzy¢ 10 wartosci zmiennej losowej &, z p. dla ktérej x; = i1 <i <
6). Jako wartosci y weZmiemy trojki cyfr z tablicy a pomnozone przez 0, 001.
A wiec ¥ = 0,865; 0,159; 0,079; 0,566; 0, 155; 0, 664; 0, 345; 0, 655; 0,812; 0, 332.
Odpowiadajace wartosci x; = 1 + [6y] sa: 6; 1; 1; 4; 1; 4; 3; 4; 5; 2. Opisany
eksperyment odpowiada dziesieciu rzutom kostki do gry.

4.2. Konstruowanie ciaglej warto$ci losowej Przypudémy teraz, ze chcemy
otrzyma¢ warto$ci zmiennej losowej € zadanej na przedziale (a, b) z rozkta-
dem p(x). Pokazemy, ze wartosci & mozna znajdowa¢ z rbwnania

£
/ p(x)dx =7, (23)

tzn. biorac kolejna wartos¢ y i rozwiazujac rownanie wzgledem &.
Aby to udowodni¢ rozpatrzmy funkcje

y =/:p(r)dr-

Z ogdlnych wlasnosci gestosci (15), wynika, ze
yla)j=0, yb)=1,

y'(x) = plx) > 0.
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Funkcja y(x) jest wiec monotoniczna i ro$nie od 0 do 1 (Rys. 1 2). Dowolna
prostay = y, gdzie 0 < y < 1, przecina wykres y = y(x) tylko w jednym
punkcie, ktorego to rzedna przyjmujemy za £. W ten sposdb réwnanie
posiada jedno i tylko jedno rozwiazanie.

0

0 a € b x

Rysunek 12

Wezmy nastepnie dowolny przedzial (a’, b') zawarty wewnatrz (a, b).
Punktom
a' <x<bt
odpowiadaja odciete krzywej y = y(x), odpowiadajace nieréwnosci
yla) <y <yb).

Jedli wiec & nalezy do przedzialu a’ < x < b/, to ¥ nalezy do przedziatu
y(a') <y < ylb)iodwrotnie (Rys.. Oznacza to, ze
Pla’ < & <b'} =P{yld) <y <y} .

Poniewaz 7y, w przedziale (0, 1), ma rozklad réwnomierny, to

’

)
PIyla) < 7 < (b))} = 9b') — pla’) = / plx)dx.

Mamy wiec
b/
Pla’ <& <b'} = / plx)dx,

a’
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(b’

ya’)

Rysunek 13

a to wlasnie oznacza, Zze zmienna losowa &, bedaca pierwiastkiem réwnania
(23), posiada gestos¢ prawdopodobienstwa p(x).

Przyktad 8.

Zmienna losowa 1 posiada rozklad jednorodny w przedziale (a, b) jesli jej gestosé
jest w tym przedziale stata:

1
p(r)=m, a<x<b.

W celu wyznaczenia wartosci (modelowania) n zapiszmy réwnanie W po-
staci

b
Catka jest prosta:
n-a
b—a -
Stad
n=a+7yb-a).

Inne przyktady zastosowan formutly przytoczone zostaly w pp.
9.5
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4.3. Metoda Neumanna konstruowania ciaglych zmiennych losowych
Moze sie zdarzy¢, ze trudno jest rozwiazac wzgledem &; np., gdy catka
z p(x) nie da sie przedstawi¢ poprzez funkcje elementarne lub, gdy gestosé
p(x) jest dana w postaci wykresu.

Rysunek 14

Przypus$émy, ze zmienna losowa £ jest okres$lona na skoficzonym prze-
dziale (a, b) i posiada ograniczona gesto$¢ (Rys.[L4):

plx) < Mp.
Wartos$ci £ mozna konstruowac nastepujaco.

1. Wybierzmy dwie wartosci 9’ i " zmiennej losowej y i zbudujmy
punkt losowy I'(n/, n”) o wspolrzednych

n=a+7y(b-a), 7 =7y"M; (24)

2. JeSli I lezy pod krzywa y = p(x), to ktadziemy &€ = 7/, a jezeli punkt
' lezy nad krzywa y = p(x), to pare (7, ¥”) odrzucamy i wybieramy
nowa pare (7, 7").
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Faktycznie, poniewaz 0" posiada rozktad jednorodny w (a, b), prawdopo-
dobienstwo, ze punkt I' wypadnie w pasie (x, x + dx) jest proporcjonalne
do dx. Poniewaz 1 jest jednorodna w przedziale (0, Mp) to prawdopodo-
biefistwo, ze punkt ten nie bedzie odrzucony jest réwne p(x)/Mp, a wiec jest
proporcjonalne do p(x). Stad, prawdopodobienistwo, ze wybrana warto$é
& =0 lezy w przedziale (x, x + dx) jest proporcjonalne do p(x)dx.

4.4. O modelowaniu zmiennych normalnych Istnieje wiele rozmaitych
sposobow losowania roznych wielkoéci przypadkowych (patrz[§11). Korzy-
stamy z nich gléwnie wtedy, gdy metody pp. sa malo wydajne.

W szczegdlnosci, ma to miejsce w przypadku normalnej zmiennej loso-
wej €, gdyz nawet wtydy, gdy a = 0, 0 = 1, rownanie

1Y ey
— e "dt = v,
\Y4 27( /—oo 4

nie ma rozwiazania w jawnej postaci i dodatkowo przedzial mozliwych
wartosci € jest nieskoriczony.

Przy obliczeniach recznych, mozna korzysta¢ z Tablicy B (patrz str.[96),
w ktorej podane sa juz wylosowane wartoéci zmiennej przypadkowej ¢, ze
Srednia M¢ = 0 i dyspersja D¢ = 1. Specjalna formuta wyznaczania tej
wielkoéci podana jest w p.

Latwo pokazaé, ze zmienna losowa

¢'=a+o€ (25)

jest rowniez normalna, a z i wynika, ze
M =a, D¢ =o°.

Formuta pozwala modelowaé warto$ci zmiennej losowej ¢ o dowol-
nych a i 0 z wykorzystaniem warto$ci normalnej zmiennej losowej ¢ (M€ =
0).
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4.5. Jeszcze o przykladzie z p.[1.2] Mozna teraz objaéni¢ jak wybierane
byly punkty na Rysunkach[I]i[2} Na Rys.[T]zadane sa punkty o wspétrzed-
nych

X = 7/ .y = 7// )
Wartosci 9’ i 7" wyliczane byly z piatek cyfr z Tablicy [4A: x1 = 0, 86515,
y1 = 0,90795, xo = 0,66155, yo = 0, 66434, itd.

Poniewaz rzedne i odciete tych punktéw sa niezalezne i maja réwno-
mierny rozklad w przedziatach 0 < x < 1,0 < y < 1, mozna pokazac,
ze prawdopodobienstwo, iz punkt znajdzie sie¢ w dowolnym obszarze po-
tozonym wewnatrz kwadratu {0 < x < 1,0 < y < 1} jest rowne polu
powierzchni obszaru. Mozna rzec, ze punkty sa rownomiernie rozrzucone
w kwadracie.

Na Rys. [2Jnaniesiono punkty o wspétrzednych

t=05+02", y=05+029",

gdzie wartosci ¢’, ¢” wzieto z Tabllicy : x1 = 05+0,2-0,2005, 31 =
0,5+0,2-1,1922, x9 = 0,5+0,2-(-0,0077), 31 = 0,5+0,2-0,0348, ...Jeden
z punktéw, ktéry wypadt poza kwadratem zostal odrzucony.

Z wynika, Ze rzedne i odciete tych punktéw sa normalnymi zmien-
nymi losowymi, o $redniej a = 0,5 i dyspersji 0> = 0, 04.

Oszacujemy teraz btad obliczen z p. Wielko$¢ N' mozemy, w przy-
blizeniu, uwaza¢ za normalna, bo

N
N = ij
=1

gdzie § = 1, jedli punkt j-ty wpadl do S, i & = 0 w przeciwnym wypadku.
Oznaczajac pole obszaru S ta sama litera S mozemy zapisaé ogdlny dla
wszystkich &; rozktad
1 0
<S 1 —S> '

Wynika stad, ze M& = S,M£? = S,D& = S — S%. Dyspersja wielkoéci N'/N
jest rowna
D(N'/N) =Dé/N = S(1 = S)IN,
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a prawdopodobny btad jest w przyblizeniu réwny 0, 674/S(1 — S)/N. Dla
5 =10,35 N = 40jego wartos¢ rowna sie 0,051, co w praktyce, pokrywa sie
z warto$cia otrzymana w p.






Przyktady zastosowan
metody Monte Carlo

§5. Systemy obslugi masowe;j

5.1. Opis zadania Zajmijmy sie¢ jednym z najprostszych systeméw ob-
stugi masowej. System tego typu sklada sie z n linii (kanaléw lub punktéw
obstugi), z ktorych kazda moze obstugiwac klientow . Uktad odbiera w lo-
sowych chwilach czasu zgloszenia. Kazde zgloszenie trafia na linie Nr 1.
Jesli w chwili k-tego zgloszenia (oznaczmy ja przez T}) linia jest wolna to
zgloszenie jest zalatwiane w ciagu czasu f, minut (t, - czas zajetosci linii).
Jesli natomiast w momencie T} linia jest zajeta, wowczas zgloszenie przeka-
zywane jest na linie Nr 2, itd. Jedli w koficu wszystkie linie w chwili T} sa
zajete, uktad odmawia obstugi dalszych zgloszen. Nalezy obliczy¢ ile (na
$rednio) zgtoszen obstuguje system w czasie T i ile razy udziela odmowy.

Tego typu problemy pojawiaja sie w badaniach organizacji pracy w roz-
nych przedsiebiorstwach, a nie tylko przedsiebiorstwach ustug publicz-
nych.

W pewnych bardzo szczegélnych przypadkach istnieja rozwiazania
analityczne. W sytuacjach bardziej ztozonych (zajmiemy sie nimi nizej)
metoda Monte Carlo staje sie jedyna metoda obliczen.

39



40

Przyklady zastosowanh metody MC

5.2. Najprostszy strumien zgloszenn Pierwsze pytanie, ktére powstaje
przy rozpatrywaniu takich uktadéw, dotyczy tego, czym jest strumien zgto-
szen? Odpowiedzi na nie udziela si¢ w praktyce, na drodze odpowiednio
dtugich obserwacji zgtoszen. Badania strumieni zgloszenn w réznych sytu-
acjach pozwolily wyodrebnié niektére w miare czeste przypadki.

Definicja 7 (Strumien Poissona): Najprostszym strumieniem lub
strumieniem Poissonalfl nazywa sie taki ciqg zgloszen, w ktorym od-
step czasu T miedzy dwoma kolejnymi zgloszeniami jest zmienng losowq
o wartosciach z przedziatu (0, 0o) i gestosci

p(x) = ae™*. (26)

Rysunek 15

To prawo rozkladu nosi takze nazwe rozkladu wykladniczego (Rys.
przedstawia gesto$¢ dlaa =1,2).

23Siméon Denis Poisson (ur. 21 czerwca 1781 w Pithiviers, zm. 25 kwietnia 1840 w Sceaux) —
francuski mechanik teoretyk, fizyk i matematyk. Zajmowat sie elektrycznoscia, magnety-
zmem, grawitacja, balistyka, astronomia i mechanika. W matematyce zajmowat sie catkami
oznaczonymi, rownaniami réznicowymi i rézniczkowymi oraz teoria prawdopodobienistwa.
[przypis tlumacza)
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Wartos¢ oczekiwana wylicza sia w prosty sposéb

MT=/ xp(x)dx=/ xae “*dx.
0 0

Po przecatkowaniu przez czeéci (u = x,dv = ae™** dx) otrzymamy

e*(lI 180 3 1

a a

(&)
M7= —xe " |° +/ e dx = —
0

Parametr a nosi nazwe gestosci strumienia zgtoszen.
Formule modelowania T otrzymamy z réwnania (23), ktére w tym przy-

padku przyjmuje postac
T
/ ae " dx =7y.
0

Po scatkowaniu dostajemy

skad
1
T = ~alog(1 — ).

Poniewaz zmienne 1 — 7 i ¥ maja taka sama gestos$¢ rozktadu prawdopodo-
bienstwa, to

1
T=——logy. (27)
a

5.3.Schemat obliczeri Zastanowimy sie nad praca systemu z p.[5.1Jw przy-
padku najprostszego strumienia zgloszen. Kazdej linii przyporzadkujemy
komoérke pamieci wewnetrznej komputera i zapamietamy w niej chwile
czasu, w ktorej linia jest wolna. Oznaczmy ten moment czasu, w przypadku
i-tej linii, przez f;. Czas bedziemy odlicza¢ od momentu pojawienia sie
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pierwszego zgloszenia Ty = 0. Mozna przyjaé, ze w tym momencie wszyst-
kie t; sa rowne T; — wszystkie linie sa wolne. Czas zakoniczenia obliczen
jest Txoniec = T4 + T.

Na linii Nr 1 pojawia sie pierwsze zgloszenie. Oznacza to, ze linia be-
dzie zajeta przez czas f,. Powinnidmy wiec zamienié¢ f; na nowa wartos¢
(t)nowe = T1 + t;, zwiekszy¢ licznik zgtoszen o jeden i przej$¢ do rozpatrze-
nia nastepnego zgloszenia.

Zalézmy, ze zostato zatatwionych k zgloszen. Nalezy wybraé chwile
pojawienia sie k + 1-ego zgloszenia. Losujemy w tym celu kolejne 7 i z for-
muly wyznaczamy nastepna warto$¢ T = 1. Wyliczamy z kolei chwile
pojawienia sie zgloszenia

Tk+1 = Tk + Tp .

Czy w tym momencie linia jest wolna? Aby to stwierdzi¢ sprawdzamy
warunek

f1 < Tpyt. (28)

Jesli warunek jest spetniony, to oznacza to, ze w chwili Ty linia jest juz
wolna i moze realizowa¢ zgloszenie. Powinni$my zamieni¢ t; na Typi1 + {5,
doda¢ jedynke do licznika zgloszen i przejs¢ do nastepnego zgloszenia.
Jezeli warunek nie jest spetniony to pierwsza linia jest w chwili T4
zajeta. Sprawdzamy, czy wolna jest linia druga

to < Thpi1 . (29)

Jedli warunek jest spelniony, zamieniamy fy na Tj4+1 + t;, zwiekszamy
o jeden licznik zrealizowanych zgtoszen i przechodzimy do nastepnego
zgloszenia. Jesli warunek nie jest spetniony, to sprawdzamy czy

t5 < Tryr
Moze sie okaza¢, ze dla wszystkichi =1,2,...,n

ti > Tpit,
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tzn., wszystkie linie sa zajete. Nalezy wtedy doda¢ jedynke do licznika

liczby zgloszen i do licznika odmoéw i przejs¢ do nastepnego zgtoszenia.
Za kazdym razem, gdy wyliczymy wielko$¢ Tp44 nalezy dodatkowo

sprawdzié, czy spelniony jest warunek zakonczenia doSwiadczenia

Tk+1 > Tkoniec .

Jedli tak, nalezy przerwac obliczenia. Licznik zrealizowanych zgloszen i licz-
nik odméw beda zawierad warto$ci fiyre 1 flodm-

Doswiadczenie powtarzane jest N razy (z uzyciem réznych 7). Wyniki
doswiadczen usrednia sie

N
1
Mpzre = N Zﬂzre(j) ,
j—1

N
1
M lodm = i E Rodm(j) -
i1

gdzie [1re(j), Hodm(j) - $& wartoSciami i re Oraz flogm W j-ym doswiadczeniu.

Rys. [1 6] przedstawia schemat blokowy programu realizujacego takie
wlasnie obliczenia (jesli zachodzi potrzeba, mozna otrzymac warto$ci f1 zre(j),
P odm(j) dla roznych doSwiadczeni w bloku koniec doSwiadczenia).

5.4. Problemy bardziej ztozone Mozna udowodni¢, zZe zaprezentowana
metoda pozwala rozwiazywac problemy o wiele bardziej ztozone. Na przy-
ktad wielkos¢ f, nie musi by$ wielkoscia stala, a moze by¢ zmienna losowa
i w dodatku inna dla réznych linii obstugi (co odpowiada réznicom w wy-
posazeniu i réoznym kwalifikacjom personelu). Schemat obliczen pozostaje
w zasadzie identyczny, z tym wyjatkiem, ze wielko$¢ t, musi by¢ wyzna-
czana wedlug wlasnej odpowiedniej formuly, innej dla kazdej linii obstugi.

Mozna rozpatrywac tzw. systemy z oczekiwaniem, w przypadku ktérych
nie od razu odmawia sie realizacji zgloszen; zgltoszenie przechowuje sie
przez jakis czas t, (czas oczekiwania zgloszenia w systemie) ijesli w ciagu tego
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TEO; tEts= ... =t,=0; k=1

—=

Koniec nie 2
doswiadczenia ‘ T}< < Timn' =
* tak
]n()we:-/.?t +1 ‘ i=1
j <SN? ? |<
nie tak nie
(t) =T+t >
i"nowe 8! 2
tak
Dodajemy T do ‘
licznika spraw Dodajemy 1 do
wykonanych licznika odmdéw
J Y Y
Podsumowanie 1
wynikow, wydruki, Tk: ——Iny
koniec zadania f
T m T

k =k +1 E—
nowe st

Rysunek 16

czasu jakakolwiek linia zwolni sie, zgloszenie bedzie przez nia zrealizowane.

Mozna rozpatrywacd systemy, w ktorych zgtoszenie przyjmuje ta linia,
ktora najszybciej jest zwalniana. Mozna bra¢ pod uwage przypadkowe nie-
dyspozycje kazdej linii oddzielnie oraz przypadkowe czasy naprawy kazdej
z nich. Mozna uwzglednia¢ zmiennos$¢ strumienia zgloszen i wprowadza¢
wiele innych modyfikacji.

Rozumie sie, ze obliczenia tego typu nie sa za darmo. Aby otrzymac
wyniki, ktére maja praktyczny sens nalezy wybra¢ dobry model. W tym
celu trzeba dokladnie pozna¢ strumienie zgloszen, przeprowadzi¢ pomiary
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chronometryczne poszczegélnych weztéw itd.

W og6lnosci, nalezy zna prawa statystyczne dotyczace dziatania po-
szczegOlnych czedci ukladu. Metoda Monte Carlo pozwala wyznaczy¢
prawa statystyczne pracy catego ukladu, niezaleznie od stopnia jego ztozo-
nosci.

Tego typu metody obliczer sa niezwykle pozyteczne przy planowa-
niu przedsiewzie¢: zamiast cennych (a czasami wrecz niemozliwych do
przeprowadzenia) rzeczywistych doswiadczent mozna modelowac rézne
warianty organizacji pracy lub wykorzystania sprzetu.

§6. Sprawdzanie jako$ci i niezawodnos$ci produktow

6.1. Najprostszy schemat sprawdzania jakosci Zastanéwmy sie nad pro-
duktem S zbudowanym z pewnej liczby (moze by¢ duza) elementéw. Na
przyklad, jesli S jest przyrzadem elektrycznym, to jego czeSciami moga
by¢ oporniki (R)), kondensatory (Cy)), lampy itp. Zatozymy, ze jakoS¢ pro-
duktu okresla sie podajac pewien parametr U, ktéry moze by¢ obliczony
na podstawie parametréw wszystkich jego czesci

U=f(R(1),R(2),...}C(i),C(g),...}...). (30)

Jesli, dla przyktadu, U jest napieciem na czynnej cze$ci obwodu elektrycz-
nego, to korzystajac z praw Ohma mozna zbudowa¢ uktad réwnan odpo-
wiadajacy temu obwodowi i mozna go rozwiaza¢, znajdujac U.

W rzeczywisto$ci, parametry poszczegdlnych czesci nie sa réwne poda-
nym warto$ciom. Na przyktad, opér zilustrowany na Rys. [[7]moze przyj-
mowacé warto$ci od 20,9 do 2,1 kQ. Powstaje pytanie: jak zmienia sie U
w zaleznodci od odchyleft parametréw od ich warto$ci nominalnych dla
wszystkich czesci.

Mozna sprobowac oszacowaé przedziat zmian U, biorac najgorsze war-
toSci parametrow poszczegdlnych czesci sktadowych. Nie wiadomo jednak
z gory, ktéry zestaw parametréw bedzie najgorszy. Jesli przy tym liczba
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[ 22kQ 5% 2 W ]

Rysunek 17

elementdw jest duza, to oszacowanie okaze si¢ bardzo zawyzonym: prawdo-
podobienistwo, ze wszystki parametry beda najgorsze jest w rzeczywistosci
niewielkie.

Z tego wzgledu, rozsadniej jest potraktowac parametry wszystkich cze-
sci jak i sama wielko$¢ U, jak zmienne losowe i sprébowaé oszacowac
$rednia warto$¢ M U oraz dyspersje D U.

Zmienna MU jest Srednia wartoscia U dla catej serii wyrobu, a DU
pokazuje, jakie odstepstwa od M U moga pojawi¢ sie w praktyce.

Przypomnijmy (patrz[2.2), ze
MU "’f f(MR(l),MR(Q),...;M C(i),MC(Q),...;...).

Nie da sie znalez¢ analitycznego wyrazenia dla U jesli funkcja f jest
skomplikowana. Czesto daje sie to wykonaé w praktyce, przez sprawdzanie
duzej partii gotowych produktow. Nie zawsze jest to jednak mozliwe, a na
pewno nie w stadium projektowania.

Sprébujmy zastosowaé metode Monte Carlo. Potrzebujemy w tym celu
a) znajomosci statystycznych charakterystyk wszystkich elementéw b) zna-
jomosci funkcji U (doktadnie méwiac musimy umieé wyznaczy¢ wartosé¢ U
dla dowolnie wybranych wartosci Ry, Rpg),...; Cuy, Cra, -5 - -).

Rozklady prawdopodobieistwa parametréw poszczegdlnych czesSci mozna
otrzyma¢é eksperymentalnie, sprawdzajac duza partie takich czesci. Cze-
sto takie rozklady sa normalne. Dlatego, niektérzy kontrolerzy postepuja
wedlug nastepujacej reguty: przyjmuja, ze op6r z Rys. jest normalna
zmienna losowa, ktérej Srednia Mp = 22, i dla ktérej 30 = 1,1 (przy-
pominamy, ze odstepstwo od Sredniej Mp wieksze niz 30 nie zdarza sie
praktycznie w przypadku jednego eksperymentu (20)).
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Schemat obliczen jest bardzo prosty. Losuje si¢ warto$¢ parametru
w przypadku kazdej czesci, a nastepnie z formuty oblicza sie wartos¢
U. Powtarzajac doSwiadczenie N razy otrzymamy Uy, Uy, ..., Uy. Mozna
sadzi¢, ze w przyblizeniu

=

1 N
MU = ZU]',
i—1

Dla duzych N czynnik 1/(N — 1) mozna zamieni¢ na 1/N i wzor ten jest pro-
stym wnioskiem ze wzoréw (8), (9). W statystyce matematycznej dowodzi
sie, ze przy malych N lepiej jest zachowaé czynnik 1/(N —1).

6.2 Przyklady obliczania niezawodnoSci

7H

Rysunek 18 Rysunek 19

Przyktad 9.

Zal6zmy, ze chcemy oszacowac $redni czas bezawaryjnej pracy urzadzenia,
zakladajac, ze znamy charakterystyki bezawaryjnej pracy kazdej jego czesci.
Jedli przyjaé, ze czas niezawodnej pracy f) kazdego z elementow jest wielko-
$cia stala, to wyznaczenie czasu niezawodnosci calosci jest proste. Na przyktad,
w przypadku produktu przedstawionego schematycznie na Rys. w ktérym
rozstrojenie sie jednego z elementéw jest rownowazne z rozstrojeniem sie calego
urzadzenia, mamy
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t = mil’l(tm, fi), f), t(4)) . (31)

W przypadku produktu pokazanego schematycznie na Rys. 19} w ktérym jeden
z elementéw jest zdublowany

t = min(tu), f(g), max(t(3), f(4)), f(5)) , (32)

bo jesli np. element 3 zuzyje sie, produkt bedzie pracowat na pojedynczej czesci
4.

W rzeczywistosci, czas bezawaryjnej pracy kazdej czesci jest zmienna losowa
O). Jesli méwimy, ze czas pracy zaréwki elektrycznej wynosi 1000 godzin,
to jest to warto$¢ srednia M © zmiennej losowej ©: wszyscy wiedza, ze jedna
zardwka przepala sie wczedniej, inna (doktadnie identyczna) poZniej.

Jedli znane sa gestosci rozktadéw Oy, w przypadku kazdego elementu urza-
dzenia, to mozna obliczy¢é M © stosujac metode Monte Carlo, tak jak zrobiono
to w p. Mozna mianowicie wylosowaé wartoéci zmiennej O, dla kazdej
czeéci — niech to beda liczby f). Zauwazmy, ze na podstawie wzordw (31) lub
mozna obliczy¢ warto$¢ f zmiennej losowej ©. Powtarzajac doswiadczenie
N razy mozemy przyja¢, ze

1 N
MO~ =),
j=1

gdzie t; jest wartoscia f, otrzymana w N-tym do$wiadczeniu.

Warto zauwazy¢, ze problem znalezienia rozktadu czasu bezawaryjnej pracy
O, poszczegdlnych czeéci nie jest juz taki tatwy. W przypadku elementow
dltugowiecznych organizacja eksperymentu staje sie utrudniona, nalezy bowiem
czekaé az zuzyje sie dostateczna liczba elementow.

=]

6.3. Dalsze mozliwo$ci metody Przedstawione przyklady pokazuja, ze
metodyka przewidywania jakoSci projektowanych urzadzen jest ideowo
prosta. Potrzebna jest do tego znajomo$¢ statystycznych charakterystyk
wszystkich czedci urzadzenia oraz umiejetnos¢ obliczania interesujacej nas
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wielkosci jako funkcji parametréw charakteryzujacych poszczegdlne czesci.
Statystyczny charakter parametréw uwzglednia sie na drodze modelowa-
nia.

W procesie modelowania mozna otrzymac o wiele wiecej potrzebnych
informacji niz tylko wartoé¢ oczekiwana i dyspersje interesujacej nas wiel-
kosci.

Zal6ézmy na przyklad, ze otrzymali$émy duza liczbe N wartosci Uy, Uy,
..., Uy zmiennej losowej U. Na ich podstawie mozna otrzymac przyblizona
gestos$¢ rozkltadu U. Ten problem dotyczy gldwnie statystyki, poniewaz
chodzi tu o opracowanie wynikow doswiadczen (z tym tylko, ze przeprowa-
dzono je na komputerze). Ograniczymy sie z tego wzgledu do przyktadu.

Zalézmy, ze otrzymalismy N = 120 wartosci Uy, Uy, ..., Ujgp zmiennej
losowej U i wszystkie sa zawarte w przedziale 1 < U; < 6,5. Podzielmy
przedzial na 11 (dowolnie, oby tylko liczba ta nie byla za duza lub za matla)
réownych przedzialéw o dtugodci Ax = 0,51 policzmy ile wartodci U; trafia
do poszczegdlnych przedzialéw. Liczby te przedstawione zostaly na Rys.[20}
Czestos¢ trafienia w dowolny przedziat otrzymuje sie dzielac liczbe trafien
przez N = 120. W naszym przypadku czestosci sa rowne: 0,017; 0; 0,008;
0,12;0,20; 0,27; 0,14; 0,16; 0,06; 0,008; 0,017.

2 0 1 1524321719 7 1 2
1 2 3 4 5 6 7 x

Rysunek 20

Nad kazdym przedzialem zbudujmy prostokat, ktérego pole jest rowne
liczbie trafien U; w dany przedzial (Rys. 21). Inaczej méwiac, wysokosé
prostokata jest rowna liczbie trafient podzielonej przez Ax. Otrzymana linie
schodkowa nazywa sie histogramem.

Histogram jest przyblizeniem nieznanej gestosci zmiennej losowej U.
Dlatego, np. pole histogramu zawarte miedzy x = 2,51 x = 5,5 jest przy-
blizona warto$cia prawdopodobienistwa

P{2,5< U <55} ~0,95.
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0.1 -

1 2 3 4 5 6 x

Rysunek 21

W konsekwencji, na podstawie przeprowadzonych obliczen, mozemy
sadzi¢, ze wielko$¢ U, z prawdopodobienstwem bliskim 0,95 mieSci sie
w przedziale 2,5 < U < 5,5.

Na Rys. [21] pokazana zostata gesto$¢ zmiennej losowej normalnej ¢
o parametrach a = 3,85, 0 = 0, 88. Jesli na jej podstawie obliczymy praw-
dopodobienistwo tego, ze ¢’ jest w przedziale 2,5 < ¢ < 5,5, to otrzymamy
catkiem podobna wartos¢ 0,91. Faktycznie, zgodnie z wzorami p.

P{2,5 < ¢ <55} = 0,5[ty) — blty)],
gdziety = (2,5 —a)/o = —1,54; ty = (5,5 —a)/o = 1,88. Stad

P{2,5 < ¢/ <5,5} = 0,5[®(1,88) — (1,54)] = 0,91.

6.4. Uwaga Tego typu obliczenia sa dotychczas wykonywane bardzo
rzadko. Trudno powiedzie¢ gdzie tkwi przyczyna. Najpewniej w tym, ze
projektanci i konstruktorzy nie znaja takiej mozliwosci.

Dodatkowo, zanim zacznie sie¢ okresla¢ taka metoda jako$¢ réznych
wyrobdw, nalezy poznac statystyczne wlasnoéci wszystkich ich czesci. Jest to
niemaly wysiltek. Chociaz prawda jest, ze znajomos¢ tychze charakterystyk
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pozwala oszacowa¢ jako$¢ dowolnych wyrobéw ztozonych z tych czesci.
Mozna ocenia¢ zmiany jakosci przy zamianie jednych czesci przez inne.

Nalezy mie¢ nadzieje, ze tego typu obliczenia stana sie w najblizszych
latach zwykla sprawa, a statystyczne charakterystyki czesci beda zawsze
podawane przez ich producentéw.

§7. Przechodzenie neutronow przez plytke

Znane sa prawa statystyczne oddzialtywania pojedynczych czastek elemen-
tarnych (neutronu, fotonu, mezonu, i innych) z materia. Zazwyczaj istnieje
potrzeba znalezienia makroskopowych charakterystyk proceséow, w ktorych
bierze udzial ogromna liczba takich czastek: gestodci, pradow, itp. Sytuacja
jest podobna do rozpatrywanej w [§5] [§6] i nadaje sie do wykorzystania
w niej metody Monte Carlo.

Bodaj najczesciej, metoda Monte Carlo stosowana jest w fizyce neutro-
néw. Rozpatrzymy prostszy wariant problemu przechodzenia neutronéw
przez plytke.

7.1. Sformulowanie problemu Niech na nieskoniczona, jednorodna ptytke
o grubosci 0 < x < h pada strumien neutronéw o energii Ey. Kat padania
wynosi 90°. Podczas zderzenl z atomami materialu, z ktérego zbudowana
jest ptytka, neutrony moga rozpraszac sie elastycznie lub moga by¢ po-
chlaniane. Zalozymy, zZe energia neutronu nie ulega zmianie w procesie
rozpraszania i dowolny kierunek odbicia neutronu od atomu jest jednakowo
prawdopodobny (ostatnia wtasnos¢ jest czasami widoczna w materialach
zbudowanych z ciezkich atoméw). Na Rys. 22 pokazano rézne warianty
oddzialywania neutronéw z plytka: a—neutron przechodzi przez ptytke,
b—neutron jest pochtaniany w ptytce, c—neutron jest odbity przez ptytke.
Nalezy wyliczy¢ prawdopodobienstwo przejécia neutronu przez plytke p™,
prawdopodobienstwo odbicia neutronu p~ i prawdopodobienistwo pochta-
niania neutronu przez ptytke, p’.

Oddzialywanie neutronéw z materialem charakteryzujemy w rozwaza-
nym przypadku dwoma parametrami statymi, ¥, i X, ktére nazywaja sie
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Rysunek 22

przekrojem czynnym na pochlanianie (ang. capture (c) — wychwyt) oraz prze-
krojem czynnym na rozpraszanie (ang. scattering (s) — rozpraszanie). Suma
obu przekrojéw nosi nazwe catkowitego przekroju czynnego

X=2%+2.

Przekrdj czynny ma nastepujacy sens fizyczny. Prawdopodobienistwo
wychwytu neutronu jest réwne X./%, a prawdopodobiefistwo rozpraszania
jest Xs/X.

Droga swobodna neutronu A (tzn. dtugos$¢ drogi od zderzenia do zde-
rzenia) jest zmienna losowa. Moze przyjmowac dowolne wartosci dodatnie
z gestoscia prawdopodobienistwa

plx) = Ze .

tatwo zauwazy¢, ze podana gesto$¢ zmiennej A pokrywa sie z gestoScia (26)
zmiennej losowej T najprostszego strumienia zgloszen. Analogicznie do
p.[5.2lmozna od razu napisa¢ wyrazenie dla $redniej drogi swobodnej:

MA=1/Z
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oraz podac regule losowania A
A=—(1/E)Iny.

Pozostaje wyjasni¢ sposéb wyboru kierunku losowego po rozproszeniu
neutronu. Poniewaz problem posiada peina symetrie wzgledem osi x, to kie-
runek w zupelnosci okresla podanie jednego tylko kata miedzy kierunkiem
predkosci neutronu i osia Ox. Mozna pokazac’ ze zadanie jednakowego
prawdopodobienstwa kierunku rozpraszenia jest w tym przypadku row-
nowazne zadaniu by cosinus kata, 1 = cos ¢, miat rozklad réwnomierny
w przedziale (—1,1). Z wynika, ze dlaa = —1, b = 1 formuta losowania
1 jest:

n=2y—1.

7.2. Schemat obliczeri oparty na modelowaniu rzeczywistych drog Za-
16zmy, ze neutron ulegt k-temu rozproszeniu w punkcie o rzednej xp we-
wnatrz plytki i nastepnie, porusza sie w kierunku j. Wylosujmy droge
swobodna

A= —(1/X)Iny

i wyliczmy rzedna nastepnego zderzenia (Rys.
X1 = Xp + Apflp .
Sprawdzamy warunek przejscia przez ptytke
Xpet > h.

Jezeli jest on spelniony, koniczymy obliczenia dla tej trajektorii neutronu
i dodajemy jedynke do licznika czastek, ktore przeszly przez plytke. W prze-
ciwnym przypadku, sprawdzamy warunek odbicia:

X1 < 0.

Jesli jest on spelniony, to dodajemy jedynke do licznika czastek odbitych.
W przypadku, gdy warunek ten nie jest spetniony, tzn. 0 < x4 < h,
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Rysunek 23

neutron doznat k + 1 zderzenia wewnatrz plytki i nalezy wygenerowac los
neutronu po zderzeniu.
Zgodnie z p.[f.I]wybieramy kolejna warto$¢ 7 i sprawdzamy warunek
wychwytu neutronu:
7 < /¥

Jezeli ostatni warunek jest spelniony nalezy zakonczy¢ rachunek dla tej
trajektorii dodaniem jedynki do licznika pochtonietych neutronéw. W przy-
padku niespelnienia warunku, uwazamy, Ze neutron ulegl rozproszeniu
w punkcie, ktérego rzedna wynosi xp41. Losujemy woéwczas nowy kierunek
predkosci neutronu

Be+t =2y —1

i powtarzamy caly cykl od poczatku (oczywiScie z innymi tym razem war-
todciami )

Wszystkie ¥ wypisane zostaly bez wskaZznikéw, gdyz pamietamy, ze
kazdej warto$ci ¥ uzywamy tylko raz. Dla obliczenia jednego ogniwa tra-
jektorii potrzebne sa trzy wartodci y. Poczatek kazdej trajektorii zadany
jest przez:

Xy = 0 , Mo = 1.

2 Patrz: dowdd w czedci
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Po obliczeniach przeprowadzonych dla N trajektorii okaze sie, ze N*
neutronéw przeszto przez ptytke, N~ neutronéw uleglto odbiciu, a NV zo-
stato pochlonietych w ptytce. Poszukiwane prawdopodobienistwa sa wiec
dane przez

N* N~ o N
A

Na Rys. [24] pokazano schemat blokowy programu obliczen. Wskaznik j
jest numerem trajektorii, wskaznik k numerem zderzenia (na trajektorii).

Taka metodyka obliczen jest bardzo naturalna lecz nie jest doskonata.
W szczegdlnosci, metoda ta nie nadaje sie do obliczenr prawdopodobienistwa
p*, gdy jest ono bardzo mate. Z takim przypadkiem spotykamy sie akurat
przy obliczeniach dotyczacych ochrony przed promieniowaniem.

Istniejq bardziej pomystowe odmiany metody Monte Carlo, pozwala-
jace prowadzi¢ obliczenia i dla takich przypadkéw. Zatrzymamy sie na
krotko nad jednym z prostszych wariantéw obliczen z wykorzystaniem tak
zwanych wag.

+

p

p p

7.3. Schemat obliczen z wykorzystaniem wag zastepujacych pochlania-
nie Rozpatrzymy ten sam problem przechodzenia neutronéw. Zatozymy,
ze wzdluz tej samej trajektorii porusza sie paczka ztozona z duzej liczby wy
jednakowych neutronéw. Przy zderzeniu w punkcie o rzednej x1 $rednia
liczba pochtonietych z paczki neutronéw jest rowna wy(X./X), a $rednia
liczba neutrondéw rozproszonych jest rowna wy(Xs/¥). Dodajemy liczbe
wo(X./X) do licznika czastek pochlonietych. Ruch paczki rozproszonej be-
dziemy dalej obserwowa¢, zakladajac, ze pozostala czes$¢ paczki ulegta roz-
proszeniu w jednym kierunku.

Wszystkie formuly, podane w poprzednim punkcie, pozostaja bez zmian.
Jedynie liczba neutronéw w paczce bedzie sie zmniejszaé

Weat = Wi(Es/X),

gdyz cze$¢ paczki, zawierajaca wi(X./X) neutrondw, zostanie pochlonieta.
Teraz, trajektoria nie moze zakonczy¢ sie pochtanianiem.
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Dane }%‘

!

7

| k=0, x=0, W¢=1 |

—

A=—(1/%) Iny

Xk+]=xk+7\,k},lk ‘

| XS h? |
——[Nobem N < Jre
| X4y <07 |
[ Nyowe= Ny +1<% nie
| y<E. x? |
N = N+ 1<) nie
J nowe =jst +1 uk+1=2Y—l
tak nie

Wyliczenie pt p-, p0

{

‘ Wydruk wynikow,

koniec zadania ‘

Rysunek 24
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Wielkos$¢ wp nazywa sie zazwyczaj wagq neutronu i zamiast mowi¢
o0 paczce ztozonej z wy neutrondéw mowi sie o jednym neutronie z waga wy.
Poczatkowa wage przyjmuje sie rowna 1. Nie przeczy to zatozeniu o duzej
paczce, gdyz jak tatwo zauwazy¢, wszystkie wy, otrzymane przy obliczeniach
dla jednej trajektorii, zawieraja wspolny czynnik wy.

‘ Dane }%‘ j=1 ‘

| M=y |

‘ X g = X thphy ‘

‘ Xpp > h? ‘
| N nowe= Ns?"'Wkék‘ \Lrlie
‘ X3 1<07? ‘

- N tak i
Nuowe= Nt +Wé < e

‘ Wea i Ee/D) ‘
¥
‘Nm)we: Nt +Wk(ZC/Z) ‘

|

| JnoweZig 1| Mpy =271
Jnowe SN ?

tak nie

} Wyliczenie ptp, p0 ‘

|

‘ Wydruk wynikow, koniec zadania ‘

Rysunek 25
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Schemat blokowy programu takich obliczei przedstawiony jest na
Rys. Jego ztozonos¢ nie jest wcale wieksza niz zlozonos¢ schematu
z Rys. Mozna jednakze pokaza¢, ze obliczenia ta metoda sq o wiele
dokladniejsze niz obliczenia wykonane metoda imitacji.

Oznaczmy mianowicie przez i n' zmienne losowe, dajace liczbe (wage) neu-
tronéw, ktore przeszty przez plytke, i otrzymane dla jednej trajektorii metoda

p. i metoda p.[7.3] Z fizycznego punktu widzenia
Mn=Mn =p".

(Doktadny dowdd tego faktu mozna znalezé w [4, Sobol, I.M.].)
Poniewaz 1 moze przyjmowac tylko wartosci 01 1 to rozklad 1 jest postaci

e 0
n p* 1—p*)"

Biorac pod uwage, ze n> = 1, latwo pokazuje sie, zeDn = p* — (p*)*.
Zauwazmy, ze zmienna 7’ moze przyjmowac nieskoriczenie wiele wartosci: wp,

Wi, W, ..., Wg, ..., a takze wartoé¢ 0. Z tego wzgledu jej tablica rozktadu ma posta¢
77/" <W0 Wi Wy ... W 0>
o @ @ - Q& ---q)°

Wartosci qp, nie sa dla nas wazne, gdyz dyspersje
(o.¢]
Dy =) wiq —(p*)
k=0
mozna oszacowaé bez nich. Poniewaz wszystkie w;, < 1, wiec

Y W < S wiqe =M1 = p*,
k=0 k=0

skad wynika, ze D/ < p* — (p*)?. Mamy wiecD7n/ <Dn.

7.4. Uwagi Istnieje wiele rozmaitych metod obliczen, wykorzystujacych
rézne wagi. Nie bedziemy ich dyskutowaé. Zauwazymy jedynie, ze metoda
Monte Carlo pozwala rozwiazywa¢ bardziej skomplikowane problemy
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z dziedziny czastek elementarnych. Badany material moze sktadaé sie
z r6znych substancji i posiada¢ dowolna strukture geometryczna. Energia
czastek przy kazdym zderzeniu moze si¢ zmienia¢. Mozna rozpatrywac
wiele innych proceséw jadrowych (na przyklad mozliwos¢ rozszczepienia
jadra przy zderzeniu z neutronem i powstawanie w tym procesie nowych
neutronéw). Mozna rozwazaé¢ warunki zachodzenia kontrolowanej reakcji
taricuchowej, itd (patrz S8).

§8. Problem astrofizyczny

W charakterze rzeczywistego problemu, rozwiazanego metoda Monte Carlo,
pokazemy przyklad, ktéry w jakims stopniu przystaje do[§7} tutaj rowniez
rozpatruje sie przechodzenie czastek przez materie. Czastkami sa nie neu-
trony, lecz fotony — najmniejsze czastki $wiatta. Zamiast zwyklej ptytki
mamy sferyczny oblok plazmy [5, Pozdnyakov, et al]

8.1. Komptonizacja Po odkryciu rozblyskéw promieni X — rentgenow-
skich i rozblyskéw promieniowania gamma pochodzenia kosmicznego,
astrofizycy zaczeli poswieca¢ duzo uwagi budowie modeli, ktére mogltyby
wyjaéni¢ obserwowane widma promieniowania: potegowy charakter wielu
widm wydawat sie poczatkowo trudny do wyjasnienia.

Najprostszy model zwartego zrédta to oblok goracej plazmy, w ktérego
$rodku powstaja fotony o niskiej czestosci. Rozpraszajac sie wielokrotnie na
goracych elektronach plazmy, fotony powiekszaja swoja energie hv i opusz-
czaja oblok jako twarde promieniowanie rentgenowskie lub gamma.

Jak wiemy, zmiana energii fotonu w procesie rozpraszania na elektronie
nosi nazwe efektu Comptonamlzl Z tego powodu opisany wyzej proces

»>Bardziej kompletny wariant zostal opublikowany w pracy [[6, Pozdniakow et al].

26 Arthur Holly Compton (ur. 10 wrzeénia 1892 w Wooster, Ohio, zm. 15 marca 1962 w Ber-
keley, Kalifornia) - amerykanski fizyk, laureat Nagrody Nobla w dziedzinie fizyki. [przypis
Humacza]

*’Zjawisko Comptona, rozpraszanie komptonowskie — zjawisko rozpraszania promieniowania
X (rentgenowskiego) i promieniowania gamma, czyli promieniowania elektromagnetycz-
nego o duzej czestotliwo$ci, na swobodnych lub stabo zwiazanych elektronach. [przypis
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nazywa sie komptonizacja. Komptonizacja pozwala wyjasni¢ obserwowane
widma promieniowania gwiazd neutronowych, jader galaktycznych, kwa-
zardw, dyskow akrecyjnych powstalych w poblizu czarnych dziur. Nad-
zwyczaj efektywna metoda obliczen komptonizacji okazata sie by¢ metoda
Monte Carlo.

(W rzeczywistosci fotony nie musza powstawac¢ w centrum obloku:
moze tam na przyklad, znajdowac sie czarna dziura. Obliczenia pokazaly,
ze ksztalt widma promieniowania wychodzacego z obloku, przy duzych hv
nie zalezy od miejsca powstawania fotondw wewnatrz chmury. Jak méwia
fizycy, foton, ktory rozprasza sie wielokrotnie, zapomina o miejscu swoich
urodzin...)

10 ¢

F,, ( foton /em’s keV )
~
S

107
104 |
-5 :Hmm\ vl il Vi
10
10° 10° 107 1 10 10°
hv (MeV)
Rysunek 26

tiumacza
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8.2. Konkretny Przyktad 10.

Rys. zapozyczony z cytowanej wczedniej pracy, przedstawia probe modelo-
wania widma promieniowania jadra galaktyki Seyferta NGC 4151. Strumien
fotonéw F,, przedstawiony na osi pionowej, jest proporcjonalny do prawdopo-
dobienstwa wylotu fotonu o energii hv. Punkty reprezentuja dane eksperymen-
talne; btedy danych, niekiedy catkiem duze, nie zostaty pokazane.

Histogram na Rys. [26] otrzymano metoda Monte Carlo. Przyjeto, ze cze-
stosciowy rozkltad powstajacych fotonéw ma charakter rozktadu Planckd]
z temperatura T,, a rozklad predkosci elektronéw jest rozktadem MaxwelldZ]
z temperatura Te. Ich wartodci liczbowe byly réwne kT, = 0,5 eV, kT, = 2 MeV.
Promierr chmury réwna sie 0,4 $redniej drogi swobodnej fotonu wzgledem
zimnych elektronéw.

Z Rys.[26) wynika, ze w calkiem duzym przedziale energii, w przyblize-
niu od hv = 0,1 MeV do hv = 6 MeV, wielkos¢ log F, jest proporcjonalna do
log hv. Z wielkosci nachylenia histogramu na tym odcinku mozna oszacowac
wspoétczynnik katowy prostej przyblizajacej dane i stwierdzi¢, ze

F, ~ (hv)~"2.

Przy dalszym zwigkszaniu sie hv charakter widma zmienia si¢: zaznacza sie
jego wykladniczy zanik.

8.3. O metodyce obliczent Jak wspomnieliémy wczesniej, przechodzenie
fotonéw przez obtok mozna modelowa¢ tak jak zrobilismy to w[§7} Energie
kazdego powstajacego fotonu nalezy losowaé zgodnie z rozktadem Plancka.
Predkodci rozpraszajacych elektronéw réwniez nalezy losowaé. Za kazdym
razem nalezy obliczy¢ $rednia droge swobodna fotonu, gdyz zalezy ona od

hv itd. Wypisywanie formul obliczeniowych nie jest chyba celowe.

2Max Karl Ernst Ludwig Planck (ur. 23 kwietnia 1858 w Kilonii, zm. 4 pazdziernika 1947
w Getyndze) — niemiecki fizyk, autor prac z zakresu termodynamiki, promieniowania
cieplnego, energii, dyspersji, optyki, teorii wzglednosci, a przede wszystkim teorii kwantow.

Laureat Nagrody Nobla w dziedzinie fizyki z 1918 roku. [przypis ttumacza]

»James Clerk Maxwell (ur. 13 czerwca 1831 w Edynburgu, zm. 5 listopada 1879 w Cam-
bridge) — szkocki fizyk i matematyk. Autor wielu wybitnych prac z zakresu elektrodynamiki,

kinetycznej teorii gazéw i optyki [przypis tumacza]
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O wiele ciekawiej jest zauwazy¢, ze prawdopodobienstwa w prawej
czeSci widma (patrz Rys. sa 10° razy mniejsze niz w jego lewej czeci.
Jasne, ze na drodze modelowania imitacyjnego nie da si¢ tego otrzymac.
W rzeczywistosci histogram na Rys.[26]otrzymany zostal tylko dzieki wy-
korzystaniu wag. Byto to o wiele bardziej skomplikowane niz opisano
w[7.3} W przypadku fotonu o wadze wy, po k-tym rozproszeniu, wyliczano
prawdopodobienistwo bezposredniej ucieczki Ly; cze$¢ fotonu z waga wiLy
dodawano do licznika ucieczek, a w przypadku pozostatej czesci z waga
Wi1 = wi(l — Lp) konstruowano k + 1-szy akt rozpraszania.

§9. Obliczanie calek oznaczonych

Problemy, ktére rozpatrywaliSmy w poprzednich rozdziatach, byly staty-
stycznymi z natury i wykorzystanie metody Monte Carlo przy ich rozwiazy-
waniu byto w ich przypadku rzecza naturalna. Tutaj rozpatrujemy problem
matematyczny przyblizonego obliczenia calki oznaczonej.

Poniewaz obliczanie takich catek jest rownoznaczne z wyznaczaniem
pol, to mozna bytoby wykorzysta¢ metode p. Zamiast tego opiszemy
inna, bardziej efektywna metode, ktéra pozwala budowac ré6zne modele sto-
chastyczne rozwiazywania tego problemu metoda Monte Carlo. Pokazemy
tez jak wybra¢ sposrod nich model najlepszy.

9.1. Metoda obliczen Rozwazmy funkcje g(x), okre$lona na przedziale
a < x < b. Chcemy w przyblizeniu obliczy¢ catke

= /b glx)dx (33)

(jesli jest to catka niewtasciwa to zadamy, Ze jest ona absolutnie zbiezna).
Wezmy dowolna gestoé¢ p(x) na (a, b) (tzn. dowolna funkcje p(x), spel-
niajace warunki , ). Wraz z losowa zmienna &, okres§lona na prze-
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dziale (a, b) z gesto$cia p(x), potrzebna bedzie wielkos¢

n=gl&)pl&).

*glx)
Mn=/a mp(x)d)t:I.

Rozpatrzmy teraz N jednakowych, niezaleznych zmiennych losowych ny, 9,
.., Ny 1 zastosujmy centralne twierdzenie graniczne do sumy tych zmien-
nych. Formuta jest w tym wypadku

1 D7
p Nj;n,-—l <3‘/W ~ 0,997 .

Ostatnia rownos$¢ moéwi, ze jezeli wezmiemy N wartosci &, &, ..., &y to
przy odpowiednio duzym N

Zgodnie z

N
Z g—g . (34)
i=1

2 \

Jednoczes$nie, z bardzo duzym prawdopodobienistwem btad przyblizenia

(34) nie przekracza 3,/Dn/N.

9.2. Istotny wybor WidzieliSmy, ze w celu obliczenia catki (33) mozna
wykorzystaé dowolnq zmienna losowa &, okre$long na przedziale (a, b)

z gestoscia p(x) > olﬂw dowolnym przypadku Mn = M[g(£)/p(é)] = L.

Jednakze dyspersja D7, a wraz z nia oszacowanie bltedu w formule
zaleza od tego jaka zmienna £ jest wykorzystywana, gdyz

30W ogdlnosci, gestoéé p(x) moze znikaé (patrz przypis w p., lecz tylko w tych punktach,

w ktérych g(x) = 0.
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b
Dn=Mn2—12=/
a

g9%(x)
p(x)

de —I”. (35)

Pokazemy, ze wielko$¢ ta jest minimalna, gdy p(x) jest proporcjonalne do

|g(x)].

Wykorzystamy w tym celu znana z analizy matematycznej nieréwnos¢

|u(x)v(x)|dx g buQ(x)dI bvg(x)dx,
[ [, e |

w ktérej wstawimy u = g(x)//p(x), v = \/plx). Otrzymamy

b : ) b b 2
g-(x) [ g°x)
([ < [t [[oioe = [ lar. 0

4 , wynika, ze

2
Dn=> </b Ig(r)|dx> —I’. (37)

Pozostaje pokazaé, ze dolna granice wartosci dyspersji otrzymamy bio-
rac gesto$¢ polx) = c|g(x)|. Latwo to zrobi¢, gdyz z warunku unormowania

b -1

- < | |Q(I)|dr> |
b 9 ) . )
/a Zog; dx = i/a lg(x)|dx = </a ]g(;r)ldx>

polx) wynika, ze

Oznacza to, ze




§9. Obliczanie calek oznaczonych

65

i prawa strona przechodzi w prawa strone .

Nie da sie w praktyce wykorzystaé najlepszej gestosci polx), gdyz po-
trzebna jest w tym celu znajomos$¢ catki fab |g(x)| dx. Wyliczenie jej jest
z kolei problemem, réwnowaznym wyznaczeniu catki (33). Z tego tez
wzgledu ograniczymy sie do nastepujacego zalecenia: jest rzeczq pozqdang
by gestos¢ p(x) byta proporcjonalna do |g(x)|.

Wybér bardzo ztozonych p(x) jest oczywiScie niecelowy poniewaz pro-
cedura wybierania £ staje sie¢ zbyt pracochtonna. Mozemy jednak kierowa¢
sie tym zaleceniem przy wyborze p(x) (patrz p.[9.3). Oszacowanie (34)
z gestoscia p(x) zbiezna z |g(x)|, nazywamy istotnym wyborem.

W praktyce, catek postaci nie wylicza sie metoda Monte Carlo;
istnieja bardziej doktadne metody obliczent — wzory kwadraturowe. Przy
przejéciu do calek wielokrotnych sytuacja ulega zmianie: wzory na kwadra-
tury staja sie zbyt zawile, a metoda Monte Carlo prawie si¢ nie zmienia.

9.3. Przyklad liczbowy Wyliczmy, w przyblizeniu, catke

/2
I= ] sinxdx.
0

Jej doktadna wartos¢ jest

/2
/ sinrdr = —cosx|T? =1.
0

Wykorzystamy w obliczeniach dwie r6zne zmienne losowe &: o stalej
gestosci p(x) = 2/ (tzn. £ ma réwnomierny rozktad w przedziale 0, 2/7))
i o gestoéci liniowej p(x) = 8x/m”. Obie te gestosci wraz z funkcja sinx
pokazuje Rys.[27} z ktérego widzimy, ze gestos¢ liniowa bardziej odpowiada
zaleceniu z p.[9.2o tym by p(x) i | sin x| byly proporcjonalne. Z tego wzgledu
wydaje sie, ze drugi sposéb oblczen da lepszy wynik.

1. Niech p(x) = 2/m. Formutle losowania £ mozna otrzymacé z dla
a=0,b=m/2

&= (n/2)y.
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y = &x
y 2

1 y=sin x
-3

0 T X
2

Rysunek 27

Wzor przyjmie postac
T N
I = ﬁ 21: sin S]‘ .
j=

Niech N = 10. Jako wartoéci ¥ uzyjemy tréjek liczb z Tablicy [4 po-
mnozonych przez 0,001. Poérednie wyniki przedstawiono w Tablicy [1]

Wynikiem obliczen jest I = 0, 952.

Tablica 1: Metoda 1

j 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Y 0,865 0,159 0,079 0,566 0,155 0,664 0,345 0,655 0,812 0,332
& 1,359 0,250 0,124 0,889 0,243 1,043 0,542 1,029 1,275 0,521

sing& 0,979 0,247 0,124 0,776 0,241 0,864 0,516 0,857 0,957 0,498

2. Niech teraz p(x) = 8x/m%. W celu wylosowania & wykorzystamy :
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skad, po prostych rachunkach, otrzymamy

&= (m2)\/y.
Wzor (34) jest
I ~ LQ Sil’lgj
BN 2 &

Niech N = 100. WeZmiemy te same liczby losowe 7, jak w przy-

Tablica 2: Metoda 2

j 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0,865 0,159 0,079 0,566 0,155 0,664 0,345 0,655 0,812 0,332
& 1,461 0,626 0,442 1,182 0,618 1,280 0,923 1,271 1,415 0,905
2;3 0,680 0,932 0,968 0,783 0,937 0,748 0,863 0,751 0,698 0,868

padku 1. Wyniki po$rednie przedstawia Tablica[2] Wynikiem obli-
czen jest I = 1,016. Jak przypuszczaliSmy, wynik rachunku jest w tym
przypadku dokladniejszy.

. Na podstawie wartosci przedstawionych w Tablicach [1}i[2} mozna
w przyblizeniu wyliczy¢ dyspersje D n dla obu metod obliczen (patrz

wzor z p.[6.1).

* Metoda 1:
71’2 10 1 10 2
. 92 .
Dn= 91 E (sin &) — 0 E sin &
j=1 j=1
72
= —0(4,604 —3,670) = 0,256 .



68 Przyklady zastosowanh metody MC

¢ Metoda 2:
10 9 10 2
2 sin &; 1 sin &;
Dn ~ E < ]> - § J
9413\ § 0\ &
o

Nie zwracajac uwagi na to, ze wartos¢ N = 10 jest niewielka i ze
nie gwarantujemy przyblizonej normalnosci oszacowania , wYy-
liczmy dla obu metod wielkos¢ 0, 6745y/D n/N. Otrzymamy wartosci
0,103 1 0,027. Latwo zauwazy¢, ze faktyczne btedy absolutne przy
obliczeniach I sa réwne 0,048 1 0, 016 i sa wielkodciami tego samego
rzedu. Zauwazmy, ze dokladne wartosci D7 sa w rozpatrywanym
przyktadzie réwne 0, 2331 0,0166. W ten sposdb, rowniez oszacowa-
nia dyspersji pokazuja, ze metoda 2 okazuje sie¢ by¢ doktadniejsza od
metody 1.
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§10. O liczbach pseudolosowych

Wiekszo$¢ algorytméw otrzymywania liczb pseudolosowych jest postaci

Yer1 = Fly). (38)

Jesli zadana jest poczatkowa liczba 7y to wszystkie nastepne 71, 79, ...,
wyliczane sa wedlug tego samego wzoru dlak =1,2,..., Metoda
$rodka kwadratow z p.[3.3]jest réwniez postaci . Wijej wypadku zamiast
analitycznego wyrazenia y = F(x) podano zbidr operacji, ktére nalezy
wykona¢ nad argumentem x w celu otrzymania y.

10.1. Jaka powinna by¢ funkcja F(x)? Nastepujacy przyktad pozwala
zrozumieé na czym polega podstawowa trudnosé zwiazana z wyborem

Fl(x).

69
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y y
1 1
y=F(x)
0 0
0 1x 0 Ix
Rysunek 28 Rysunek 29

Przyktad 11.

Pokazemy, ze funkcja y = F(x) przedstawiona na Rys.[28|nie moze by¢ uzywana

w procesie generowania liczb pseudolosowych wedlug wzoru .
Rozpatrzmy punkty o wspoétrzednych kartezjanskich

(71, 72), (73, 74), (95, %6), - - -

rozmieszczone w jednostkowym kwadracie {0 < x < 1,0 <y < 1}. Poniewaz
w tym wypadku 7o = F(y1), 74 = F(y3), 6 = F(75), ..., to wszystkie takie punkty
leza na krzywej y = F(x). To Zle, gdyz punkty losowe powinny wypelniaé caty
kwadrat rownomiernie.

Z rozpatrzonego przykltadu wynika, ze uzywajac funkcji y = F(x) we
wzorze mozna spodziewac sie sukcesu tylko wtedy, gdy jej grafik
dostatecznie gesto zapelnia caly kwadrat.

Wtlasnos¢ taka posiada np. funkcja

y = {g9x}, (39)

gdzie g jest duza liczba, a {z} oznacza utamkowa cze$¢ liczby z, tzn. {z} =
z —[z]. Na Rys. 29 pokazano wykres takiej funkcji przy g = 21. Czytelnik
moze sobie wyobrazi¢, jak taki wykres wyglada w przypadku g = 5'7.
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10.2. Metoda poréwnan (metoda residuéw) Najbardziej powszechna
metoda generowania liczb pseudolosowych jest metoda zaproponowana
przez D. LehmeraFIl Podstawe algorytmu stanowi funkcja , jednakze
dla wygody, jej realizacja na komputerze przebiega nieco inaczej.

Definiuje sie ciag liczb catkowitych mj, w ktérym zadana jest liczba po-
czatkowa mp = 1, a nastepne, my, my, ...sa wyliczane wedlug tego samego
wzoru

Mps1 = 5''my mod 24 (40)
dlak=0,1,2,.... Zliczb m;, otrzymuje sie liczby pseudolosowe
Ve = 27 my, . (41)

Formuta mowi, ze liczba my4 jest rowna reszcie z dzielenia liczby
517my, przez 2*°. W teorii poréwnan (patrz dowolny podrecznik z teorii
liczb) taka reszte nazywa sie najmniejszym dodatnim residuum modulo 2*°.
Stad pochodza obie nazwy algorytmu metoda poréwnati i metoda residudw.
Spotykany termin metoda kongruencji jest wynikiem btednego ttlumaczenia.
Angielski termin congruence posiada dwa znaczenia i oznacza zaréwno
kongruencje jak tez rownos¢ modulo.

Formuly i daja sie fatwo realizowac na komputerach pracuja-
cych z liczbami 40 bitowymi z wykorzystaniem polecenia mnozenia liczb
podwojnej precyzji. Nalezy wykorzysta¢ mtodsze cyfry iloczynu. Okres
ciagu mg, my, my, ..., pokrywa sie z odcinkiem aperiodycznoéci P = L = 2%,
Zawarte sa w nim wszystkie liczby postaci 4n + 1 nie wieksze niz 2.

10.3. Komputer serii ES  Wigkszo$¢ maszyn cyfrowych tej serii pracuje
z liczbami 31 bitowymi. W ich oprogramowanie matematyczne wchodzi

31Derrick Henry Lehmer (ur. 23 lutego 1905 w Berkeley, zm. 22 maja 1991 tamze) — amery-
kanski matematyk, tworca testu Lucasa-Lehmera dla liczb Mersenne’a. [przypis ttumacza
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generator RANDU polecany przez specjalistow IBM. Réwniez tutaj realizo-
wana jest metoda residudw:

Mmpy1 = g mp mod o3 Vb = 27 my,, my = 1.

Czynnik g = 65539 = 29 + 3 zostal jednak wybrany tak niezrecznie, ze
generator jest, praktycznie biorac, zty. Zostato to pokazane przez wielu
obliczeniowcédw duzo wcze$niej nim udowodniono nieprzydatnos¢é genera-
toral]

W tym przypadku mozna polecié czynnik g = 5. Ciekawe, ze liczby
z grupy %, 72, ..., Yy dla N = 100 sa jawnie Zle rozmieszczone w przedziale
0, 1)]ednak przy wzroscie N rozklad poprawia sie i przy N > 500 jest
catkowicie zadowalajacy. Dla rozpatrywanego ciagu P = L, = 2%,

§11. Metody modelowania zmiennych losowych

W paragrafie tym przedstawiono najwazniejsze metody modelowania zmien-
nych losowych. U podstawy klasyfikacji tego rodzaju metod lezy ilos¢ liczb
losowych potrzebnych do otrzymania jednej wartosci £. Podstawy klasyfi-
kacji mozna znalez¢ w [4, Sobol, I.M.], gdzie pokazano ja po raz pierwszy.

11.1 Przeksztalcenie postaci £ = g(x) Pierwsze miejsce wérdd tego typu

przeksztalcen zajmuje bezspornie metoda funkcji odwrotnych. Pokazemy,

ze sposoby generowania dyskretnych i ciagtych zmiennych losowych, ktére

zostaly pokazane w[§4} sa szczegélnymi przypadkami tej metody.
Przypominamy, ze

2[7) Forsyth J., et al]. Ttumacz tej ksiazki z niewiadomych powoddéw uznal za stosowne
opatrzy¢ wezwanie autoréw by ,nie uzywa¢ RANDU” nastepujaca uwaga: , To ostrzezenie
odnosi sie oczywiscie, do amerykanskich czytelnikow ksiazki” ...

33 Pokazal to B. W. Schuhman.

34 Autor nie odnosi sie do literatury Zrédtowej, podajac tylko nazwisko odkrywcy tego faktu.
[przypis tlumacza)
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Definicja 8 (Dystrybuanta zmiennej losowej): Dystrybuantq (funkcjg
rozktadu) dowolnej zmiennej losowej nazywa sie funkcje

Flx) =P{¢& <x},

okreslong dla wszystkich —oo < x < o0.

Oczywiscie, 0 < F(x) < 1. Latwo pokaza¢, ze funkcja F(x) nie maleje ze
wzrostem x i, ze zawsze istnieja granice lim,_,o Flx) = 11 lim,_,_ Flx) =
0. Funkcja F(x) nie musi jednakze by¢ silnie monotoniczna: w pewnych
przedziatach moze by¢ stala. Nie musi tez by¢ ciagla, moze posiadac skoki.

Zaldzmy, ze y = F(x) jest ciagla i silnie monotoniczna (Rys. [30). Istnieje
woweczas ciagla funkcja odwrotna x = G(y), dla ktdrej przy wszystkich
—00 < x < ooiwszystkich0 <y <1

(42)

Rysunek 30

Rzeczywidcie,

P{Gly) < x} = P{F(Gly)) < Flx)} = P{y < Flx)} .
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Poniewaz 7 ma rozktad jednorodny w przedziale (0,1), to prawdopodo-
bienistwo P{y < F(x)} = P{0 < 7 < F(x)} jest rowne dlugosci przedziatu
(0, F(x)), tzn. réwna sie F(x). Pokazaliémy wiec, ze

P{Gly) <x} = Flx). (43)

W konsekwencji, zmienna losowa £ z ciagta i monotoniczna funkcja roz-
ktadu F(x) moze by¢ generowana wedtug reguty

£=G(). (44)

Podobnie jak 7, 1 — ¥ réGwnomiernie wypelnia przedziat (0,1). Zamiast
formuty mozna wiec uzywaé formuty

£=G{l-17). (45)

Przedstawiona metoda generowania zmiennych losowych wedtug regutly
lub nosi nazwe metody funkcji odwrotnych.

Okazuje sie, ze metode funkcji odwrotnych mozna zastosowa¢ do ge-
nerowania liczb losowych £ dla przypadku dowolnej funkcji rozktadu
F(x). W miejscach gdzie funkcja odwrotna (w zwyklym sensie) jest niejed-
noznaczna lub, gdy nie jest okre$lona dla wszystkich 0 < y < 1, nalezy
ja rozsgdnie rozszerzy¢. W ten sposéb x = G(y) stanie sie jednoznaczna
i niemalejaca, i chociaz nie mozna zagwarantowad, ze przy wszystkich
—00 < x < 00il <y <1beda spelnione rownosci to bedzie spelnione
zadanie stabsze, a mianowicie nieréwnosci G(y) > x iy > F(x).

To wystarcza by zamiast zapisac

P{Gly) <x} =1-P{Gly) 2x} =1 -P{y > Flx)} =P{y < Flx)} .
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Y y
Ik
] [ 1
y=F(x) nnry -
o+ L — y=F(x)
.
[ ‘
0 a b x x; X, X3 Xy X
y Yy
1 L [ 77777777
[7]+]§+]§ L oo
x=G(y) e IS I
al
| riiii -
0 a b x *1 25 Y *
Rysunek 31 Rysunek 32

Przyktad 12.

Rozpatrzmy ciagla zmienna losowa £ z p 4.2. Latwo pokaza¢, ze krzywa przed-
stawiona na Rysunkach [12]i[L3]jest czeScia dystrybuanty. Jeslia < x < b
to

F(x)=P{£<r}=P{a<€<x}=jp(x)dx. (46)

Pelna dystrybuanta zostata przedstawiona na Rys. Pokazano tez funkcje
odwrotna x = G(y). W przyktadzie tym rozsgdne rozszerzenie funkcji odwrotnej
sprowadzito sie do tego, ze fragment funkcji y = F(x) uzupelniono przy x < a
ix > b. Jest rzecza oczywista, ze metoda z p. (patrz (23)) pokrywa sie
z metoda funkcji odwrotnych (patrz (@4)).
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Przyktad 13.

Rozpatrzmy dyskretna zmienna losowa £ z p. Funkgcje rozkladu tej zmiennej
w szczegblnym przypadku n = 4 pokazuje Rys.[32} Wybierajac dowolna warto$¢

v na osi y, zawarta miedzy zerem i jednoscia stwierdzamy, ze odpowiadajaca jej
warto$é G(7) jest rowna jednej z wartosci x; takiej, ze

P{G(?’) = Ii} = Di-

Wida¢ stad, ze metoda z p.[£I]jest rowniez metoda funkcji odwrotnych.

0.8

021

1.0
0.8

x=G(y)

0.2

Rysunek 33

Przyktad 14.

Rozpatrzmy zmienna losowa & typu mieszanego, ktérej rozktad z prawdopo-
dobienstwem 0,4, jest rGwnomierny w przedziale 0 < x < 21i z prawdopodo-
bienistwem 0,6 zmienna ta przyjmuje warto$¢ 1. Na Rys.[33] pokazano nieciagla
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dystrybuante F(x) tej zmiennej oraz funkcje odwrotna G(y). Poniewaz

Flx) = {0, 2x, jedlio <x <1,

0,2x+0,6, jeslil <x <2.
toz otrzymujemy nastepujaca regule losowania &:

5y, jesli0 < < 0,2,
Flx) = {1, jesli0,2 < 7 < 0,8,
Sly —0,6), jesli0,8 < 7 < 1.

Wybor losowego kierunku w przestrzeni Kierunek bedziemy zada-
waé za pomoca wektora jednostkowego wystawionego w poczatku uktadu
wspotrzednych. Konice takich wektoréw leza na sferze jednostkowej. Powie-
dzenie dowolny kierunek jest rownowazne stwierdzeniu, ze koniec wektora
kierunkowego reprezentuje losowy punkt €2 o rozkladzie rownomiernym na
powierzchni sfery. Prawdopodobienistwo tego, ze 2 wypadnie w dowolnym
elemencie powierzchni dS jest réwne dS/(4).

Wybierzmy na sferze wspolrzedne sferyczne (¢, ¥) z osia biegunowa Ox

(Rys.[34). Wowczas
dS =sin¢dody,

gdzie 0 < ¢ <, 0 < ¥ < 2.
Oznaczmy przez p(¢, ) gestos¢ punktu losowego (¢, ¥). Z zadania

pl¢, ¥)dody = dS/(4n)
i poprzedniej réwnosci wynika, ze
plo, ) = (4m) " sing.

Na podstawie wspdlnej gestosci ¢ 1  mozna wyznaczy¢ oddzielne gestosci
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Rysunek 34

obu tych zmiennych

2
plé) = [ pl6. 1 dv = G sino,

T 1
patt) = [ plo v - 5.
ROwnos¢ p(d, ) = p1(d)pa(¥) pokazuje, ze zmienne ¢ i P sa niezalezne.

Jest jasne, ze ¥ ma rozktad réwnomierny w przedziale (0,27) i formuta
losowania 1 jest

b =21y (47)

Formule wyboru ¢ otrzymamy z metody funkcji odwrotnych :

o
Fig) = [ puloldg - 5 —cosd) = 1 -7,

a stad

cos¢p =2y —1. (48)
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Formuly (47), pozwalaja wybraé losowy kierunek. Oczywiste jest,
ze wartosci ¥ wystepujace w tych formutach, powinny by¢ niezalezne od
siebie.

11.2 Przeksztalcenie typu £ = g(y1,72) Ten rodzaj przeksztalcen obej-
muje bardzo czesto spotykana w praktyce, metode superpozycji.

Zalozymy, ze dystrybuanta F(x) zmiennej losowej £ moze by¢ przedsta-
wiona jako superpozycja wielu funkgcji rozktadu:

Flx) =) cxFelx), (49)
k=1

gdzie wszystkiecp > 0icy +cg + -+ +cpm = 1. Zalozymy jednoczesdnie, ze
zmienne losowe zadane przez dystrybuanty Fi(x) potrafimy modelowa¢,
np. przy pomocy metody funkcji odwrotnych Gg(x).

WprowadZmy pomocnicza zmienna losowa

< 1 2 .. m>
K~ ,
Ct Cy ... Cm
tak, ze P{k = k} = cg. Pokazemy, ze jesli wybierzemy dwie liczby losowe
711799 1 wedlug 1 wylosujemy numer k, a nastepnie wyliczymy G(72), to
dystrybuanta tej zmiennej bedzie F(x).

Rzeczywidcie, ze znanego wzoru na catkowite prawdopodobieristwo
wynika, ze

m

P{GIC(/}/Q) < I} = ZP{GI{(Q/Q) < I|’{ = k} P{’{ = k} .
k-1

Wystepujace tutaj prawdopodobiefistwo warunkowe jest

P{Gilys) < x| = k} = P{Grlra) < x} = P{7 < Frlx)} = Frlx).
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W konsekwencji dostajemy

P{Gilyo) <x} = Felx)er = Flx).
k=1

Jesli istnieja odpowiadajace gestosci to zamiast superpozycji mozna
rozpatrywac superpozycje gestosci:

plx) = " cpprlr).
k=1

Przyktad 15.

W procesie rozpraszania fotonu na zimnym elektronie cosinus kata rozpraszania
JL = cos 0 jest zmienna losowa o gestosci

p(r)=§(1+12), —1<x<1.

Jest to tzw. prawo Rayleigh'alfl
Jesli zastosujemy metode funkcji odwrotnych, to otrzymamy réwnanie sze-
Scienne .
g(ﬂ3+3ﬂ+4> =9.

Skorzystamy z metody superpozycji ktadac p(x) = 0, 75ps(x) + 0, 25pe(x), gdzie
pi(x) = 0,5 jest gestoscia stala, a py(x) = 1,5x% Odpowiadajace tym gestosciom
funkcje rozktadu sa bardzo proste

Filx) = (x +1)/2, Fylx) = (x* +1)/2.

Funkcje odwrotne pozwalaja zapisa¢ nastepujaca, koficowa formute modelowa-
nia
279 — 1, jeslim < 0,75,
n=
2y, —1, jesliy >0,75.

35John William Strutt, 3. baron Rayleigh, Lord Rayleigh (ur. 12 listopada 1842 w Langford
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Przyktad 16.
Rozpatrzmy dyskretna zmienna losowa

(u x o o1
£ <P1 pe ... Pn>' (50)

Zatozymy, ze wszystkie prawdopodobieristwa w sa postaci p; = m;27°,
gdzie m; sa liczbami catkowitymi, (1 < m; < 2°—1),1 wartod¢ s jest wielokrotnie
mniejsza niz n. Woéwczas, moze okaza¢ sie rzecza wygodna przedstawienie
&€ w postaci superpozycji nie wiecej niz s zmiennych losowych o jednakowo
prawdopodobnych wartosciach (w p. [£.I] obserwowali$my, ze takie zmienne
tatwo jest modelowac).

Wyjasnimy te mozliwod¢ na konkretnym przyktadzie. Niech w n =19
i wszystkie p; = m;/64. Liczniki m; przedstawione sa w Tablicy Z prawej
strony wielko$ci m; zapisane sa w systemie dwdéjkowym, a v, oznacza liczbe
jedynek w k-tej kolumnie.

Wynika stad, ze £ mozna zapisaé w postaci superpozycji trzech zmiennych
losowych £®, k = 4,5,6: £% przymuje wartosci xy—xs z prawdopodobienstwem
Us; £® przymuje warto$ci x1, Xy, xo—x16 z prawdopodobieristwami 110; £ przy-
muje warto$ci x3—Xs, X9—X13, X17—X19 Z prawdopodobieristwami !/12.

Wspodlczynniki ¢, odpowiadajace tym wielkosciom, wyliczone wedlug wzoru
cr = w27k, sa réwne c; = Y2, c5 = 516, cg = e.

W celu zapisania ostatecznej reguly wybierania £ wprowadzimy oznaczenia

W1, 32, ..., ¥10) = (x1, X0, X9, X10, - . ., X46),

(21,29, ..., 219) = (X3, X4, X5, Xg, Xo, X1, . . ., X43, X17, X18, X19) -
Otrzymamy formute
xi, i=1+8n, n<h

E=<y, i=1+[10y], Y2<y <13,
zi, 1=1+[127%], Bhe<y.

Grove, zm. 30 czerwca 1919 w Witham) — brytyjski fizyk, profesor Uniwersytetu w Cam-
bridge (1879-1887) i Uniwersytetu w Londynie (od roku 1887), laureat Nagrody Nobla
w dziedzinie fizyki w roku 1904 ,,za badania nad gestoscia najwazniejszych gazéw i odkrycie
argonu”. [przypis ttumacza)
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Jesli do tego przykladu zastosujemy metode modelowania z p.[£1] to okaze
sie, ze trzeba wielokrotnie poréwnywacé y z p1, p1 + pe, p1 + pa + p3, itd.

Tablica 3: Liczniki m;. Po prawej stronie m; zapisane sa w systemie
dwéjkowym. Wielkoéci vy 0znaczaja liczbe jedynek w k-tej kolumnie

Sl
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i e e e e e e IO
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Modelowanie normalnej zmiennej losowej Niech £ bedzie normalna
zmienna losowa o parametrach a = 0, 0 = 1. Niech n bedzie taka sama
zmienna losowa niezalezna od £. Gesto$¢ punktu losowego o wspotrzed-
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nych kartezjaniskich (£, n) na ptaszczyZnie (x, y) rowna sie woéwczas iloczy-
nowi gestodci £1n:

1 o b 1 2

x,y) = —=¢e e
plx.7) Vo Vo 27

PrzejdZmy do wspolrzednych biegunowych na ptaszczyznie: x = r cos ¢,
¥y = rsin ¢. Niech p, 6 beda losowymi wspolrzednymi biegunowymi punktu

(&, m):
&=pcosf, n=psinb.

Wspodlna gestosc p, 0 jest

ol 6 = ol )| G5 =

a(x,y)‘ . r _1,2/2

Gestosci p, 8 wylicza sie w prosty sposob
27 ,
pilr) = [ plr.g)s = re .
o 1
plé) = [ plra)r

=0

Poniewaz p(r, ) = p1(r)pa2(9), to p i 0 sa niezalezne i tatwo je modelowaé
wedtug ich dystrybuant. Funkcje te sa w miare proste:

Filr) =1 —e™2, Fy¢) = ¢/(27),

gdzie 0 < r < 00,0 < ¢ < 2. Zrdéwnan Filp) = 1 -1, Fo(0) = 79 otrzymamy
formuly modelowania:

p=y-"2ny, ¢="21y.

Konicowe formuty

£ =+/—2Inycos(2myy), n=+/—2Inysin(217),

pozwalaja na podstawie dwoch liczb 71 i1 99, wylicza¢ dwie niezalezne
wartos$ci normalnej zmiennej losowej o parametrach a = 0, 0 = 1. Kazda
z tych formul ma jednakze postac & = g(y1, 7).
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11.3. Przeksztalcenie postaci £ = g(y, 72, ..., 7n)

Przyktad 17.

Zmienna losowa &, ktérej dystrybuanta F(x) = x" dla 0 < x < 1, mozna
wyznaczy¢ wedlug reguly

& = max(y1, %, ... ), (51)

gdzie y1, 79, ..., vn sa liczbami losowymi.
W samej rzeczy, oczywiste jest, ze

P{é <x} =P{maxici <oy <x} =P{m <x,....7 <x},
i poniewaz 1,72, ..., vn sa niezalezne, to
P{n<x,..., Yo <x} =P{m <x}...P{ya <x}=2x"

Jesli bedziemy modelowa¢ ¢ metoda funkcji odwrotnych ([#4), to z réwnania
£" = y otrzymamy, ze

£=V7. (52)

Poréwnujac z dochodzimy do nastepujacego wniosku: zamiast
wyciggacé n-ty pierwiastek z liczby losowej mozna znajdowac najwiekszq sposréd n
liczb losowych.

Przyktad 18.

W p.[5-2]rozpatrzono prosty strumieri zgloszen, w przypadku, ktérego prze-
dzial czasu T miedzy dwoma kolejnymi zawiadomieniami jest wyktadnicza
zmienng losowa. W bardziej ztozonych strumieniach, nazywanych strumieniami
Erlangam przedzial T jest zmienna losowa o gestosci

p(x) = " lemor, (53)
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w ktérej 0 < x < oo. Poniewaz funkcja
I'(n) = / " e dx = (n —1)!
0

nazywa sie funkcja gamma, to réwniez gestosé nazywana jest rozktadem
gamma. Okazuje sie, Ze zmienna mozna modelowa¢ wedtug wzoru

&= —(/a)In(y19o. .. 7m)-

Nie bedziemy go dowodzi¢. Zauwazymy tylko, ze formula jest szczegélnym
przypadkiem ostatniego wzoru dlan = 1.

Wykorzystanie statystyk porzadkowych Wylosujmy liczby
71,7, ..., 90 1uporzadkujmy je w kolejnosci rosnacej:

) SY) S W) S S Y -

Zmienna 7(;) nazywana jest s-tq porzqdkowq statystykq rozktadu rownomier-
nego. Jest oczywiste, ze 7(s) zalezy od wszystkich 71, 72,..., 7n.
Gestos¢ rozktadu y) jest znanaEli dla 0 < x < 1jest dana przez

35Agner Krarup Erlang, ur. 1 stycznia 1878, zm. 3 lutego 1929 - matematyk duriski. Byl
pionierem w dziedzinie teorii ruchu telekomunikacyjnego i teorii kolejek. Jego modele sa
wciaz wykorzystywane w analizie ruchu w sieciach telefonicznych. [przypis ttumaczal|

37Schemat dowodu. Wybierzmy dowolny przedzial (x, x + Ax). Z kazda wartoscia ¥ zwiazemy
trzy losowe zdarzenia

A ={y<x}, A={r<y<x+Ax}, Az={x+Ax<y].

Prawdopodobienistwa tych zdarzen sa rowne p; = x, pp = Ax, ps = 1 —x — Ax.
Rozwazmy n niezaleznych warto$ci 1, 99, . . ., ¥n. Zdarzenie i wystapi v; razy, v+ +v3 =
n.Jesli my+my+ms = nidlawszystkichi0 < m; < n,tozgodnie z prawem wielomianowym

n! my__my_msz

P{vi = m,vm=my,vs =ms} = —————p/"'py’p
{ } mylmylmsl ot 72

Nie jest trudno zrozumie¢, ze

Plx <y <x+Ax}=P{yy=s—1,m=1v=n-s}+O(Ax).
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plx) = anljxs’i(l —x)". (54)

Oznacza to, ze ré6zne zmienne losowe o takich gestosciach mozna modelo-
waé za pomoca statystyk porzadkowych.

Niech beda zadane liczby naturalne s i . Potézmy n = s + { — 1. Gestos¢
przejdzie w tzw. rozklad beta:

Is—l(i . r)t—l

plx) = Bls. 1) 0<x<1, (55)

gdzie B(s, t) jest funkcjg beta

B(s, t) =

r; — (s =)t —)U(s+t—1)I.

W celu modelowania zmiennej losowej £ o rozktadzie beta nalezy wzia¢
liczby losowe 71, 79, ... ¥s4+¢—1 i spos$rod nich wybrac 7). Zauwazmy, ze nad-
rzedna statystyka porzadkowa y(,) jest max(yy, 7o, .. ., 7n) — rozpatrywana
wczeéniej zmienna losowa.

Sposoby modelowania rozktadéw beta i gamma o parametrach utamko-
wych rozpatrywane sa w [8, Jermakow, Mikhaylov].

11.4. Przeksztalcenia postaci & = g(y1, 79, ..., Yn,...) Dotejklasynaleza
przeksztalcenia, w ktérych liczba zmiennych losowych uzywanych przy
obliczaniu jednej wartosci & jest losowa i dowolnie duza. Srednia liczba
zmiennych losowych potrzebnych do wyliczenia pojedynczego £ musi by¢

Dzielac przez Ax i przechodzac do granicy Ax — 0 otrzymamy poszukiwana gestos¢

Pix <949 <x+Ax
p(x)= lim { S Ns) }

_ s—1..s-114 _ \n—s
lim Ar =nCix® (1 —x)"°. (54)
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oczywidcie skonczona. Wérdéd przeksztalcen tego typu najczestsze sa me-
tody akceptacji. Nalezy do nich przyktadowo, metoda Neumanna opisana

W p.

Podstawowa wtasciwos¢ metody akceptacji: oprocz formuty modelo-
wania zadany jest warunek akceptacji; na przyktad, € = gly, 79, ..., Ym)
i dodatkowy warunek h(y1, 7o, ..., Ym) > 0. W celu wybrania £ ta metoda,
nalezy wzia¢ liczby losowe 71, 79, ..., ¥m 1 jeSli spelniony jest warunek

akceptacji wyznaczy¢ £&. W przeciwnym wypadku odrzuca sie te liczby
i wybiera nowe.

Prawdopodobienistwo, ze grupa liczb 91, 79, ..., ¥m nie zostanie odrzu-
cona, rOwne

€ =P{h(y, 7. ..., Ym) > 0},

nazywa sie efektywnoscia metody akceptacji. To bardzo wazna charakte-
rystyka metody. Przy wyborze N grup liczb 71, 79, ..., ym otrzymuje sie
Srednio eN wartosci €. Oznacza to, ze aby otrzymac eN losowych wartosci £
zuzywa sie Nm liczb losowych. Na jedna wybrana wartos$¢ £ zuzywa sie na-
tomiast §rednio m/e liczb losowych. Metoda ta staje sie wiec nieefektywna
dlae — 0.

Uogolniona metoda Neumanna Zaldézmy, ze gesto$¢ p(x) zmiennej
losowej & okre$lonej w przedziale a < x < b da sie zapisa¢ w postaci

p(x) = p1(x)f(x),

gdzie py(x) jest gesto$cia pomocniczej zmiennej losowej 1, ktéra potrafimy
modelowa¢, a czynnik f(x) jest ograniczony: f(x) < C. Przedziat (a, b) nie
musi by¢ skonczony.

Zmienna £ mozna generowac nastepujaco:

1. wybieramy warto$¢ 1’ oraz losowa liczbe y niezalezna od 7" i wyli-
czamy n” = Cy.

2. Jeslin” < f(n') to ktadziemy € = 1, w przeciwnym wypadku odrzu-
camy 7, ¥ i wybieramy nowa pare wartosci ', 7.
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Dowéd. Prawdopodobieristwo, ze punkt (1, ") znajdzie sie w pasie (x,x +
dx), (Rys. E ), jest rowne py(x)dx. Poniewaz " ma w przedziale 0 <y < C
rozklad rbwnomierny, to prawdopodobienistwo warunkowe, ze punkt ten
nie zostanie odrzucony jest réwne f(x)/C, a wiec jest proporcjonalne do
f(x). W konsekwencji, prawdopodobienistwo znalezienia sie wartosci £ = 7/
w przedziale (x, x + dx) jest proporcjonalne do iloczynu pi(x)dx x f(x) =
p(x)dx.

a 0 X x+dx X
Rysunek 35

Prawdopodobienstwo akceptacji mozna obliczy¢ droga sumowania wa-
runkowych prawdopodobieristw akceptacji f(x)/C, a mianowicie

e=/abf(cr)p1 C/ dr——

Metoda Neumanna (p. jest szczegblnym przypadkiem metody uogol-
nionej, w ktdérej wybrano py(x) = 1/(b — a) oraz f(x) = (b — a)p(x). Poniewaz
plx) < My to f(x) < (b — a)My. Efektywnos$é metody Neumanna jest wiec
€ =1/b —a)M,.

Wynik ten mozna fatwo otrzymac bezpo$rednio z Rys. [14]jesli wyobra-
zimy, ze punkt I' ma réwnomierny rozklad w prostokacie a < x < b,
0 <y < My. Efektywnoé¢ losowania jest wtedy réwna stosunkowi pola pod
krzywa y = p(x) do pola calego prostokata

1 b 1
= fman |, P
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Przyktad 19.

Rozpatrzmy gestosé plx) = v(x)x* dla 0 < x < 1, gdzie funkcja v(x) jest
ograniczona v(x) < A. Jako gesto$¢ pomocnicza wybierzmy py(x) = (2/3)x 1%,
ktéra tatwo jest modelowaé metoda funkcji odwrotnych: n° = %2, Wéwczas
flx) = plx)/pilx) = (3/2)v(x) < (3/2)A. Warunek akceptacji n° < f(n') mozna
nieco uproéci¢ dzielac przez 3/2. Dostajemy nastepujaca metode losowania &
z gesto$cia p(x).

1. Wybiera sie 71, 75 i nastepnie oblicza sie 1’ = (1)%%.

2. Jezeli Ay, < v(n') to nalezy potozyé & = 1/, w przeciwnym wypadku
wybiera sie nowe 7y, ¥s.

§12. O algorytmach Monte Carlo

12.1. Ztozono$¢ algorytmu Monte Carlo Zal6zmy, Ze w celu wyznaczenia
pewnej wielko$ci m wymysliliSmy zmienna losowa £ taka, ze M€ = m
i dyspersja D £ jest skoniczona. Biorac N niezaleznych wartosci &, &, ..., €m
tej zmiennej mozna zapisac

1 N
mzN;sj- (56)

To oszacowanie nazywane jest czesto metoda Monte Carlo wyznaczania m.
W p.[2.5 widzieli$my, ze dokladno$¢ takej oceny zalezy od dyspersji D€.

Formuta nie definiuje jednak algorytmu obliczer poniewaz zmienna
losowa € moze by¢ modelowana na r6zne sposoby.
Wybierzmy konkretna metode losowania

E=gn.y....). (57)

Wzory i (57), tacznie, wyznaczaja algorytm Monte Carlo obliczania m.
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Oznaczymy przez t czas potrzebny na wyznaczenie jednej wartosci £ we-
dltug wzoru . Za jednostke t mozna przyja¢ zaréwno mikrosekunde jak
i liczbe operacji elementarnych uzytych w procesie obliczania. Catkowity
czas obliczen szacunkowej wartosci wynosi T = Nt.

Przeksztalémy przyblizone wyrazenie dla prawdopodobnego bledu

w
ry = 0,6745\/D €/N .

Wstawiajac zamiast N wielko$¢ T/f mamy

rn = 0,6745\/{DE]T. (58)

Ostatni wzor pokazuje, ze jesli caltkowity czas obliczen T jest ustalony,
to prawdopodobny btad zalezy od iloczynu tD £. Iloczyn ten nazywa sie
zlozonoscig algorytmu Monte Carlo (56)), . Im mniejsza jest ztozonos¢
tym algorytm jest wygodniejszy poniewaz wynik otrzymany w czasie T jest
obarczony mniejszym bledem prawdopodobnym .

Zazwyczaj, warto$¢ D& jak i warto$¢ t oceniane sa empirycznie, na
podstawie stosunkowo niewielkiej liczby prob. Czesto udaje sie jednak
dokona¢ tych ocen réwniez teoretycznie.

12.2. Przyklad z rozszczepieniem Zastanéwmy sie nad problemem ob-
liczenia warto$ci $redniej M 0 zmiennej losowej 6 = f(&, 7). Zalozymy, ze
znamy reguly generowania zmiennej £ i 1. Dyspersja D 0 jest skoriczona.
Warto$¢ m mozemy oczywiscie oszacowac, wykorzystujac Srednia arytme-
tyczng

=

1 N
j=1

gdzie 0y, Oy, ..., Oy sa niezaleznymi wartosciami 6.
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Oznaczmy przez f¢ i t czasy obliczen jednej wartosci £ 1 1, a tf niech
oznacza czas wyliczania wartosci f(£, ). Ztozono$¢ algorytmu jest
rowna tD0, gdzie t = t¢ + t) + t;.

Zatozymy teraz, Ze w postawionym problemie obliczenia £ sa duzo
bardziej skomplikowane niz obliczenia n1if, i czas te > t, + t;. Moze sie
okaza¢, ze w tym przypadku zamiast § wygodniej jest uzywac usrednionej
zmiennej losowej

o _1iv
0 —Skg;f(é’,nk), (60)

ktora zalezy od jednego £ oraz s niezaleznych wartosci 7.
Latwo policzy¢ dyspersje zmiennej 6/

DO =DON —r + rs)ls,

gdzie 0 <r < 1jest sta{quas obliczen pojedynczej wartosci 8/ jest ) =
te + s(t, + tr) (zaniedbujemy czas trwania operacji skladania). Ztozonos¢
algorytmu

L
m= =Y Y fl& ) (61)

jest rowna
D6 = DO — r + sr)(ty + ty + tels).

3Tutaj r jest wspdlczynnikiem korelacji zmiennych losowych f(&, 1), f(€,7"), a 7/, 0 sa
niezaleznymi warto$ciami n. Wykorzystano tu znany zwiazek dla dyspersji sumy zmiennych
losowych

DY fi =) .Dfe+2) Y rlfifi)/DfiDf.
k=1 k=1

1<k <j<s
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Ostatnia wielkoé¢ dla 0 < s < oo posiada jedyne minimum w punkcie
s = 54, gdzie

se = \JlUle = 1)tellty + ).

Przyktad 20.

Niech te = 100(t, + t) ir = 0,2. Wtedy s, = 20. Ztozono$¢ algorytmu
w przypadku optymalnego s = s, jest 3,5 raza mniejsza niz ztozonos¢ algorytmu

(Rys.[59).

0,5

0,0

0 S 50 100 s

Rysunek 36

Przedstawiona zamiana zmiennej losowej 8 wielkoécia 6 jest czestym
przypadkiem sposobu znanego jako rozszczepienie trajektorii. W naszym
przykladzie trajektoria sklada sie z jednego ogniwa: przejécia od £ do n.

12.3. Wymiar konstrukcyjny algorytmu Monte Carlo Rozpatrzmy do-
wolny algorytm postaci (56)), stosowany do obliczania pewnej wiel-
kosci m = ME. Jesli funkcja zalezy tylko od n zmiennych: £ =
gy, vo, ..., ¥n), to méwimy, ze wymiar konstrukcyjny (w.k.) algorytmu ,
jest rowny n. W skrécie zapiszemy, ze w.k. = n.

Inaczej méwiac, w.k. rowna sie ilodci liczb losowych zuzytych do wy-
znaczenia pojedynczej wartosci €. Lepiej nawet powiedzie¢, ,maksymalnej
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ilodci”, gdyz liczba ta nie musi by¢ stala we wszystkich eksperymentach.
Za przykltad moze stuzy¢ problem przechodzenia neutronéw przez ptytke
(p-[7.2). W tym przypadku trajektoria moze sktada¢ sie z roznej liczby
odcinkéw; jednoczesnie, do obliczen n zuzywana jest r6zna ilos¢ liczb lo-
sowych. Ogoélnie mozna wiec powiedzie¢, ze liczba odcinkéw moze by¢
dowolnie duza i algorytm ten ma w.k. = oco. Jesli jednak z géry ograniczymy
liczbe modelowych rozproszen neutronu, to w.k. bedzie skoficzony.

Jesli w procesie modelowania dowolnej posredniej zmiennej losowej &’
(w algorytmie (56), (57)) wykorzysta sie formute & = ¢'(y1, 79, ..., 7s), to
w.k. bedzie rosnaé wraz z s. W ten sposdb, z punktu widzenia zmniejszenia
w.k. najwygodniejsza jest metoda funkcji odwrotnych, w ktorej s = 1. Jesli
natomiast w modelowaniu & wykorzystywana jest metoda akceptacji, to
w.k. = oo.

Wszystkie motody Monte Carlo z w.k. = n maja te sama interpretacje.
Rozpatrzmy mianowicie n-wymiarowy punkt I' o wspétrzednych karte-
zjanskich (91,79, . .., 7n). Jego rozktad w kostce jednostkowej {0 < xy <
1,..., 0 < xp <1} jest rtbwnomierny gdyz jego gesto$¢ w tej kostce wynosi

pr(xy, xg, ..., Xn) = Py (X1)Pyy (X9) . .. Dy, () = 1.

Zamiast mozna napisaé, ze £ = g(T').
Dalej, wyliczana wielko$¢ m jest rowna

(wykorzystano wielowymiarowy odpowiednik formuty ). W konse-
kwencji, zamiast mozna zapisac, ze

1 1 il
o | ogleg,xg, ..., Xp)dx = =Y g(T;). (62)
b =y 2ol

Wzor pokazuje, ze nasz algorytm jest niczym innym jak przybli-
zonym sposobem obliczania calki po n-wymiarowej kostce jednostkowej
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metoda usredniania wartosci funkcji podcatkowej w niezaleznych punk-
tach losowych I'y, I'g, ..., T'p.

12.4. O wykorzystaniu punktéw nielosowych w algorytmach Monte Car-
lo W matematyce znane sa ciagi n-wymiarowych nielosowych punktow
01,09, ...,0Qs,...,dlaktorych zachodzi wzoér analogiczny do wzoru : dla

kazdej ograniczonej funkcji catkowalnej g(xy, xo, . . ., xn) zachodzi réwnosé
1 1 N
/0 0 glxy, xg, ..., Xp)dxy...dxy, = Ivliir;OZg(Qj). (63)
j=1

Takie ciagi punktéw nosza nazwe ciggéw roztoZonych réwnomiernie w n-
wymiarowej kostce jednostkowej w sensie teorioliczbowym.

Oczywidcie, nie kazdy ciag rbwnomiernie roztozonych punktéw nadaje
sie do obliczen praktycznych. Chcemy aby szybkos¢ z jaka zbiega sie wyra-
zenie we wzorze byta optymalna; by rownomiernos¢ rozktadu punktow
Q1, Qy, ..., Oy, w kostce zachodzila nie tylko dla N — oo, lecz poczynajac
od niewielkich N; by punkty Q; daty sie wyliczy¢ w miare tatwo. Wszystkie
te zadania spetniaja ciagi LP{*”|Poréwnanie wzoréow i pokazuje,
ze przy obliczaniu j-tej wartosci &€ = g(y1), 795, - - ., ¥nj) Mozna zamiast liczb
losowych 71, 79j, ..., ¥nj wykorzystaé wspotrzedne kartezjanskie qij, qoj, . . .,
(nj punktu Qj: zbieznoé¢ $rednich gwarantuje formuta (63). Szczegdlnie
wazne jest to, ze dla pewnych funkcji glxy, xo, .. ., Xp) zbiezno$¢ przyblize-
nia maleje jak 1/N, natomiast dla przyblizenia (62) jest zawsze rzedu
1/v/N. W taki sposéb, bez zmiany algorytmu , , a wykorzystujac
tylko wspdtrzedne punktéw Q;, mozna w pewnych problemach znacznie
zwiekszy¢ doktadnod¢ obliczen.

3Najwazniejsze wlasnoéci oraz programy do obliczeri ciagdéw LP, zawarte sa w ksiazce [9)
Sobol, .M., Statnikow, R.B.]



§12. O algorytmach Monte Carlo

95

Przyktad 21.
Matematyczna warto$¢ oczekiwana zmiennej losowej

E=(1+27)2+ 29)...09 + 29)/10!,

rowna M& = 1, zostata oszacowana na podstawie . Przy wykorzystaniu
zwyktych liczb pseudolosowych popetniony prawdopodobny btad wynosi ry =
0,30/v/N. Kiedy w obliczeniach uzyto punktéw 9-cio wymiarowego ciagu LP,
to okazalo sie, ze zbieznosci, przy N = 2°,2°, ..., 9% byly réwne 2, 0/N.

Punkty te nazywa sie czasami quasilosowymi. Jesli sprawdzimy ich
rozkltad w n-wymiarowej kostce jednostkowej zgodnie z odpowiednim
testem statystycznym (poréwnaj p.[3.1), to okaze sie, ze ich rozklady sa
zbyt réwnomierne. Nie posiadaja one oczywiscie, catego szeregu innych
cech wtasciwych prawdziwym punktom losowym.
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Tablica 4: Liczby losowe

A. 400 cyfr losowych’

86515 90795 66155 66434 56558 12332 94377 57802
68186 03393 42502 99224 88955 53758 91641 18867
41686 42165 85181 358967 33181 72664 53807 00607
86522 47171 88059 89342 67248 09082 12311 90316
72587 93000 89688 78416 27589 99528 14480 50961
52452 42499 33346 83935 79130 90410 45420  TTI57
76775 97526 27256 66447 25731 37525 16287 66181
04825 82134 80317 75120 45904 75601 70492 10274
87113 847718 45863 24520 19976 04925 07824 76044
84754 57616 38132 64294 15218 49286 89571 42903

B. 88 liczb normalnych™

0,2005 1,1922 —0,0077 0,0348 11,0423 —1,8149 1,1803 0,0033
1,1609 —0,6690 —1,5893 0,5816 1,8818 0,7390 —0,2736 1,0828
0,5864 —0,9245 0,0904 1,5068 —1,1147 0,2776 0,1012 —1,3566
0,1425 —0,2863 11,2809 0,4043 0,6379 —0,4428 —2,3006 —0,6446
0,9516 —1,7708 2,8854 0,4686 1,4664 1,6852 —0,9690 —0,0831
—-0,58635 0,8574 —0,5557 0,8115 —0,2676 —1,2496 —1,2125 1,3846
1,1572 0,9990 -0,10%2 0,5405 -0,6022 0,0093 0,2119 —1, 4647
—-0,4428 —0,5564 —0,5098 -1,1929 -0,0572 —0,5061 —0,1557 —1,2384
—-0,3924 1,7981 0,6141 —1,3596 1,4943 —0,4406 —0,2033 —0,1316
0,8319 0,4270 —0,83888 0,4167 —0,8513 11,1054 11,2237 —0,7003
0,9780 —-0,7679 0,8960 0,5154 —0,7165 0,8563 —1,1630 1,8800

" Liczby losowe imituja wartoéci zmiennej losowej o rozktadzie .
“ Liczby normalne imituja warto$ci normalnej zmiennej losowej (gaussowskiej) ¢,
o parametrach rozktadua = 0,0 = 1.
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