
Kondensacja Bosego-Einsteina

W opisie kwantowo-mechanicznym stan konkretnego uk ladu fizycznego jest

określony poprzez funkcje֒ falowa֒ ψ(~r1, ~r2, ...), gdzie ~ri oznaczaja֒ po lożenia

poszczególnych cza֒stek. Ze wzgle֒du na nierozróżnialność cza֒stek dla obiektów

o spinie ca lkowitym funkcja falowa ma w lasność symetryczności na zamiane֒

miejscami dowolnej pary cza֒stek

ψ(~r1, ..., ~ri, ..., ~rj, ...) = + ψ(~r1, ..., ~rj, ..., ~ri, ...) (1)

Symetryczność funkcji falowej (1) implikuje, że stany kwantowe moga֒ być zaj-

mowane przez arbitralna֒ liczbe֒ takich cza֒stek.

W uk ladzie cza֒stek swobodnych wygodnym oznaczeniem stanów kwantowych

jest wektor kwazipe֒du ~k zaś postać stanów w lasnych hamiltonianu ma postać

fal p laskich

ψ~k(~r) =
1√
V
ei
~k·~r (2)

o dopuszczalnych poziomach energetycznych

ε~k =
h̄2k2

2m
. (3)

W uk ladzie wielu cza֒stek pozostaja֒cych w równowadze termodynamicznej ze

soba֒ prawdopodobieństwo obsadzenia poszczególnych poziomów energetycz-

nych jest określone funkcja֒ rozk ladu Bosego-Einsteina

fBE(ε~k, T ) =
1

exp
(
ε~k−µ
kBT

)

− 1
. (4)
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Aby określić rozk lad cza֒stek na poszczególnych poziomach należy dopasować

po lożenie potencja lu chemicznego µ ≡ µ(T ) na podstawie znajmości średniej

liczby cza֒stek w uk ladzie

N =
∑

~k

fBE(ε~k, T )

=
1

(2π)3/V

∫

d~k
1

exp
(
ε~k−µ
kBT

)

− 1

=
V

(2π)3
4π

∫

k2dk
1

exp
(

h̄2k2/2m−µ
kBT

)

− 1
. (5)

Ze wzgle֒du na wymóg, aby prawdopodobieństwo (4) by lo nieujemne potencja l

chemiczny µ(T ) nie może znajdować sie֒ powyżej najniższego z doste֒pnych

poziomów energetycznych, czyli w tym wypadku ε~k = 0. Sprawdźmy teraz czy

istnieje taka temperatura Tc (nazwijmy ja֒ krytyczna֒), gdy potencja l chemiczny

osia֒ga asymptotycznie wartość µ(T → T+
c ) = 0 implikuja֒c nieskończenie wielkie

prawdopodobieństwo obsadzenia stanu ε~k = 0 ?

W przypadku trójwymiarowych cza֒stek swobodnych warunek określaja֒cy Tc

może być wyznaczony w naste֒puja֒cy sposób

N =
V

(2π)3
4π

∫

k2dk
1

exp
(

h̄2k2/2m
kBTc

)

− 1






t ≡ h̄2k2

2mkBTc







=
V

2π2

(

2mkBTc
h̄2

)3/2 ∫ ∞

0
dt

√
t

et − 1
︸ ︷︷ ︸

=2,31

. (6)

Na podstawie (6) temperatura krytyczna zależy od masy m i koncentracji

cza֒stek n ≡ N/V poprzez relacje֒

Tc = 3, 31
h̄2

2mkB
n2/3 . (7)
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Powstaje teraz pytanie w jaki sposób wygla֒da dystrybucja cza֒stek w tempera-

turach niższych od Tc ? Aby zrozumieć te֒ kwestie֒ powinnísmy uwgle֒dnić, że

potencja l chemiczny zachowuje sie֒ w naste֒uja֒cy sposób






µ(T ) < 0 dla T > Tc

µ(T ) = 0 dla T ≤ Tc.
(8)

Wyznaczaja֒c liczbe֒ cza֒stek Ñ z zakresu energetycznego 0 < ε < ∞ przy

użyciu schematu analogicznego do (6) znajdujemy

Ñ = 2, 31
V

2π2

(

2mkBT

h̄2

)3/2

. (9)

Na podstawie wyrażeń (6,9) wzgle֒dna liczba

Ñ

N
=

(

T

Tc

)3/2

. (10)

Pozosta la ilość cza֒stek

N0 ≡ N − Ñ =



1 −
(

T

Tc

)3/2


 . (11)

ulega ”zamrożeniu” na najniższym poziomie energetycznym ε = 0 (a wie֒c

w stanie o pe֒dzie ~k = 0), którego prawdopodobieństwo obsadzenia w tempera-

turach T ≤ Tc jest nieskończenie duże. Tego rodzaju ”zamrożone” obiekty

nazywane sa֒ przez fizyków kondensatem Bosego-Einsteina.

Uwagi historyczne

Koncepcje֒ kondensacji, czyli ”zamrożenia” makroskopowej liczby cza֒stek

w jednym stanie kwantowym o najniższej energii, wprowadzi l w 1925 roku Al-

bert Einstein. Inspiracja֒ by ly dla niego wyniki hinduskiego fizyka (Satyendra
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Nath Bose), który w 1924 roku wyprowadzi l wyrażenie opisuja֒ce rozk lad energii

gazu fotonowego w oparciu o statystyke֒ kwantowo-mechaniczna֒. A. Einstein

by l jednak dość sceptycznie nastawiony do możliwości praktycznej realizacji

kondensatu.

Kondensacja BE oznacza, że poniżej temperatury Tc makroskopowa

(porównywalna do liczby Avogadro) liczba cza֒stek N0 znajduje sie֒ w identy-

cznym stanie kwantowym. Kondensat jest wie֒c czymś w rodzaju gigantycznego

superatomu. Można go również traktować jako koherentna֒ (spójna֒) paczke֒ fal

materii - czyli maser.

Biora֒c pod uwage֒ wzór na temperature֒ krytyczna֒ (7) kondensaty atmów

jest tym  latwiej uzyskać im lżejesze sa֒ atomy. Inna֒ możliwość jest ewentu-

alne zwie֒kszanie ich koncentracji poprzez przy lożenie císnienia. W normalnych

warunkach atmosferycznych oszacowanie temperatury krytycznej bozonowych

atomów 4He przewiduje Tc ∼ 3, 1 K. Dopiero kilkanaście lat później niemiecki

fizyk F. London skojarzy l powyższe oszacowanie temperatury krytycznej (doko-

nane przez A. Einsteina) z odkrytym w 1937 roku zjawiskiem nadciek lości. Stan

nadciek ly zosta l doświadczalnie zaobserwowany przy nieco niższej temperaturze

Tλ = 2, 17 K.

Zanim przejdziemy do omówienia w laściwości fizycznych nadciek lego helu

(patrz naste֒pny rozdzia l) zastanówmy sie֒ czy kondensacja BE realizuje sie֒

również w innych wymiarach ? Zjawisko kondenacji BE jest dość subtelnym

efektem, który w istotny sposób zależy od takich czynników jak:

a) wymiarowość uk ladu,
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b) zależność dyspersyjna ε = ε~k,

c) oddzia lywanie cza֒stek,

d) profil potencja lu w uk ladach o ograniczonych rozmiarach przestrzennych,

itp.

Stosunkowo  latwo można przeanalizować wp lyw wymiarowości uk ladu fizy-

cznego. Na przyk lad dla cza֒stek o parabolicznej zależności dyspersyjnej ε~k =

h̄2k2/2m w uk ladach dwywymiarowych oszacowanie temperatury krytycznej

daje

N =
V

(2π)2

∫

d~k
1

exp
(

h̄2k2/2m
kBTc

)

− 1

=
V

2π

mkBTc
h̄2

∫ ∞

0
dt

1

et − 1
︸ ︷︷ ︸

=∞

. (12)

Rozbieżność pojawiaja֒cej sie֒ w (12) ca lki implikuje, że

T dim=2
c = 0 . (13)

Również w uk ladach jednowymiarowych dla cza֒stek o parabolicxznej zależności

dyspersyjnej zjawisko kondensacji BE nie realizuje sie֒.

Omówienie wp lywu oddzia lywań zostanie przedstawione osobno przy okazji

analizy charakteru wzbudzeń jednocza֒stkowych w nadcieczach kwantowych.

Kondensaty BE atomów w pu lapkach przedstawione zostana֒ również w dalszych

rodzia lach w konteście wspó lczesnych technik wykorzystuja֒cych ch lodzenie

laserowe do pu lapu temperatur 100 nK.

Fenomenologiczna interpretacja kondensactu BE

Fenomenologiczne uzasadnienie zjawiska kondensacji można podać w oparciu
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o koncepcje֒ de Broglie’a fal materii. Wed lug takiego scenariusza pe֒d cza֒stek

|~p| → h/λ, zatem średnia energia kinetyczna

|~p|2
2m

=
(h/λ)2

2m
(14)

z uwzgle֒dnieniem zasady ekwipartycji

|~p|2
2m

=
3

2
kBT (15)

implikuje d lugość de Broglie’a

λ =
h√

3mkBT
. (16)

W wysokich temperaturach oraz dla dużych mas cza֒stek d lugość fali (16)

jest znacznie mniejsza niż odleg lości mie֒dzy cza֒stkami dlatego można je trak-

tować w przybliżeniu jako biekty punktowe. Przy stopniowym och ladzaniu λ(T )

ulega wyd lużeniu, aż w pewnej charakterystycznej temperaturze Tc staje sie֒

porównywalna do odle֒g lości mie֒dzycza֒steczkowej d. Jest to niemal równoważne

warunkowi (7) wyrażonemu przez Einsteina. Podstawiaja֒c do

kBTc = 3, 31
h̄2

2m
n2/3 (17)

d lugość de Broglie’a (16) uzyskujemy

h2

3mλ2
= 3, 31

h2

(2π)2m

[

1

d

]2/3

. (18)

Po prostych przekszta lceniach algebraicznych otrzymujemy, że

λ =
2π√
9, 93

d ≃ d. (19)
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Kondensacja oznacza wie֒c powstanie przekrywaja֒cych sie֒ paczek falowych.

Zsynchronizowanie fal de Broglie’a powoduje pojawienie sie֒ kolektywnego za-

chowania cza֒stek. Powyższy schemat rozumowania jest jedynie pogla֒dowy i

należe traktować go z ostrożnościa֒ gdyż nie uwzgle֒dnia wielu ważnych czyn-

ników wp lywaja֒cych na kondensacje BE (np. oddzia lywań, wymiarowości itp.)
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Nadciek lość helu 4He

Hel (czyli ”pierwiastek s loneczny”) jest wyja֒tkowym pośród wielu różnych

pierwiastków. Jako jedyny nie solidifikuje w warunkach naturalnych przy

císnieniu jednej atmosfery, pozostaja֒c ciecza֒ nawet do najniższych temperatur

w pobliżu zera bezwzgle֒dnego. Faza sta la powstaje dopiero pod císnieniem 25

atmosfer.

Skroplenia helu dokona l po raz pierwszy Kammerlingh Onnes w 1908 roku

w Lejdzie (Holandia). W kolejnych latach spowodowa lo to intensywne bada-

nia w laściwości fizycznych helu w fazie ciek lej. W badaniach uczestniczy ly

pocza֒tkowo g lównie tylko 3 laboratoria na świecie Cambridge, Lejda i Toronto

(a nieco później też Moskwa), gdzie uzyskiwane temperatury umożliwia ly zej́scie

poniżej punktu skroplenia. Oto ważniejsze odkrycia dokonane w pierwszej

po lowie dwudziestego wieku.

W 1927 roku Mieczys law Wolfke oraz W.H. Keeson wykazali, że ciek ly hel

wyste֒puje w dwóch różnych fazach (obecnie nazywanych jako He-I, He-II).

Przy normalnym císnieniu przej́scie pomie֒dzy fazami zachodzi w temperaturze

Tλ = 2, 17 K. Jakościowe różnice wymienionych faz zosta ly wykazane na pod-

stawie pomiarów przenikalności elektrycznej i ciep la w laściwego. Temperatur-

owa zależność ciep la w laściwego przypomina kszta lt greckiej litery λ, dlatego

te֒ przemiane֒ fazowa֒ nazwano przej́sciem lambda.
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W 1932 roku Mc. Lennan (Toronto) stwierdzi l, że poniżej Tλ zachodzi

gwa ltowna zmiana wygla֒du ciek lego helu, który staje sie֒ idealnie przezroczysty

bez jakichkolwiek pe֒cherzyków.

Wkrótce później, w 1937 roku, zaobserwowano zanik lepkości (nadciek lość)

fazy He-II. Inaczej mówia֒c, hel przep lywa nawet przez mikroskopijnej wielkości

kapilary bez zauważalnej straty energii. Odkrycia tego dokonali niemal

równocześnie:

- P. Kapitza , Nature 141, 74 (1938)

- J. Allen, D. Misener, Nature 141, 75 (1938)

Za wymienione odkrycie Piotr Kapitza otrzyma l w 1978 roku Nagrode֒ Nobla.

Oprócz charakterystycznego ciep la w laściwego i zaniku lepkości stwierdzono

również szereg naste֒puja֒cych dodatkowych cech:

a) nadciek la faza He-II posiada przewodnictwo cieplne, które o 6 rze֒dów

wielkości przewyższa przewodnictwo zwyk lej fazy He-I,
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b) zjawisko mechanokakoryczne

W uk ladzie dwóch naczyń po la֒czonych kapilara֒ pod wp lywem císnienia

dzia laja֒cego na jedno naczynie dochodzi do przep lywu cieczy. Z powodu

ma lej średnicy kapilary przep lywa jedynie sk ladowa nadciek la, która nie

niesie֒ ze soba֒ żadnej entropii. W konsekwencji ilość entropii na jednostke֒

masy ulega zróżnicowaniu. Przejawia sie֒ do jako ogrzewanie sie֒ naczynia,

do którego przy lożono císnienie.

c) efekt fontannowy

Jest to zjawisko odwrotne do efektu mechanokalorycznego. Polega ono na

wytworzeniu w naczyniach różnicy císnień spowodowanej podgrzaniem jed-

nego naczynia z helem.

d) efekt pierwszego i drugiego dzwie֒ku

Tzw. ”drugi dźwie֒k” oznacza przep lyw ciep la (fale entropii) spowodowany

na przemian zgromadzona֒ ciecza֒ zwyk la֒ i bezlepka֒. Ten rodzaj dźwie֒ku

pojawia sie֒ wy la֒cznie w zakresie temperatur T < Tλ. Zjawisko to by lo

teoretycznie przewidziane przez L. Tisze֒ i potwierdzone doświadczalnie w

1944 roku przez Pieszkowa. Temperaturowa֒ zależność pre֒dkości pierwszego

i drugiego dźwie֒ku wykonali dwa lata później C. Lane, H. Fairbank i W.

Fairbank.

e) pe lzanie

Nadciek ly hel wykazuje nietywa֒ zdolność pe lzania po powierzchniach

cia l sta lych pod wp lywem si ly grawitacyjnej lub gradientu temperatury.
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Warstwa pe lzaja֒ca ma zwykle grubość oko lo 10−6 cm. Szybkość pe lzania

zależy od czynników zewne֒trznych ale nie może przekraczać wartości kry-

tycznej ∼ 75 cm/s. Zazwyczaj nadciek la ciecz pe lzaja֒c po ściankach naczy-

nia ogrzewa sie֒ i stopniowo wyparowuje.

Z dzisiejszej perspektywy wiadomo ponad wszelka֒ wa֒tpliwość, iż w laściwości

nadciek lego He-II poniżej Tλ sa֒ makroskopowymi przejawami kolektywnych

cech oddzia luja֒cych cza֒stek typu bozonowego w obecności zjawiska konden-

sacji Bosego-Einsteina. Pogla֒dowo możemy sobie wyobrazić, że pewna frakcja

cza֒stek ρs stanowi sk ladowa֒ nadciek la֒ zaś pozosta la ρn zachowuje sie֒ jak ciecz

normalna. Ge֒stość ca lkowita jest suma֒ sk ladowych

ρ = ρs + ρn. (20)

Model dwucieczowy zaproponowa l Tisza (1938 r.), koncepcje֒ te֒ rozwijali zaś

później Landau (1941 r.) i Lifszyc (1959 r.) oraz Khalatnikov (1965 r.).

Stosowalność takiego scenariusza dwucieczowego potwierdzona zosta la przez

doświadczenie Andronikashvilli’ego w 1946 roku. W tym celu na walcu

zanużonym w ciek lym helu przymocowano uk lad tarcz odleg lych od siebie o

oko lo 0,2 mm. Obracaja֒c walcem, w ruch wprawiona zosta la jedynie sk ladowa

normalna helu. Zmierzony moment bezw ladności ca lego uk ladu pozwoli l wyz-

naczyć temperaturowa֒ zależność poszczególnych frakcji

ρn(T )

ρ
=







(

T
Tλ

)5,6
dla T < Tλ

1 dla T ≥ Tλ.
(21)

Wspó lczesne metody oparte na pomiarach pra֒du p lyna֒cego w helu potwierdzaja֒

wcześniejsze wyniki z doświadczenia Andronikashvilli’ego.
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Niewa֒tpliwie warto również przytoczyć szczegó l analizy Landaua dotycza֒cy

charakteru wzbudzeń efektywnych nadcieczy. Na podstawie dość wczesnych

pomiarów ciep la w laściwego znane by ly naste֒puja֒ce w laściwości:

a) cv(T ) ∼ T dla ma lych temperatur do oko lo 1,5 K

b) cv(T ) ∼ e∆/kBT dla temperatur wyższych.

Landau wywnioskowa l na tej podstawie, że efektywna zależność dyspersyjna

powinna mie֒ć postać:

E~k =







c|~k|, dla ma lego |~k|

∆ + h̄2

2mR
|~k − ~kR|2 gdy |~k| > 0, 25Å.

(22)

Liczbowe oszacowanie Landaua c = 238 m/s (pre֒dkość dźwie֒ku), ∆/kB =

9,6 K (minimalna energia rotonów), kR = 1,95 Å−1 (kwazipe֒d rotonowego

minimum), mR = 0,77 mHe (masa rotonów) okaza ly sie֒ bardzo precyzyjne.

Wspó lcześnie znane wartości nie różnia֒ sie֒ od oszacowań Landaua o wie֒cej niż

5 procent. Po raz pierwszy widmo zilustrowane na powyższym rysunku uda lo sie֒

bezpośrednio zaobserwować w 1957 roku. Najdok ladniejsza֒ informacje֒ o widmie
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wzbudzeń dostarczaja֒ pomiary wykorzystuja֒ce rozpraszanie neutronowskie.

Nadciek ly hel charakteryzuje sie֒ jeszcze jedna֒ szczególna֒ w laściwościa֒.

Wprawianie nadciek lego helu w ruch obrotowy powoduje powstawanie

uporza֒dkowanej sieci wirów kwantowych. W miejscu wyste֒powania wiru

sk ladowa nadciek la zanika. Wiry można wie֒c traktować jako defekty topo-

logiczne nadcieczy. Strumień wirów kwantowych jest ponadto wielkościa֒

skwantowana֒

∮

~v · d~l = n
h

2mHe
(23)

gdzie n oznacza liczbe֒ ca lkowita֒. Kwantowanie powyższe potwierdzi l

doświadczalnie W. Vienen w 1961 roku.

W latach 60. dwudziestego wieku A. Abrikosov przewidzia l teoretycznie

uporza֒dkowanie wirów kwantowych w strukture֒ typu sieci heksagonalnej. Wiry

w helu by ly jednak bardzo duże co sprawia lo trudność obserwacji tworzenia

sie֒ sieci wirów. Dopiero w przypadku skondensowanych ultrazimnych atomów

uda lo sie֒ otrzymać sieci z lożone z kilkudziesie֒ciu lub nawet ponad stu wirów

kwantowych. Pomimo niejednorodności kondesnatów atomoów struktura wirów

okaza la sie֒ idealnie heksagonalna, aż po skrajne obszary pu lapek magnetoop-

tycznych. Takie sieci wirów sa֒ obecnie nazywane jako sieć Abrikosova.
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Opis nadciek lości oddzia luja֒cych bozonów

Zjawisko nadciek lości jest ścísle powia֒zane z kondensacja֒ Bosego-Einsteina

cza֒stek typu bozonowego, ale może powstać dzie֒ki wzajemnym oddzia lywaniom

cza֒stek. Rola oddzia lywań mie֒dzycza֒steczkowych jest jednak dla kondensatów

bozonów również destrukcyjna. Aby zrozumieć subtelności zwia֒zane z wp lywem

oddzia lywań rozpatrzymy poniżej model gazu s labo oddzia luja֒cych bozonów

(weakly interacting bose gas czyli w skrócie WIBG). Należy od razu zaznaczyć,

że model ten raczej nie nadaje sie֒ do opisu nadciek lego He-II ponieważ od-

dzia lywania mie֒dzy atomami helu sa֒ bardzo silne. Nie mniej jednak sce-

nariusz WIDG jest pomocnym punktem startowym do analizy nadciek lości

umożliwiaja֒cym zrozumienie takich zagadnień jak: wzbudzenia kolektywne,

porza֒dek dalekozasie֒gowy, spontanicznie  lamanie symetrii itp.

1o. Formalizm teorii pola

Niech ψ̂(~r) oznacza operator anihilacji zaś ψ̂†(~r) operator kreacji cza֒stki

w po lożeniu ~r. Dla obiektów typu bozonowego operatory pola spe lniaja֒

naste֒puja֒ce warunki komutacyjne

[

ψ̂(~r1)), ψ̂(~r2))
]

= 0 =
[

ψ̂†(~r1), ψ̂
†(~r2)

]

, (24)
[

ψ̂(~r1), ψ̂
†(~r2)

]

= δ (~r1 − ~r2) . (25)

Operator energii ca lkowitej (w wielkim zespole kanonicznym) ma postać

Ĥ =
∫

d~r Ψ̂†(~r, t)



− h̄2

2m
∇2 + Vext(~r)−µ



 Ψ̂(~r, t) (26)

+
1

2

∫

d~r
∫

d~r′ Ψ̂†(~r, t)Ψ̂†(~r′, t)U(~r − ~r′)Ψ̂(~r′, t)Ψ̂(~r, t).
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Do opisu s labo oddzia luja֒cych bozonów wygodna֒ reprezentacja֒ jest baza fal

p laskich

∣
∣
∣
∣
~k
〉

=
1√
V
ei
~k·~r,

które sa֒ wektorami w lasnymi operatora֒ pe֒du i energii kinetycznej. W bazie

takich stanów operatory pola bozonowego moga֒ być zapisane jako

Ψ̂(~r, t) =
∑

~k

â~k(t)
∣
∣
∣
∣
~k
〉

(27)

Ψ̂†(~r, t) =
∑

~k

â†~k(t)
〈

~k
∣
∣
∣
∣ (28)

Podstawiaja֒c operatory pola (27,28) do hamiltonianu (26) i wyca lkowuja֒c

wzgle֒dem wspó lrze֒dnych po lożeniowych otrzymujemy

Ĥ =
∑

~k,σ

(

ε~k − µ
)

â†~kâ~k + U
1

2N

∑

~k,~k′,~q

â†~kâ
†
~k′
â~k′−~qâ~k+~q, (29)

gdzie ε~k = h̄2k2/2m jest energia֒ kinetyczna֒ cza֒stek o pe֒dzie ~k. Dla prostoty

za lożylísmy, że potencja l oddzia lywania ma charakter punktowy

U(~r − ~r′) = U δ(~r − ~r′). (30)

Dla cza֒stek typu bozonowego stany o pe֒dzie ~k moga֒ być obsadzane przez

arbitralna֒ liczbe֒ cza֒stek. Stosuja֒c oznaczenie liczby obsadzeń moża zdefiniować

∣
∣
∣N~k

〉

≡

(

â†~k

)N~k

√

N~k!
|vacuum〉 (31)

W dzia laniu na tak zdefiniowane (obsadzeniowe) stany zachodzi

â†~k

∣
∣
∣N~k

〉

=
√

N~k + 1
∣
∣
∣N~k + 1

〉

(32)

â~k
∣
∣
∣N~k

〉

=







√

N~k

∣
∣
∣N~k − 1

〉

gdy N~k 6= 0

0 gdy N~k = 0.
(33)
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2o. Przybliżenie Bogoliubova

Bogoliubov zasugerowa l , że dla makroskopowo obsadzonego stanu podsta-

wowego (w tym wypadku dla stanu o pe֒dzie ~k = 0) dodanie lub odje֒cie jednej

cza֒stki ma zaniedbywalny wp lyw. Z tego powodu opratory jednocza֒stkowe â0

oraz â†0 można w przybliżeniu traktować jak liczby

â†0 |N0〉 =
√
N0 + 1 |N0 + 1〉 ≈

√
N0 |N0〉 (34)

â0 |N0〉 =
√
N0 |N0 − 1〉 ≈

√
N0 |N0〉 (35)

Przybliżenia zastosowane w (34,35) sa֒ s luszne o ile ilość skondensowanych bo-

zonów jest duża. W makroskopowych uk ladach warunek taki jest spe lniony w

praktyce niemal w ca lym zakresie temperatur poniżej Tc.

Uwzgle֒dniaja֒c podstawienie Bogoliubova (34, 35) wyj́sciowy hamiltonian

można przedstawić

Ĥ = T̂ +
i=7∑

i=0

V̂i, (36)

gdzie T̂ oznacza operator energii kinetycznej natomiast poszczególne sk ladowe

oddzia lywań mie֒dzy bozonami maja֒ naste֒puja֒cy sens

V̂0 =
1

2
Un20 (37)

V̂1 =
U

2
n0

∑

~k

â−~kâ~k, (38)

V̂2 =
U

2
n0

∑

~k

â†~kâ
†
−~k, (39)

V̂3 = Un0
∑

~k

â†~kâ~k, (40)

V̂4 = Un0
∑

~k

â†~kâ~k, (41)
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V̂5 =
U

2

√
n0
N

∑

~k,~q

â†~k+~qâ~kâ~q, (42)

V̂6 =
U

2

√
n0
N

∑

~k,~q

â†~qâ
†
~k
â~k+~q, (43)

V̂7 =
U

2N

∑

~k,~k,~q

â†~kâ
†
~k′
â~k′−~qâ~k+~q, (44)

i n0 = N0/N oznacza koncentracje֒ skondensowanych bozonów. W powyższych

wyrażeniach wyrazy V3 oraz V4 sa֒ identyczne z powodu za lożenia punk-

towego potencja lu oddzia lywania. W ogólności zależność potencja lu od

po lożenia wprowadza konieczność uwzgle֒dnienia transformaty U(~k) i wówczas

wymienione wyrazy różnia֒ sie֒ gdyż jeden z nich zawiera sk ladwowe U(~k 6= 0)

natomiast drugi U(~k = 0).

W dalszej dyskusji zaniedbamy wp lyw oddzia lywań V̂5 i V̂6 opisuja֒cych

rozpraszanie trzech cza֒stek spoza kondensatu a także V̂7, który opisuje

rozpraszanie z udzia lem czterech cza֒stek nieskondensowanych. Take za lożenie

może być stosowalne wtedy, gdy:

a) oddzia lywania U sa֒ s labe i

b) i temperatura jest wyraźnie mniejsza od Tc. Po podstawieniu Bogoliubova

hamiltonian i zaniedbaniu wymienionych rodzajów oddzia lywań hamiltonian

redukuje sie֒ do struktory biliniowej, która jest ścísle rozwia֒zywalna. Jedna֒ z

możliwych dróg prowadza֒cych do ścis lego rozwia֒zania jest diagonalizacja za

pomoca֒ transformacji kanonicznej

α̂~k = u~kâ~k + v~kâ
†
−~k, (45)

α̂†
−~k = v~kâ~k + u~kâ

†
−~k. (46)
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Bozonowe warunki komutacyjne pozostaja֒ zachowane jeżeli u~k = u−~k, v~k = v−~k,

u2~k − v~k = 1. Warunek diagonalizacji

Ĥ =
∑

~k

E~kα̂
†
~k
α̂~k + const (47)

wymaga aby

u2~k =
1

2



1 +
ε̃~k
E~k



 (48)

v2~k =
1

2



1 − ε̃~k
E~k



 (49)

gdzie efektywne energie kwazicza֒stek sa֒ zdefiniowane przez

E~k =
√

ε̃2~k + 2Un0ε̃~k (50)

i ε̃~k = ε~k − µ + 2Un0. W szczagólności, w zakresie niskoenergetycznych

stanów (tzw. granicy d lugofalowej) zależność dyspersyjna (50) przyjmuje

charakterystyczna֒ relacje֒ typu fali dźwie֒kowej

E~k ≃
√
√
√
√n0Uh̄

2

m

∣
∣
∣
∣
~k
∣
∣
∣
∣ . (51)

Pre֒dkość uzyskanego kolektywnego dźwie֒ku jest zależna zarówno od ilości skon-

densowanych bozonów n0 jak również od intensywności oddzia lywań U . Oba

te czynniki sa֒ wie֒c elementem koniecznym dla zaistnienia nadciek lości.

3o. Stan podstawowy

Rozpatrzmy prawdopodobieństwo obsadzenia stanu energii o pe֒dzie ~k dla

temperatury zera bezwzgle֒dnego. Obliczenia można  latwo przeprpowadzić

korzystaja֒c z transformacji Bogoliubova (45,46)
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〈

n~k
〉

= 〈gr. state| â†~kâ~k |gr. state〉

= 〈gr. state|
(

u~kα̂
†
~k
− v~kα̂−~k

) (

u~kα̂~k − v~kα̂
†
−~k

)

|gr. state〉

= v2~k 〈gr. state| α̂−~kα̂
†
−~k |gr. state〉 = v2~k. (52)

Wynik ten wskazuje, że w temperaturze T = 0 pewna cze֒ść bozonów obsadza

stany energetyczne ~k 6= 0. Ubytek (ang. depletion) skondensowanych bozonów

wynosi

Ñ = N −N0 =
∑

~k

v2~k (53)

Pierwszego poważniejszego oszacowania liczby atomów Ñ poza kondensatem

dla nadciek lego helu dokonali w 1957 roku K.A. Brückner i K. Sawada. Wed lug

wspó lczesnych danych w temperaturze zera bezwzgle֒dnego oko lo 93 % atomów

helu jest wybitych poza kondensat Bosego-Einsteina.

4o. Porza֒dek dalekozasie֒gowy

Wykorzystuja֒c przedstawienie operatorów pola (27,28) w bazie fal p laskich

zbadamy teraz przestrzenny zasie֒g korelacji pomie֒dzy bozonami. Dla pros-

toty ograniczymy sie֒ do przypadku temperatury zera bezwgle֒dnego. Spośród

różnych możliwych funkcji korelacji zbadajmy na pocza֒tek naste֒puja֒ca֒

ρ(~r1 − ~r2) = 〈gr. state| ψ̂†(~r1)ψ̂(~r2) |gr. state〉

=
1

N

∑

~k1,~k2

ei(
~k1~r1−~k2~r2) 〈gr. state| â†~k1â~k2 |gr. state〉 (54)

Analogicznie do schematu obliczeń zastosowanych w wyrażeniu (52) po prostych

przeliczeniach uzyskujemy

ρ(~r1 − ~r2) =
1

N

∑

~k

ei
~k(~r1−~r2)u2~k. (55)
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Wynik (55) pokazuje, że nawet w granicy bardzo różnych odleg lości korelacje

pomie֒dzy cza֒stkami nie zanikaja֒

lim
|~r1−~r2|→∞

|ρ(~r1 − ~r2)| 6= 0. (56)

Kondensat Bosego-Einsteina jest wie֒c odpowiedzialny za uporza֒dkowanie

dalekiego zasie֒gu. W pogla֒dowy sposób można to uzasadnić jako przejaw kolek-

tywnego zachowania sie֒ cza֒stek.

Porza֒dek dalekozasie֒gowy pojawia sie֒ nie tylko dla funkcji korelacji typu

ρ(~r1−~r2). Podobne efekty realizuja֒ sie֒ rowniėz w tzw. pozadiagonalnych funk-

cjach korelacyjnych, np. dla

ρ12(~r1 − ~r2) = 〈gr. state| ψ̂(~r1)ψ̂(~r2) |gr. state〉

=
1

N

∑

~k1,~k2

ei(
~k1~r1+~k2~r2) 〈gr. state| â~k1â~k2 |gr. state〉

=
1

N

∑

~k

ei
~k(~r1+~r2)u~kv~k. (57)

Idee֒ diagonalnego i pozadiagonalnego uporza֒dkowania dalekiego zasie֒gu dysku-

towali w kontekście kwantowych nadcieczy Penorose oraz Onsager (1956 r.) i

rozwina֒ l poźniej Yang (1962 r.) zwracaja֒c uwage֒ na zwia֒zek ze spontanicznie

 lamana֒ symetrie֒ uk ladu.

5o. Korelacje wielocia lowe

Efektywne wzbudzenia typu fali dźwie֒kowej (51) manifestuja֒ sie֒ pośrednio

także w korelacjach dwucia lowych. Weźmy jako przyk lad operator ge֒stości

bozonów

ρ(~r) = ψ̂†(~r)ψ̂(~r) (58)
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którego transformata Fouriera w przestrzeni pe֒dowej ma naste֒puja֒ca֒ postać

ρ~q =
∑

~k

â†~kâ~k+~q . (59)

Przy pomocy takiego operatora ge֒stości cza֒stek można m.in.  latwo wyrazić

oddzia lywania mie֒dzy bozonami

∑

~k,~k′,~q

â†~kâ
†
~k′
â~k′−~qâ~k+~q,=

∑

~q

ρ~qρ−~q. (60)

W obecności kondensatu operator (59) sk lada sie֒ trzech jakościowo różnych

komponentów

ρ~q =
∑

~k 6=0

(

â†~kâ~k+~q +
√
N0 â~k +

√
N0 â

†
−~k +N0

)

. (61)

Pojawienie sie֒ kondensatu Bosego-Einsteina ma istotne znaczenie dla korelacji

typu ge֒stość-ge֒stość (które sa֒ mie֒rzalne za np. pomoca֒ spektroskopii rozprasza-

nia neutronowego), ponieważ funkcja spektralna przyjmuje ostry pik jeżeli ener-

gia rozpraszanych neutronów ω = E~q. Metoda pomiaru rozpraszanie neutronów

(zaproponowana przez R. Feynmana) jest wygodnym narze֒dziem empirycznego

określenia charakteru widma wzbudzeń jednocza֒stkowych. Pomiary takie fak-

tycznie potwierdzi ly wyste֒powanie zarówno niskoenergetycznej ga le֒zi typu fali

dźwie֒kowej jak również obszar zdominowany wzbudzeniami typu rotonowego.
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Kondensaty ultrazimnych atomów

Potencja l pu lapkuja֒cy ma zwykle kszta lt paraboliczny

Vext(~r) =
m

2

(

ω2
xx

2 + ω2
yy

2 + ω2
zz

2
)

(62)

gdzie ωi można profilować trzema przeciwbieżnymi wia֒zkami laserowymi.

Zaniedbuja֒c oddzia lywania mie֒dzy atomami dozwolone sa֒ stany energetyczne

(stany w lasne oscylatora harmonicznego)

ε~n =

(

nx +
1

2

)

h̄ωx

(

ny +
1

2

)

h̄ωy

(

nz +
1

2

)

h̄ωz (63)

gdzie ni = 0, 1, 2, 3, ... oznaczaja֒ liczby naturalne.

Najniższy poziom energetyczny

ε~0 =
1

2
(h̄ωxh̄ωy + h̄ωz) (64)

odpowiada funkcji falowej

φ~0(~r) =

(

mω̃

πh̄

)3/4

exp

[

−m

2h̄

(

ωxx
2 + ωyy

2 + ωzz
2
)
]

(65)

gdzie ω̃ = (ωxωyωz)
1
3 . Funkcja (65) jest vektorem w lasnym hamiltonianu 3-

wymiarowego oscylatora harmonicznego.

Jeżeli stan podstawowy oscylatora jest obsadzony przez N0 cza֒stek (w tym

wypadku atomów) to ge֒stość takich cza֒stek wynosi

n~0(~r) = N0 |φ~0(~r)|
2 . (66)

Przestrzenny kszta lt rozk ladu ge֒stości ma postać gaussowska֒

n~0(~r) = N0

(

mω̃

πh̄

)3/2

exp

[

−m
h̄

(

ωxx
2 + ωyy

2 + ωzz
2
)
]

. (67)
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Dla wybranego kierunku, np. x, szerokość gaussowska wynosi
√
√
√
√

h̄

mωx
(68)

zatem średnia geometyczna poszerzenia gaussowskiego oscylatora harmo-

nicznego wynosi

aho =

√
√
√
√

h̄

mω̃
. (69)

W zwyk lych warunkach doświadczalnych dla ultrazimnych gazów atomowych

aho wynosi rze֒du

aho ∼ 1µm = 10−6m . (70)

Tylko niewielka ilość cza֒stek zajmuje stan podstawowy jeżeli temperatury

T ≫ h̄ωho/kB, w takich warunkach można wie֒c opisać rozk lad przestrzenny

cza֒stek klasyczna֒ funckja֒ dystrybucji

ncl(~r) = const exp



−Vext(~r)
kBT





= const exp

[

− m

2kBT

(

ω2
xx

2 + ω2
yy

2 + ω2
zz

2
)
]

. (71)

Klasyczny rozk lad ge֒stości cza֒stek ma również kszta lt gaussowski, jednakże

jego szerokość po lówkowa wynosi

RT =

(

2kBT

mω̃2

) 1
2

= aho

(

2kBT

h̄ω̃

) 1
2

. (72)

Szerokość ta zwykle znacznie przekracza wartości aho, dlatego kondenascja BE

atomów w pu lapkach przejawia sie֒ w postaci wa֒skiego piku gaussowskiego na tle

szerokiego rozk ladu kalsycznego o po lówkowej szerokości gaussowskiejRT . Do

pomiaru rozk ladu cza֒stek wykorzystywana jest metoda mierzenia czasu czasu
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przelotu (ang. time of flight, czyli w skrócie TOF) stosowana po wy la֒czeniu

laserów, które utrzymuja֒ atomy w pu lapce.
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Wp lyw oddzia lywań ultrazimnych atomów

W obecności oddzia lywań dwucia lowych pojawienie sie֒ kondensatu Bosego-

Einsteina prowadzi do wygenerowania stanu nadciek lego. Obserwacja

w laściwości nadciek lych jest w praktyce dość trudna. Nie mniej jednak

istnieja֒ doświadczalne metody jednoznacznie potwierdzaja֒ce nadciek ly charak-

ter kondensatów atomowych, np. poprzez obserwacje֒ sieci wirów kwantowych,

charakterystyczna֒ temperaturowa֒ zależność ciep la w laściwego czy kolektywne

cechy w widmie wzbudzeń mierzonych tunelowa֒ spektroskopia֒ w zakresie ra-

diofalowym (ang. radio-frequency spectroscopy).

Aby określić nadciek le w laściwości niejednorodnych kondensatów atomowych

wygodnie jest skorzystać z formalizmu opracowanego w latach sześćdziesia֒tych

dwudziestego wieku niezależnie przez L.P. Pitajewskiego oraz E.P. Grossa.

Poniżej przedstawiony be֒dzie schemat takiego poste֒powania.

1o. Równanie Grossa-Pitajewskiego

Dla niejednorodnego uk ladu atomów spu lapkowanych potencja lem harmo-

nicznym Vext(~r) = m
2

(

ω2
xx

2 + ω2
yy

2 + ω2
zz

2
)

w obecności wzajemnych odd-

zia lywań dwucia lowych potencja lem U(~r1−~r2) hamiltonian uk ladu jest opisany

przez

Ĥ =
∫

d~r Ψ̂†(~r, t)



− h̄2

2m
∇2 + Vext(~r)−µ



 Ψ̂(~r, t) (73)

+
1

2

∫

d~r d~r′ Ψ̂†(~r, t)Ψ̂†(~r′, t)U(~r − ~r′)Ψ̂(~r′, t)Ψ̂(~r, t),

gdzie Ψ̂(~r, t) sa֒ bozonowymi operatorami pola. Gdy w uk ladzie pojawia sie֒ kon-
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densat Bosego-Einsteina propozycja Bogoliubova uzasadnia traktowanie ope-

ratorów cza֒stek z kondensatu poprzez zwyk le liczby (lub ewentualnie liczby

zespolone). Uogólnienie takiego przybliżenia Bogoliubova na przypadek niejed-

norodny (wzgle֒dem wspó lrze֒dnych po lożeniowych i czasowych) polega na

naste֒puja֒cym podstawieniu

Ψ̂(~r, t) = Φ(~r, t) + δΨ̂(~r, t). (74)

Funkcja zespolona Φ(~r, t) ma sens makroskopowej funkcji falowej konden-

satu zaś δΨ̂(~r, t) oznacza operator pola pozosta lych (nieskondensowanych)

atomów. Dla porównania podstawienie (74) w przypadku jednorodnym mia loby

naste֒puja֒ce znaczenie

Ψ̂(~r, t) =
1√
N

∑

~k

â~k(t)e
i~k~r

=
1√
N
a0(t)

︸ ︷︷ ︸

Φ(~r,t)

+
1√
N

∑

~k 6=0

â~k(t)e
i~k~r

︸ ︷︷ ︸

δΨ̂(~r,t)

. (75)

W uk ladach przestrzennie jednorodnych funkcja kondensatu nie zależy od

po lożenia chociaż dopuszczalne moga֒ być fluktuacje czasowe.

W obecnie omawianej sytuacji funkcja falowa (74) jest w tradycyjny sposób

zwia֒zana z koncentracja֒ kondensatu poprzez

nc(~r, t) =
∣
∣
∣
∣Ψ̂(~r, t)

∣
∣
∣
∣

2
. (76)

Oprócz amplitudy również faza funkcji kondesnatu spe lnia ważne znaczenie,

gdyż jej gradient determinuje ge֒stość pra֒du atomów.

Na podstawie kwantowomechanicznego równania ruchu
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ih̄
∂

∂t
Ψ̂(~r, t) =

[

Ψ̂(~r, t), Ĥ
]

(77)

dla operatorów pola uzyskujemy naste֒puja֒ce warunek

ih̄
∂

∂t
Ψ̂(~r, t) =



− h̄2

2m
∇2 + Vext(~r)−µ



 Ψ̂(~r, t)

+ d~r′ Ψ̂†(~r′, t)U(~r − ~r′)Ψ̂(~r′, t)Ψ̂(~r, t). (78)

Za lóżmy, że dwucia lowe oddzia lywania sa֒ krótkozasie֒gowe i moga֒ być opisane

w postaci potencja lu punktowego

V (~r−~r′) = gδ(~r−~r′), (79)

gdzie parametr g wia֒że sie֒ z d lugościa֒ rozpraszania a zdefiniowana֒ poprzez

g ≡ 4πh̄2a

m
. (80)

Podstawiaja֒c (74) do równania Heisenberga (78) uzyskujemy wówczas s lynne

równanie Grossa-Pitajewskiego (GP)

ih̄
∂Φ(~r, t)

∂t
=



−h̄
2∇2

2m
+Vext(~r)+gnc(~r, t)−µ



Φ(~r, t). (81)

Nieliniowe równanie (81) opisuje dynamike֒ kondensatu uwzgle֒dniaja֒c wp lyw

zarówno oddzia lywań jak też niejednorodności. Ogólne rozwia֒zanie równania

GP jest niemożliwe, dlatego zwykle w konkretnych warunkach doświadczalnych

jest ono rozwia֒zywane numerycznie.

Zespolona funkcja Φ(~r, t) może być wyrażona za pomoca֒ amplitudy |Φ(~r, t)|

oraz fazy θ(~r, t)

Φ(~r, t) =
√

nc(~r, t) eiθ(~r,t).
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Za pomoca֒ takich zmiennych  latwo jest określić ge֒stość pra֒du skondensowanych

atomów jc(~r, t) ≡ h̄
2i (Φ∗∇Φ − Φ∇Φ∗). Tzw. nadpra֒d jc(~r, t) (ang. superfluid

current) przyjmuje naste֒puja֒ca֒ postać

jc(~r, t) =
h̄

2i

(

Φ∗~∇Φ − Φ~∇Φ∗
)

= h̄ nc(~r, t) ∇θ(~r, t). (82)

Na podstawie struktury wyrażenia (82) wnioskujemy, że nadpra֒d jest

bezwirowy

∇× jc(~r, t) = 0. (83)

Jedynie w sytuacjach, gdy faza θ(~r, t) posiada osobliwości moga֒ pojawić sie֒

wiry. Z tego powodu kwantowe wiry sa֒ określane jako topologiczne defekty.

Abrikosov wykaza l, że najkorzystniejsze energetycznie jest uk ladanie sie֒ wirów

w strukture֒ sieci heksagonalnej.

Przedstawiaja֒c równanie Grossa-Pitajewskiego (81) w postaci warunku dla

amplitudy oraz fazy uzyskujemy

∂

∂t
nc(~r, t) + ∇ · jc(~r, t) = 0 (84)

m




∂vc(~r, t)

∂t
+ ∇v

2
c (~r, t)

2



 = −∇ [Veff+gnc−µ] (85)

gdzie Veff(~r, t)= Vext(~r)− h̄2

2m
√
nc(~r,t)

∇2
√

nc(~r, t) zaś pre֒dkość nadcieczy vc(~r, t)=

h̄
m∇θ(~r, t). Pierwsze z powyższych równań (84) dotyczy prawa zachowania

(masy), które w hydrodynamice jest nazywane równaniem cia֒g lości. Drugie

równanie (85) jest natomiast identyczne z równaniem Eulera cieczy idealnej

(tzn. bezlepkiej).

Wyprowadzone powyżej sformu lowanie hydrodynamiczne (stosowalne w tzw.

granicy bezkolizyjnej) wykazuje, że faktycznie kondensacja Bosego-Einsteina
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oraz oddzia lywania mie֒dzy bozonami konstytuuja֒ stan nadciek ly. Przej́scie

do stanu nadciek lego jest przej́sciem drugiego rodzaju. Poniżej temperatury

krytycznej role֒ parametru porza֒dku pe lni zespolona funkcja kondensatu, która

z formalnego punktu widzenia jest nieznikaja֒ca֒ wartościa֒ średnia operatora

pola 〈Ψ̂(~r, t)〉 = Φ(~r, t). Parametr porza֒dku implikuje pojawienie sie֒ daleko-

zasie֒gowych korelacji pomie֒dzy bozonami w kanale normalnym (DLRO) i

anomalnym (ODLRO).

2o. Stan podstawowy

Stacjonarne rozwia֒zanie równania Grossa-Pitajewskiego dla stanu podsta-

wowego, w którym nie wyste֒puja֒ przep lywy atomów można sparametryzować

separowalna֒ postacia֒ Φ(~r, t)

Φ(~r, t) = Φ(~r) e−iµt (86)

gdzie cze֒ść stacjonarna Φ(~r) określa ilość skondensowanych atomów N0 =

∫

d~r |Φ(~r)|2 natomiast µ jest potencja lem chemicznym. Podstawienie (86) do

(81) prowadzi do uzyskania równania Schrödingera


−h̄
2∇2

2m
+Vext(~r)+g |Φ(~r)|2



Φ(~r) = µΦ(~r). (87)

Potencja l chemiczny odgrywa wie֒c role֒ energii w lasnej zagadnienia

stacjonarnego.

Numeryczna analiza oddzia lywań odpychaja֒cych (g > 0) i przycia֒gaja֒cych

(g < 0) wykaza ly znacza֒cy wp lyw oddzia lywań na:

a) ilość skondensowanych atomów N0,

b) profil rozk ladu ge֒stości nc(~r).
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Oddzia lywania odpychaja֒ce wybijaja֒ atomy z kondensatu, powoduja֒c ubytek

(depletion) N0 i jednocześnie silnie zmniejszaja֒ funkcje֒ nc(~r) w centrum pu lapki.

Przycia֒gaja֒ce oddzia lywania maja֒ zupe lnie odwrotny wp lyw, który przejawia

sie֒ poprzez wzrost ge֒stości skondensowanych atomów w centralnej cze֒ści

pu lapki. Niestety przycia֒ganie atomów jest jednak również destrukcyjne dla

kondensatu atomów gdyż prowadzi do zjawiska zapadania sie֒ (tzw. kolaps). Na

przyk lad dla bozonowych atomów izotopu 7Li oddzia luja֒cych na siebie si lami

przycia֒gania kolapsowanie realizuje sie֒ już dla oko lo N ≃ 1400 atomów.

3o. Wzbudzenia elementarne

Do określenia ma lych fluktuacji (oscylacji) parametru porza֒dku rozpatrzymy

ponownie równanie Grossa-Pitajewskiego (81) zak ladaja֒c naste֒puja֒ca֒ postać

funkcji kondensatu

Φ(~r, t) = e−iµt
[

Φ(~r) + u(~r)e−iωt + v∗(~r)eiωt
]

. (88)

Funkcje u(~r) oraz v(~r) sa֒ amplitudami fluktuacji dla cze֒stości odpowiednio

∓ω. Zak ladaja֒c, że amplitudy te sa֒ ma le (w porównaniu do |Φ(~r)|) ge֒stość

kondensatu jest określona przez

|Φ(~r, t)|2 =
[

Φ(~r) + u∗(~r)eiωt + v(~r)e−iωt
] [

Φ(~r) + u(~r)e−iωt + v∗(~r)eiωt
]

≃ Φ2(~r) + Φ(~r) [u∗(~r) + v(~r)] eiωt + Φ(~r) [u(~r) + v∗(~r)] e−iωt. (89)

Podstawienie (88) oraz przybliżonego wyrażenia (89) do równania Grossa-

Pitajewskiego z dok ladnościa֒ do cz lonów liniowych wzgle֒dem fluktuacji

prowadzi do naste֒puja֒cego uk ladu równań
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h̄ωu(~r) =
[

Ĥ0 − µ+ 2gΦ2(~r)
]

u(~r) + gΦ2(~r)v(~r) (90)

−h̄ωv(~r) =
[

Ĥ0 − µ+ 2gΦ2(~r)
]

v(~r) + gΦ2(~r)u(~r) (91)

gdzie Ĥ0 = −h̄2∇2/2m−Vext(~r). Wyznaczenie nietrywialnych rozwia֒zań uk ladu

równań (90,91) determinuje energie dopuszczalnych wzbudzeń h̄ω kondensatu

oddzia luja֒cych bozonów. Zwykle rozpatrywane sa֒ charakterystyczne mody ra-

dialne i aksjalne dla przypadku, gdy ωx = ωy 6= ωz. Poza nielicznymi przypad-

kami wzbudzenia takie wyznaczyć trzeba metodami numerycznymi.

Przedstawiona powyżej procedura (zaproponowana w 1961 roku przez Pita-

jewskiego) prowadza֒ca do równań (90,91) jest jakościowo równoważna metodzie

transformacji Bogoliubova zaniedbuja֒cej wyrazy z trzema i czterema opera-

torami δΨ̂(~r, t) cza֒stek spoza kondensatu. Równoważność obu podej́sć jest

dość  latwa do wykazania.
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Nadprzewodnictwo uk ladów fermionowych

Na nadprzewodnictwo sk ladaja֒ sie֒ dwie naste֒puja֒ce w laściwości fizyczne:

a) ca lkowity zanik oporu sta lopra֒dowego

temperatura

op
or‘

Tc
0

b) wypychanie pola magnetycznego czyli idealny diamagnetyzm
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Teoria Londonów

Pierwsza֒ fenomenologiczna֒ dyskusje֒ dotycza֒ca֒ konsekwencji fizycznych

zaniku oporu (tzn. bezdyssypatywnego ruchu elektronów) opracowali bracia

[F. London, H. London, Proc. Roy. Soc. A 149, 71 (1935).] Mimo, iż analiza Londonów nie

by la w pe lni konsystentna֒ (bazuja֒c na klasycznie nieuzasadnionych za lożeniach)

wskaza la jednak na bardzo ważne powia֒zanie zaniku oporu z pojawieniem

sie֒ idealnego diamagnetyzmu. Ponadto bracia Londonowie zasugerowali, iż

nadprzewodza֒ce elektrony musza֒ być traktowane jako wspólny makroskopowy

stan - z dzisiejszej perspektywy moglibyśmy ten sugerowany stan określić jako

kondensat Bosego-Einsteina par elektronowych.

Do prześledzenia toku rozumowania braci Londonów rozpatrzmy ruch elek-

tronów o  ladunku q = −e w zewne֒trznym polu magnetycznym ~E. Wed lug

prawa Newtona si la kulombowska q ~E pod nieobecność dyssypacji powoduje

sta ly przyrost pre֒dkości elektronu

m
d

dt
~v = q ~E. (92)

Ze wzgle֒du na fakt, iż ruch  ladunków w skali makroskopowej przejawia sie֒

poprzez przep lyw pra֒du możemy napisać, że

~j = qn~v, (93)

gdzie n oznacza koncentracje֒ (nadprzewodza֒cych) nośników. Brak oporu

prowadzi ze wzgle֒du na relacje֒ (93) do naste֒puja֒cego pierwszego równania Lon-

donów

d

dt
~j =

nq2

m
~E =

ne2

m
~E. (94)
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Aby określić zwia֒zek ge֒stości pra֒du ~j z polem magnetycznym ~B możemy

skorzystać z prawa Faraday’a

rot ~E = − ∂

∂t
~B. (95)

Uwzgle֒dniaja֒c pierwsze równanie Londonów (94) uzyskujemy

∂

∂t



rot~j +
ne2

mc
~B



 = 0. (96)

Na podstawie prawa Ampere’a

rot ~B =
4π

c
~j, (97)

ge֒stość pra֒du ~j jest wie֒c zależna od pola magnetycznego ~B poprzez naste֒puja֒ca֒

relacje֒

rot~j +
ne2

mc
~B = const. (98)

Londonowie zaproponowali, aby w formalnym rozwia֒zaniu (98) wybrać wartość

sta lej rowna֒ zero. Tym samym, uzyskuje sie֒ tzw. drugie równanie Londonów

w naste֒puja֒cej postaci

rot~j = − ne2

mc
~B. (99)

Warto tutaj zwrócić uwage֒, że wybór zerowej sta lej jest niemożliwy do uza-

sadnienia w oparciu o traktowanie na podstawie fizyki klasycznej. Dopiero

opis przy użyciu mechaniki kwantowej (patrz rozdzia l dotycza֒cy mechanizmu

Andersona-Higgsa) dostarcza niezbe֒dnej argumentacji.

Nie mniej jednak warto przeanalizaować wnioski wynikaja֒ce z drugiego

równania Londonów (99). Dzia laja֒c operacja֒ rotacji na obie strony równania

uzyskujemy
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rot
(

rot ~B
)

=
4π

c
rot ~B

=
4π

c



−ne
2

mc



 ~B. (100)

Na podstawie tożsamości matematycznej rot · rot = −∆ dostajemy ostatecznie

∆ ~B =
1

λ2L
~B, (101)

gdzie

λL ≡
√
√
√
√ mc2

4πne2
(102)

oznacza tzw. londonowska֒ g le֒bokość wnikania. Znaczenie tej wielkości fizycz-

nej można  latwo zrozumieć gdy rozpatrzymy zależność pola magnetycznego od

po lożenia np. w kierunku x. Jeśli nadprzewodnik zajmuje pó lprzestrzeń x ≥ 0

wówczas rozwia֒zanie równania (99) ma naste֒puja֒ca֒ postać

~B(x) =







~B0 dla x < 0 ,

~B0 e
−x/λL dla x ≥ 0 .

(103)

Pole magnetyczne wyk ladniczo zanika w obszarze nadprzewodnika (o ile

nate֒żenie B nie przekracza wartości krytycznej Bc) dlatego nadprzewodniki

sa֒ jednocześnie idealnymi diamagnetykami. Analogicznie do równania (103)

można również wykazać, iż ge֒stość indukowanego w warstwie przypowierzchnio-

wej pra֒du ekranuja֒cego wynosi

~j(x) =







0 dla x < 0 ,

~j0 e
−x/λL dla x ≥ 0 .

(104)

Dla nadprzewodników klasycznych g le֒bokość wnikania λL przyjmuje zwykle

wartości z zakresu od 100 Å do oko lo 1000 Å.

35



G le֒bokość wnikania jest ponadto zależna również od temperatury. Wynika

to z temperaturowej zależności frakcji nadprzewodza֒cych nośników n = n(T ),

która zanika w granicy T → T−
c . Dla izotropowych nadprzewodników wykazano

empirycznie, że spe lniona jest w przybliżeniu naste֒puja֒ca zależność

λ(T ) ≃ λ(0)
√

1 − (T/Tc)4
. (105)

W przedstawionym powyżej sposobie rozumowania braci Londonów nie

uwzgle֒dnione zosta ly efekty kwantowo-mechaniczne. Fritz London przedstawi l

jednak również schemat uwzgle֒dniaja֒cy takie efekty. W tym celu należy przy-

pomnieć, że role֒ kanonicznego pe֒du w obecności pola elektromagnetycznego

pe lni

~p = m~v +
e

c
~A. (106)

Taki kanoniczny pe֒d powinien mieć na średnio wartość zerowa֒ 〈~p〉 = 0, z czego

wynika prosty wniosek

〈~v〉 =
−e
mc

~A. (107)

W rezultacie wektor ge֒stości pra֒du przyjmuje postać

~j = ne 〈~v〉 =
−ne2
mc

~A, (108)

która implikuje relacje֒ (101). Należy podkreślić, że przedstawione wyżej

wyprowadzenie jest s luszne jedynie przy wyborze cechowania typu divA=0.
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Fenomenologiczna teoria Ginzburga Landaua

Przej́scie ze stanu normalnego w stan nadprzewodza֒cy (które jest przej́sciem

fazowym drugiego rodzaju) jest ścísle powia֒zane z pojawieniem sie֒ parametru

porza֒dku. W tym konkretnym przypadku ma to zwia֒zek z kondensacja֒

Bosego-Einsteina efektywnych kwazicza֒stek. W 1950 roku Ginzburg i Lan-

dau (GL) zaproponowali wprowadzenie zespolonego parametru porza֒dku Ψ(~r)

o naste֒puja֒cych w laściwościach

Ψ(~r) = 0, gdy T > Tc

Ψ(~r) 6= 0 dla T ≤ Tc.
(109)

W bliskim otoczeniu temperatury krytycznej Tc wartość bezwgle֒dna |Ψ(~r)|

jest infinitezymalnie ma la, dlatego energie֒ swobodna֒ nadprzewodnika Fs można

wówczas przedstawić kotrzystaja֒c z rozwinie֒cia wzgle֒dem wartości Fn stanu

normalnego

Fs = Fn + a|Ψ(~r)|2 +
1

2
b|Ψ(~r)|4 + ... (110)

gdzie a oraz b oznaczaja֒ pewne rzeczywiste parametry. Pod nieobecność

zewne֒trznych pól parametr porza֒dku nie powinien zależeć od zmiennych

przestrzennych, dlatego Ginzburg i Landau dodali do powyższego rozwinie֒cia

(110) również wyraz proporcjonalny do |∇Ψ(~r)|, który jest odpowiedzialny za

t lumienie przestrzennej zmiany parametru porza֒dku. W analogii do równania

Schrödingera wyraz ten można zapisać w postaci

1

2m∗ | − ih̄∇Ψ(~r)|2, (111)
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gdzie m∗ oznacza mase֒ efektywna֒.

W obecności zewne֒trznych pól wyraz ”masowy” (111) powinien mieć postać

niezmiennicza֒ na transformacje֒ cechowania. Taki wymóg narzuca naste֒puja֒ca֒

strukture֒ dla wyrazu ”masowego”

1

2m∗

∣
∣
∣
∣
∣

(

ih̄∇− q∗

c
~A(~r)

)

Ψ(~r)

∣
∣
∣
∣
∣

(112)

gdzie q∗ jest efektywnym  ladunkiem kwazicza֒stek. Ostatecznie ge֒stość energii

swobodnej możemy wyrazić jako

Fs = Fn + a|Ψ(~r)|2 +
1

2
b|Ψ(~r)|4 +

1

2m∗

∣
∣
∣
∣
∣

(

ih̄∇− q∗

c
~A(~r)

)

Ψ(~r)

∣
∣
∣
∣
∣
+

1

8π
B2 (113)

gdzie ostatni cz lon opisuje ge֒stość energii pola magnetycznego ~B = rot ~A.

Ge֒stość kwazicza֒stek nadprzewodza֒cych

|Ψ(~r)|2 ≡ ns(~r) (114)

skonfrontowana z faktami doświadczalnymi prowadzi do naste֒puja֒cych

spostrzeżeń

q∗ = −2e, (115)

m∗ = 2me. (116)

W polu zewne֒trznym ~H ca lkowita energia swobodna Gibbsa dana jest

wyrażeniem

G[Ψ, ~A] =
∫

d~r

(

Fs −
1

4π
~B · ~H

)

. (117)

Warunek stabilności wymaga aby wielkość ta (117) by la stacjonarna wzgle֒dem

dowolnych zmian parametru porza֒dku oraz potencja lu wektorowego ~A
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δG[Ψ, ~A]

δΨ
= 0, (118)

δG[Ψ, ~A]

δ ~A
= 0. (119)

W oparciu o rachunek wariacyjny znajdujemy w rezultacie uk lad naste֒puja֒cych

równań Ginzburga Landaua

aΨ(~r) + b|Ψ(~r)|2Ψ(~r) +
1

2m∗

(

ih̄∇− q∗

c
~A(~r)

)2

Ψ(~r) = 0, (120)

h̄q∗

2im∗ (Ψ∗∇Ψ − Ψ∇Ψ∗) − (q∗)2

m∗c
|Ψ|2 ~A =

c

4π
rot ~B. (121)

Poniżej przedstawimy wnioski wynikaja֒ce z analizy równań Ginzburga Landaua

dla kilku reprezentatywnych przypadków.

Przyk lad 1: Przypadek bez zewne֒trznego pola ~A = 0

W nieobecności zewne֒trznego pola rozwia֒zanie jednorodne ma prosta֒ postać

39



|Ψ|2 =







0 dla stanu normalnego powyżej Tc

−a/b gdy T ≤ Tc.
(122)

W drugim przypadku zależność energii swobodnej od rzeczywistej i urojonej

cze֒ści parametru porza֒dku przypomina ksza lt ”meksykańskiego kapelusza”.

Do la֒czony rysunek ilustruje przekrój takiej zależności.

Wartość pola krytycznego wynosi odpowiednio

(Hc(T ))2 = 4π
a2

b
(123)

zatem dla b > 0 energia swobodna ma minimum zilustrowane jako punkt w

niebieskim kolorze na powyższym rysunku. Wed lug oszacowania Ginzburga i

Landaua temperaturowa zależność parametru a przyjmuje naste֒puja֒ca֒ postać

a(T ) = a0 (Tc − T ) gdzie a0 = const (124)

zatem

Hc(T ) =

√
√
√
√

4π

b
a0 (Tc − T ) (125)

i w podobny sposób zależy również koncentracja ns(T ) ∝ (Tc − T ).

Przyk lad 2: Model jednowymiarowy bez pola magnetycznego

Analizuja֒c zależność parametru porza֒dku wzgle֒dem wspó lrze֒dnej z możemy

wyrazić pierwsze równanie Ginzburga Landaua (120) jako

aΨ(z) + b|Ψ(z)|2Ψ(z) − h̄2

2m∗
d2

dz2
Ψ(z) = 0. (126)

Za lóżmy, że Ψ(z) jest funkcja֒ rzeczywista֒. Jej asymptotyczna wartość wynosi
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Ψ(∞) =

√
√
√
√ |a|
b

(127)

wprowadźmy wie֒c wygodna֒ bezwymiarowa֒ wielkość

f(z) =
Ψ(z)

Ψ(∞)
(128)

dla której równanie (126) redukuje sie֒ do postaci

f(z) − f 3(z) + − h̄2

2m∗|a|
d2

dz2
f(z) = 0. (129)

Powyże równanie determinuje skale֒ przestrzenna֒ zmian parametru porza֒dku.

Aby zbadać ten aspekt wygodnie jest wprowadzić tzw. d lugość koherencji

Ginzburga Landaua zdefinowana֒ jako

ξ(T ) =

√
√
√
√
√

h̄2

2m∗|a(T )| . (130)

Wartości asymptotyczne f(∞) = 1 oraz f(0) = 0 implikuja֒, że funkcja f(z)

jest określona równaniem

−ξ2 d
2

dz2
f(z) = f(z)

(

1 − f 2(z)
)

, (131)

które przyjmuje rozwia֒znie w postaci

f(z) = tgh




z√
2ξ



 . (132)

Zmiany parametru porza֒dku zachodza֒ wie֒c na odleg lościach porównywalnych

do d lugości koherencji ξ. Z takim zachowaniem zwia֒zany jest również zanik

pola magnetycznego, które jest w stanie wnikać do obszaru nadprzewodnika

na gle֒bokość λ. Można wyróżnić dwa odmienne jakościowo zakresy, w których
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parametr Ginzburga Landaua ξ ≡ λ/ξ przyjmuje wartość dużo wie֒ksza֒ lub

dużo mniejsza֒ od 1, zależnie od typu nadprzewodnika.

Przyk lad 3: Obszar jednorodnego parametru porza֒dku

Przyjmijmy, że parametr porza֒dku jest niemal jednorodny, tzn.

Ψ(z) ≃ Ψ(∞). (133)

Wówczas drugie równanie Ginzburga Landaua (121) określa pra֒d pochodza֒cy

od nadprzewodza֒cych nośników

~j(~r) = − (q∗)2

m∗c
n∗(~r) ~A(~r). (134)

Ze wzgle֒du na fakt, że m∗ = 2me oraz n∗(~r) = 1
2ns(~r) otrzymujemy warunek

~j(~r) = − e2

mec
ns(~r) ~A(~r) (135)

równoważny fenomenologicznemu równaniu Londonów

~j(~r) = − c

4πλ2
~A(~r). (136)

G le֒bokość penetracji jest wie֒c zwia֒zana z koncentracja֒ nadciek lych nośników

poprzez relacje֒

λ(T ) =

√
√
√
√

m∗c

4π(q∗)2n∗(T )
. (137)

Jako wielkość zespolona parametr porza֒dku może być przedstawiony poprzez

amplitude֒ i faze֒

Ψ(~r) = |Ψ(~r)| eiφ(~r). (138)
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Jeżeli amplituda jest jednorodna (co ma miejsce w sytuacji, gdy koncentracja

nadciek lych nośników jest sta la w przestrzeni) wówczas ge֒stość pra֒du ~j(~r) jest

zdeterminowana przez argument fazowy, przyjmuja֒c naste֒puja֒ca֒ postać

~j(~r) =
q∗h̄

2im∗
[

|Ψ|e−iφ|Ψ|eiφi∇φ− |Ψ|eiφ|Ψ|e−iφ(−i∇φ)
]

− (q∗)2

m∗c
|Ψ|2 ~A

=
q∗h̄

m∗ |Ψ|2∇φ− (q∗)2

m∗c
|Ψ|2 ~A (139)

W równoważnej formie równanie (139) możemy zapisać w postaci

~A(~r) +
m∗c

(q∗)2|Ψ|2
~j(~r) =

h̄c

q∗
∇φ(~r). (140)

Przeprowadzimy ca lkowanie (141) po konturze zamknie֒tym (znajduja֒cym sie֒

ca lkowicie w obszarze nadprzewodnika)

∮

d~l · ~A+
m∗c

(q∗)2

∮

d~l ·
~j

|Ψ|2 =
h̄c

q∗

∮

d~l · ∇φ(~r). (141)

Skorzystajmy z twierdzenia Stokes’a

∮

d~l · ~A =
∫ ∫

d~S · rot ~A =
∫ ∫

d~S · ~B (142)

oraz tożsamości

∮

d~l · ∇φ(~r) =
∮

d~l · dφ(~r)

d~l
= 2π n, (143)

gdzie n oznacza dowolna֒ liczbe֒ ca lkowita֒. Na tej podstawie równanie (142)

uzyskujemy wniosek, iż

∫ ∫

d~S · ~B +
m∗c

(q∗)2

∮

d~l ·
~j

|Ψ|2 = n
hc

q∗
(144)

Prawa strona równania (144) zawiera wilokrotność tzw. fluksonów

Φ0 ≡
hc

q∗
=
hc

2e
, (145)
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czyli kwantów strumienia pola magnetycznego. Oznacza to, że pole magne-

tyczne może wnikać do materia lu wy la֒cznie w postaci skwantowanych porcji

strumienia Φ0. Wniosek ten jest s luszny również poza zakresem bliskim tem-

peraturze krytycznej Tc.

Ze wzgle֒du na wartość parametru Ginzburga Landaua χ można wyróżnić

naste֒puja֒ce rodzaje nadprzewodników:

typ I, gdy χ < 1/
√

2 (czyli ξ >
√

2λ),

typ II, gdy χ > 1/
√

2 (czyli ξ <
√

2λ).

W przypadku nadprzewodników I-ego rodzaju pole magnetyczne jest

ca lkowicie ekranowane w zakresie poniżej wartości krytycznej Hc. Energia

powierzchniowa jest dodatnia wie֒c uk lady te cechuja֒ sie֒ duża֒ jednorodnościa֒.

Nadprzewodniki II-ego rodzaju posiadaja֒ ujemna֒ energie֒ powirzchniowa֒

dlatego powstaja֒ w nich defekty topologiczne w postaci wirów kwantowych,

gdzie pole magnetyczne cze֒ściowo wnika w obszar materia lu. Taki zakres

fazy mieszanej realizuje sie֒ w zakresie pól magnetycznych Hc1 < H < Hc2.

Wynik ten zosta l przewidziany przez A. Abrikosova w 1957 roku oraz potwier-

dzony doświadczalnie w latach 70. XX wieku. Wiry kwantowe organizuja֒ sie֒ w

charakterystyczna֒ strukture֒ typu heksagonalnego.
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Nadprzewodnictwo uk ladów fermionowych

W klasycznych nadprzewodnikach temperatura krytyczna Tc zależy od masy

izotopowej M atomów sieci krystalicznej poprzez relacje֒

Tc ∝M−α, (146)

gdzie zazwyczaj wspó lczynnik α ≃ 0, 5. Taki fakt empiryczny by l cenna֒

wskazówka֒, ıż zanik oporu elektronów pasma przewodnictwa jest (w klasy-

cznych nadprzewodnikach) zależny od sieci krystalicznej. Taki wp lyw sieci krys-

talicznej na uk lad elektronowy jest realizowany poprzez oddzia lywania drgań

sieci z gazem elektronowym.

1o. Oddzia lywanie elektron-fonon

Potencja l oddzia lywania elektronu w po lożeniu ~ri z jonem w miejscu ~Rn

można przedstawić w postaci

V (~ri − ~Rn) = V (~ri − ~R0
n) −∇V (~ri − ~R0

n) ·
[

~Rn − ~R0
n

]

+ ... (147)

gdzie ~R0
n oznacza po lożenie n-tego jonu w stanie równowagi. Drugi wyraz

po prawej stronie wzoru (147) opisuje sprze֒żenie drgań sieci krystalicznej

(fononów) z uk ladem elektronowym.

W reprezentacji operatorów drugiej kwantyzacji operator oddzia lywania

przyjmuje postać

V̂el−ph =
∑

~k,~q

∑

σ=↑,↓
U el−ph
~q ĉ†~k+~q,σĉ~k,σ

(

â~q + â†−~q

)

(148)

gdzie â~q sa֒ operatorami fononu o pe֒dzie ~q, ĉ~k,σ dotycza֒ elektronów o pe֒dzie ~k i
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spinie σ natomiast U el−ph
~q jest elementem macierzowym potencja lu ich wzajem-

nego oddzia lywania.

2o. Transformacja Fröhlicha

Hamiltonian uk ladu elektronów oddzia luja֒cych z fononami

Ĥ = Ĥel + Ĥph + V̂el−ph (149)

można w pierwszym kroku zbadać rachunkiem zaburzeniowym wzgle֒dem cz lonu

oddzia lywania V̂el−ph. Schemat zaburzeniowy oparty na transformacji unitarnej

zosta l opracowany w 1950 roku przez H. Fröhlicha [Phys. Rev. 79, 845 (1950)].

Idea ogólna polega na zastosowaniu transformacji tożsamościowej Û

Ĥψ = Eψ

ÛĤψ = EÛψ

ÛĤÛ−1 Ûψ = EÛψ

ˆ̃Hψ̃ = Eψ̃, (150)

gdzie ˆ̃H = ÛĤψ oznacza przetransformowany hamiltonian zaś ψ̃ = Ûψ jest

przetrasformowana֒ funkcja֒ falowa֒. Wartości w lasne sa֒ niezmiennicze dla takiej

transformacji.

Pomija֒c szczegó ly techniczne analizowany tutaj problem sprze֒żenia można

wyelimować wybieraja֒c

Û ≡ eŜ (151)

gdzie antyhermitowski operator generuja֒cy jest wybrany jako
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Ŝ =
∑

~k,~q

∑

σ=↑,↓

U el−ph
~q

ξ~k+~q − ξ~k + ω~q
ĉ†~k+~q,σĉ~k,σâ~q − h.c. (152)

W powyższym wyrażeniu ω~q oznacza zależność energii fononów od pe֒du zaś ξ~k

jest energia֒ elektronów mierzona֒ od poziomu Fermiego.

W przetransformowanym efektywnym hamiltonianie H̃ energie elektronów a

także fononów ulegaja֒ renormalizacji. Innym jakościowo bardzo ważnym efek-

tem jest wyindukowanie oddzia lywania dwucia lowego pomie֒dzy elektronami

V̂eff =
∑

~k,~k′,~q

∑

σ,σ′

g~k,~k′,~q ĉ†~k+ ~q
2 ,σ
ĉ†~k′− ~q

2 ,σ
′
ĉ~k′+ ~q

2 ,σ
′ ĉ~k− ~q

2 ,σ
(153)

gdzie potencja l efektywnego oddzia lywania ma postać

g~k,~k′,~q =
|U el−ph

~q |2 ω~q
(ξ~k+~q − ξ~k)

2 − ω2
~q

+
(

~k ↔ ~k′
)

(154)

Potencja l odzia lywań g~k,~k′,~q ma charakter przycia֒gaja֒cy gdy zakres energii

elektronów znajduje sie֒ w przedziale o szerokości ωD (tzn. energii Debye’a)

wzgle֒dem poziomu Fermiego.

W rzeczywistości należy uwzgle֒dnić również oddzia lywania kulombowskie o

potencjale

VCoul(~q) =
e2

4πε0(~q2 + κ2)
(155)

gdzie κ uwzgle֒dnia efekty ekranowania. W zakresie energetycznym

−ωD ≤ ε~k − εF ≤ ωD (156)

wyindukowane korekta oddzia lywań dwucia lowych może być dominuja֒ca, o ile

potencja l sprze֒żenia elekttronowo-fonowego jest odpowiednio duży.

47



Wspó lczesne metody fizyki teoretycznej umożliwi ly potwierdzenie wniosków

uzyskane przez Fröhlicha w oparciu o bardziej wyrafinowane metody, takie

jak: formalizm Eliashberga (stosowalny w zakresie silnych oddzia lywań) oraz

niezaburzeniowa֒ procedure֒ cia֒g lej transformacji kanonicznej.

Dla uproszczenia dalszej analizy przyjmiemy, iż w zakresie określonym

warunkiem (156) ca lkowity potencja l oddzia lywań mie֒dzy elektronami charak-

teryzuje sie֒ niemal sta la֒ wartościa֒ ujemna֒

Vtotal ≃ −U, (157)

która w przybliżeniu wynosi U ≃ |U el−ph|2/ωD.

3o. Problem Coopera

Wp lyw oddzia lywań przycia֒gaja֒cych ma diametralne znaczenie dla zachowa-

nia elektronów w otoczeniu powierzchni Fermiego. Po raz pierwszy wykaza l ten

fakt Leon Cooper [Phys. Rev. 104, 1189 (1956)] analizuja֒c problem dwóch elektronów

oddzia luja֒cych przycia֒gaja֒co. Funkcja falowa takich dwów elektronów może

być wybrana w postaci

ψ(~r1, ~r2) =
∑

~k

χ~k e
i~k·~r1 e−i

~k·~r2 (158)

gdzie wspó lczynniki χ~k spe lniaja֒ równanie

χ~k = U
∑

~k′

χ~k′
2ξ~k′ − E

(159)

Energia E uk ladu takich dwóch przycia֒gaja֒cych sie֒ elektronów wynosi

odpowiednio

E ≃ 2εF − 2ωD e
−2

Uρ(εF ) , (160)
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gdzie ρ(εF ) jest ge֒stościa֒ stanów elektronowych na poziomie Fermiego. Wynik

(160) wskazuje, iż energia zwia֒zanych elektronów jest mniejsza od energii elek-

tronów swobodnych. Można wie֒c wnioskować, że ,,morze Fermiego jest niesta-

bilne wzgle֒dem tworzenia sie֒ par elektronowych”, które nazywane sa֒ obecnie

parami Coopera (o ile proces ten realizuje sie֒ w przestrzeni pe֒dowej).

4o. Mikroskopowa teoria BCS

Badania Fröhlicha oraz Coopera sta ly sie֒ ważnym krokiem w kierunku opra-

cowania ca lościowej teorii nadprzewodnictwa. Mikroskopowa֒ teorie֒ opracow-

ali wspólnie John Bardeen, Leon Cooper oraz Robert Schrieffer [Phys. Rev. 108,

1175 (1957)], która w swoim charakterze jest teoria֒ średniego pola ale z istotnym

uwzgle֒dnieniem pozadiagnonalnego parametru porza֒dku odpowiedzialnego za

spontaniczne  lamanie symetrii cechowania.

Poniżej przedstawiony zostanie zarys teorii BCS dla przypadku elek-

tronów oddzia luja֒cych potencja lem przycia֒gaja֒cym −U pomie֒dzy przeciwnie

skierowanymi spinami i pe֒dami

Ĥ =
∑

~k,σ

(

ε~k − µ
)

ĉ†~k,σĉ~k,σ − U
∑

~k,~k′

ĉ†~k,↑ĉ
†
−~k,↓ĉ−~k′,↓ĉ~k′,↑. (161)

W przybliżeniu Hartree-Focka-Bogoliubova wyraz oddzia lywań możne zre-

dukować do naste֒puja֒cej postaci

−U ∑

~k,~k′

ĉ†~k,↑ĉ
†
−~k,↓ĉ−~k′,↓ĉ~k′,↑ ≃ −∑

~k

ĉ†~k,↑ĉ
†
−~k,↓ U

∑

~k′

〈ĉ−~k′,↓ĉ~k′,↑〉

−U∑

~k

〈ĉ†~k,↑ĉ
†
−~k,↓〉 ĉ−~k′,↓ĉ~k′,↑ + U

∑

~k

〈ĉ†~k,↑ĉ
†
−~k,↓〉 〈ĉ−~k′,↓ĉ~k′,↑〉 (162)

Wprowadźmy naste֒pnie pomocniczy parametr o wymiarze energii

49



∆ ≡ U
∑

~k

〈ĉ−~k,↓ĉ~k,↑〉, (163)

kiedy (226) przyjmuje postać zredukowanego hamiltonianu BCS

Ĥ ≃ ∑

~k,σ

(

ε~k − µ
)

ĉ†~k,σĉ~k,σ −



∆

∑

~k

ĉ†~k,↑ĉ
†
−~k,↓ + h.c.




 (164)

Hamiltonian (164) jest ścísle rozwia֒zywalny kilkoma rownoważnymi metodami.

W obecnej dyskusji pos lużymy sie֒ metoda֒ oparta֒ na unitarnej transformacji

Bogoliubova -Valatina diagonalizuje֒cej hamiltonian uk ladu.

Idea transformacji polega na zdefiniowaniu pomocniczych operatorów typu

fermionowego w postaci superpozycji cza֒stki i antycza֒stki

γ̂~k,↑ = u~kĉ~k,↑ + v~kĉ
†
−~k,↓ (165)

γ̂†−~k,↓ = −v~kĉ~k,↑ + u~kĉ
†
−~k,↓ (166)

w bazie których hamiltonian (164) przyjmuje postać diagonalna֒. Warunek an-

tykomutacji (typowej dla operatorów typu fermionowego) jest uzyskany jeżeli

u2~k + v2~k = 1 (167)

natomiast wymóg diagonalizacji sprowadza sie֒ do warunku

u~k v~k =
∆

2E~k
(168)

W rezultacie wspó lczynniki określone sa֒ jako

u2~k =
1

2



1 +
ξ~k
E~k



 (169)

v2~k =
1

2



1 − ξ~k
E~k



 (170)

gdzie
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E~k =
√

ξ2~k + ∆2. (171)

W rezultacie Hamiltonian BCS przyjmuje postać

Ĥ =
∑

~k,σ

E~kγ̂
†
~k,σ
γ̂~k,σ + const (172)

W wyrażeniach na wspó lczynniki diagonalizacji wyste֒puje wielkość ∆.

Określimy teraz równanie s luża֒ce do wyznaczenia tej wielkości

∆ ≡ U
∑

~k

〈ĉ−~k,↓ĉ~k,↑〉

= U
∑

~k

(

−u~kv~k〈γ̂
†
~k,↑γ̂~k,↑〉 + u~kv~k〈γ̂−~k,↓γ̂

†
−~k,↓〉

)

= U
∑

~k

(

−u~kv~k〈fFD(E~k) + u~kv~k
[

1 − fFD(E~k)
])

= U
∑

~k

u~kv~k
[

1 − 2fFD(E~k)
]

(173)

czyli

∆ = U
∑

~k

∆

2E~k

[

1 − 2fFD(E~k)
]

= U
∑

~k

∆

2E~k
tgh

(

E~k
2kBT

)

. (174)

Warto omówić dwa skrajne przypadki, dla których można podać analityczne

oszacowanie rozwia֒zanie równania (174).

a) Stan podstawowy (T → 0)

W granicy temperatury zera bezwzgle֒dnego tangens hiperboliczny przyjmuje

asymptotyczna֒ wartość +1 zatem

∆ = U
∑

~k

∆

2E~k
= U

∑

~k

∆

2E~k
tgh

(

E~k
2kBT

)

. (175)

Wprowadzaja֒c ge֒stośc stanów
∑

~k ... =
∫

dερ(ε)... powyższe równanie daje

1 ≃ U

2
ρ(εF )

∫ ωD

−ωD

dξ
1

ξ2 + ∆2

=
U

2
ρ(εF )ln





√

ω2
D + ∆2 + ωD

√

ω2
D + ∆2 − ωD



 (176)
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które w granicy ∆ ≪ ωD implikuje

1 ≃ Uρ(εF )ln

(

2ωD
∆

)

. (177)

W rezultacie wartość ∆ w stanie podstawowym wynosi

∆ ≃ 2ωD e
−1

Uρ(εF ) . (178)

b) Temperatura krytyczna Tc

Zbliżaja֒c sie֒ do temperatury krytycznej od do lu ∆(T ) → 0+. Równanie na

przerwe֒ energetyczna֒

1 ≃ U

2
ρ(ωF )

∫ ωD

−ωD

dξ

ξ
tgh

(

ξ

2kBTc

)

(179)

po przeca lkowaniu prowadzi odpowiednio do naste֒puja֒cego oszacowania

kBTc ≃ 1, 13ωD e
−1

Uρ(εF ) . (180)

Na podstawie (178) i (180) możemy wie֒c zauważyć, że dla klasycznych nad-

przewodników wartość ∆(T = 0) skaluje sie֒ wzgle֒dem temperatury krytycznej

poprzez relacje֒

∆(T = 0)

kBTc
≃ 4

1, 13
= 3, 52. (181)

W przypadku nadprzewodników z anizotropowa֒ (tzn. z zależna֒ od kierunków

wektora ~k) przerwa֒ energetyczna֒ ∆~k wartość takiego ilorazu jest nieco wyższa.

Na przyk lad w przypadku anizotropii typu fali d wynosi ona oko lo 4.

Sta la relacja pomie֒dzy wartościa֒ ∆(0) oraz Tc wskazuje, iż temperatura prze-

jscia fazowego do stanu nadprzewodza֒cego jest (w klasycznych nadprzewod-

nikach) ścísle zwia֒zana z procesem pojawienia sie֒ par fermionowych. Inaczej
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mówia֒c, temperatura krytyczna Tc jest zdeterminowana przez amplitude֒ tzw.

parametru porza֒dku.

Wiele wspó lczesnych danych doświadczalnych pokazuje natomiast, że

powyższe wnioski nie stosuja֒ sie֒ do nadprzewodników wysokotemperaturowych.

Aby to lepiej zrozumieć zbadajmy charakter wzbudzeń jednocza֒stkowych w

stanie nadprzewodza֒cym.

W tym celu wyznaczmy prawdopodobieństwo obsadzenia poziomu stanu fizy-

cznego charakteryzowanego wektorem falowym ~k. Na podstawie transformacji

Bogoliubova Valatina można  latwo sprawdzić, że

〈ĉ†~k↑ĉ~k↑〉 = 〈
(

u~kγ̂
†
~k↑ + v~kγ̂−~k↓

) (

u~kγ̂~k↑ + v~kγ̂
†
−~k↓

)

〉

= u2~k〈γ̂
†
~k↑γ̂~k↑〉 + v2~k〈γ̂−~k↓γ̂

†
−~k↓〉

= u2~kfFD(E~k) + v2~k
[

1 − fFD(E~k)
]

(182)

Powyższy wynik (182) sugeruje, że u2~k jest amplituda֒ (prawdopodobieństwem)

obsadzenia przez cza֒stki stanu energetycznego o energii E~k natomiast v2~k doty-

czy odpowiednio prawdopodobieństwa obsadzenia dziur (czyli pustych stanów).

Widmo dopuszczalnych wzbudzeń dla stanu opisanego wektorem ~k i dowolnej

energii ω może wie֒c być przedstawione jako superpozycja stanów cza֒stkowych

i dziurowych

A(~k, ω) = u2~kδ(ω − E~k) + v2~kδ(ω + E~k) (183)
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Do la֒czony rysunek ilustruje charakterystyke֒ widma wzbudzeń stanu nad-

przewodza֒cego (183) prównuja֒c je z widmem stanu normalnego. Zauważmy

naste֒puja֒ce charakterystyczne cechy:

a) w zakresie energetycznym −∆ ≤ ω ≤ ∆ wokó l energii Fermiego (tutaj

oznaczonej jako ω = 0) wzbudzenia jednoelektronowe sa֒ wzbronione,

b) poza przerwa֒ energetyczna֒ (tzn. dla energii |ω| > ∆) wzbudzenia

cza֒stkowe sa֒ spla֒tane z dziurowymi.

Obie w laściwości sa֒ konsekwencja֒ faktu, iż w obecnym zagadnieniu role֒ efektyw-

nych kwazicza֒stek pe lnia֒ obiekty (nazywane bogoliubonami) zdefinowane w

transformacji Bogoliubova Valatina. Manifestuje sie֒ to również w strukturze

funkcji falowej stanu podstawowego, który jest określony w naste֒puja֒cej postaci
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|BCS〉 =
∏

~k

(

u~k + v~kĉ
†
~k↑ĉ

†
−~k↓

)

|vac〉 (184)

gdzie |vac〉 oznacza stan próżni.

5o. Porza֒dek dalekozasie֒gowy zasie֒gu

Wraz z pojawieniem sie֒ niezerowej wartości przerwy energetycznej ∆ jest

powia֒zany bardzo ważny fakt, dotycza֒cy dalekozasie֒gowych korelacji pomie֒dzy

elektronami. Ma to zasadnicze znaczenie dla kolektywnego zachowywania sie֒

elektronów w stanie nadprzewodza֒cym.

Aby przekonać sie֒ o obecności uporza֒dkowania dalekozasie֒gowego rozpa-

trzmy naste֒puja֒ce dwie wielkości średnie (w sensie statystycznym)

〈

ĉ†↑(~r1)ĉ↑(~r2)
〉

=
∑

~k

e−i
~k(~r1−~r2)

[

u2~kfFD(E~k) + v2~kfFD(−E~k)
]

(185)

〈

ĉ†↑(~r1)ĉ
†
↓(~r2)

〉

=
∑

~k

e−i
~k(~r1+~r2)u~kv~k

[

fFD(E~k) − fFD(−E~k)
]

(186)

Nawet w granicy lim|~r1−~r2|→∞ obie wielkości średnie (185,186) przyjmuja֒ różna֒

od zera wartość ! W szczególności przypadek (186) implikuje

lim
|~r1−~r2|→∞

〈

ĉ†↑(~r1)ĉ
†
↓(~r2)

〉

6= 0, (187)

co świadczy o niezanikaja֒cym (w przestrzeni po lożeniowej jak również wzgle֒dem

czasu) skorelowaniu ruchu elektronów i dziur. Taka֒ wielkość nazywa sie֒ poza-

diagonalnym parameterm porza֒dku ODLRO (off-diagonal long range order).

Dalsza֒ istotna֒ konsekwencja֒ porza֒dku pozadiagonalnego jest również mecha-

nizm Higgsa odpowiedzialny za zjawisko Meissnera (problem ten dyskutowany

jest w oddzielnym rozdziale).

55



W zwia֒zu z uporza֒dkowaniem dalekiego zasie֒gu przerwa energetyczna ∆

jest niekiedy żargonowo nazywana parametrem porza֒dku. Jest to w pe lni

uzasadnione dla nadprzewodników klasycznych, których temperatura prześcia

Tc ∝ ∆. Zupe lnie inna sytuacja ma miejsce w nadprzewodnikach wyskotempe-

raturowych, gdzie przerwa energetyczna nie zanika nawet w dużym zakresie

temperatur powyżej Tc. Pary elektronowe tworza֒ sie֒ w przestrzeni rzeczywistej

dlatego sens parametru porza֒dku może być wówczas zdefiniowany poprzez

〈

ĉ†m↑ĉ
†
n↓

〉

≡ |χ|eiφ, (188)

gdzie m oraz n oznaczaja֒ po lożenia ~rm, ~rn sa֒siednich we֒z lów sieci krystalicznej,

zaś amplituda |χ| parametru porza֒dku (188) determinuje przerwe֒ energetyczna֒.

Istnieje przekonanie, że temperatura krytyczna nadprzewodników wysokotem-

peraturowych charakteryzuje warunki ustalenia sie֒ koherencji (zgodności) fa-

zowej par elektronowych. Inaczej mówia֒c, powyżej Tc faza φ parametru

porza֒dku staje sie֒ chaotyczna֒ dlatego zanika uporza֒dkowanie dalekiego zasie֒gu.
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Opis zagadnienia nadprzewodnictwa w uje֒ciu

formalizmu ca lek po trajektoriach

Termodynamiczne w laściwości uk ladu fizycznego opisanego arbitralnym

hamiltonianem Ĥ moga֒ być jednoznacznie określone w oparciu o znajomość

wielkiej sumy statystycznej

Z = Tre−β(Ĥ−µN̂)

=
∑

n
〈n| e−β(Ĥ−µN̂) |n〉 (189)

gdzie β = (kBT )−1, zaś |n〉 oznacza zestaw funkcji stanowia֒cych baze֒

zupe lna֒ opisywanego problemu. Zazwyczaj jako baza wybierana jest reprezen-

tacja liczby obsadzeń. Zamiast takiego wyboru mażna jednak pos lużyć sie֒

(nadzupe lna֒) baza֒ tzw. stanów koherentnych zdefinniowanych jako wektory

w lasne operatorów anihilacji i kreacji pól fermionowych

ĉ |ψ〉 = ψ |ψ〉 , (190)

〈ψ| ĉ† = 〈ψ| ψ̄. (191)

W powyższych wyrażeniach (190,191) wielkości ψ oraz ψ̄ sa֒ liczbami Grass-

manna spe lniaja֒cymi w laściwości antykomutacyjne.

Wyznaczenie wielkiej sumy statystycznej (189) w oparciu o formalizm stanów

koherentnych |ψ〉 oraz 〈ψ| sprowadza sie֒ do ca lkowania po zmiennych grassman-

nowskich

Z =
∫

dψ̄dψe−
∑

i ψ̄iψ
∑

n
〈n| ψ〉 〈ψ| e−β(Ĥ−µN̂) |n〉 , (192)

gdzie czynnik e−
∑

i ψ̄iψ kompensuje nadzupe lność bazy stanów koherentnych.

Po elementarnych przekszta lceniach suma statystyczna (192) wyraża sie֒ jako
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Z =
∫

D
(

ψ̄, ψ
)

e−S[ψ̄,ψ] (193)

gdzie dzia lanie euklidesowskie S jest zdefiniowane przez

S[ψ̄, ψ] =
∫ β

0
dτ

[

ψ̄∂τψ +H(ψ̄, ψ) − µN(ψ̄, ψ)
]

(194)

z formalnym oznaczeniem

D(ψ̄, ψ) ≡ lim
M→∞

M∏

i=1

dψ̄idψi (195)

i fermionowymi warunkami brzegowymi ψ(β) = −ψ(0), ψ̄(β) = −ψ̄(0).

Ca lkowanie wzgle֒dem urojonego czasu τ = it wygodnie jest wykonać

przechodza֒c do wspó lrze֒dnych Fouriera

ψ(τ) =
1√
β

∑

iωn

e−iωnτψ(iωn) (196)

ψ̄(τ) =
1√
β

∑

iωn

eiωnτ ψ̄(iωn) (197)

z fermionowymi cze֒stościami Matsubary ωn = (2n+ 1) πβ−1 ze wzgle֒du na

warunki antyperiodyczności wzgle֒dem τ . Przy pomocy takich wspó lrze֒dnych

uzyskujemy wówczas

∫ β

0
dτψ̄∂τψ =

∫ β

0
dτ




1√
β

∑

iωn

eiωnτ ψ̄(iωn)



 ∂τ




1√
β

∑

iωn

e−iωnτψ(iωn)





=
∑

iωn,iωm

1

β

∫ β

0
dτ (−iωm) ei(ωn−ωm)ψ̄(iωn)ψ(iωm). (198)

Tożsamość matematyczna

1

β

∫ β

0
dτei(ωn−ωm)τ = δm,n (199)

implikuje naste֒pnie, że
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∫ β

0
dτψ̄∂τψ =

∑

iωn

(−iωn) ψ̄(iωn)ψ(iωm). (200)

Podobnie można wprowadzić transformaty Fouriera dla hamiltonianu oraz

cz lonu µN(ψ̄, ψ) uzyskuja֒c w rezultacie dzia lanie o naste֒puja֒cej strukturze

S[ψ̄, ψ] =
∫

d~r
∑

iωn



ψ̄(~r, iωn)



−iωn − µ− h̄2∇2

2m



ψ(~r, iωn) + Vint[ψ̄, ψ]



 (201)

gdzie Vint jest wyrazem opisuja֒cym oddzia lywania dwucia lowe.

Problem analizy stanu nadprzewodza֒cego sprowadza sie֒ do zbadania wp lywu

oddzia lywań. W praktyce interesuje nas efektywne oddzia lywania o charaketrze

przycia֒gaja֒cym, które może być indukowane wymiana֒ fononów, magnonów lub

innych bozonowych cza֒stek pośrednicza֒cych. Prowadza֒ one do powstawania

par, które zachowuja֒ sie֒ w sposób kolektywny. Jako nietrywialna֒ ilustracje֒

rozpatrzmy przypadek efektywnego potencja lu punktowego

U(~r − ~r′) = −g δ(~r − ~r′) (202)

gdzie g > 0 oznacza amplitude֒ potencja lu si l przycia֒gaja֒cych. Hamiltonian

Ĥ =
∑

σ

∫

d~rĉ†σ(~r)



−h̄
2∇2

2m
− µ



 ĉσ(~r) − g
∫

d~rĉ†↑(~r)ĉ
†
↓(~r)ĉ↓(~r)ĉ↑(~r) (203)

w reprezentacji stanów koherentnych prowadzi do dzia lania

S[ψ̄, ψ] =
∫ β

0
dτ

∫

d~r




∑

σ
ψ̄σ(~r, τ)



∂τ − µ− h̄2∇2

2m



ψσ(~r, τ)

− g ψ̄↑(~r, τ)ψ̄↓(~r, τ)ψ↓(~r, τ)ψ↑(~r, τ)
]

(204)

G lówny problem w analizie dzia lania (204) wynika z obecności wyrazu od-

dzia lywania (quartic term), który jest nieca lkowalny. Cz lon ten można ścísle

wyeliminować wprowadzaja֒c pomocnicze pola typu bozonowego. W kontekście
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zagadnienia nadprzewodnictwa tego typu pomocnicze pole bozonowe moga֒ być

zdefiniowane w kanale parowania poprzez naste֒puja֒ca֒ transformacje֒ Hubbarda-

Stratonovicha

eg
∫
dτ
∫
d~rψ̄↑(~r,τ)ψ̄↓(~r,τ)ψ↓(~r,τ)ψ↑(~r,τ)

=
∫

D
[

∆̄,∆
]

e−
∫
dτ
∫
d~r[ 1g |∆(~r,τ)|2−∆̄(~r,τ)ψ↓(~r,τ)ψ↑(~r,τ)−∆(~r,τ)ψ̄↑(~r,τ)ψ̄↓(~r,τ)], (205)

gdzie

D
[

∆̄,∆
]

≡ 1

2πig
d∆̄ d∆. (206)

Po zastosowaniu transformacji Hubbarda-Stratonovicha dzia lanie (204) re-

dukuje sie֒ do ca lkowalnej postaci biliniowej

Z[∆̄,∆, ψ̄, ψ] =
∫

D
(

∆̄,∆, ψ̄, ψ
)

e−S[∆̄,∆,ψ̄,ψ] (207)

gdzie

S[∆̄,∆, ψ̄, ψ] =
∫ β

0
dτ

∫

d~r




∑

σ
ψ̄σ(~r, τ)



∂τ − µ− h̄2∇2

2m



ψσ(~r, τ) +
1

g
|∆(~r, τ)|2

− ∆̄(~r, τ)ψ↓(~r, τ)ψ↑(~r, τ) − ∆(~r, τ)ψ̄↑(~r, τ)ψ̄↓(~r, τ)
]

. (208)

Dodatkowym kosztem jest jednak konieczność uwzgle֒dnienia bozonowego pola

parowania ∆(~r, τ).

Dla bardziej zwartej zwartego zapisu wprowadźmy spinorowa֒ notacje֒ Nambu

Ψ̄ ≡
(

ψ̄↑, ψ↓
)

(209)

Ψ ≡









ψ↑

ψ̄↓









(210)

Przy takim oznaczeniu uzyskujemy, że

60



∆̄ψ↓ψ↑ + ∆ψ̄↑ψ̄↓ = Ψ̄









0 ∆

∆̄ 0









Ψ (211)

oraz

∑

σ
ψ̄σ (∂τ − µ− h(~r))ψσ = Ψ̄









∂τ + h(~r) − µ 0

0 ∂τ − h(~r) = µ









Ψ (212)

gdzie h(~r) ≡ h̄2∇2

2m oraz wykorzystalísmy ca lkowanie przez cze֒ści dla

fermionowego pola spinów σ =↓. Reasumuja֒c, dzia lanie (208) przyjmuje

naste֒puja֒cy skrótowy zapis

S[∆̄,∆, ψ̄, ψ] =

∫

dτ
∫

d~r







Ψ̄(~r, τ)









∂τ + h(~r) − µ −∆

−∆̄ ∂τ − h(~r) + µ









Ψ(~r, τ) +
|∆(~r, τ)|2

g







(213)

Zdefiniujmy teraz dodatkowo operator

G(~r, τ) ≡









∂τ + h(~r) − µ −∆

−∆̄ ∂τ − h(~r) + µ









−1

(214)

który w kwantowej teorii pola ma sens jednocza֒stkowej funkcji Greena. Suma

statystyczna może być wówczas zapisana jako

Z[∆̄,∆, ψ̄, ψ] =
∫

D
(

∆̄,∆, ψ̄, ψ
)

e
−
∫
dτ
∫
d~r
[
|∆(~r,τ)|2

g
−Ψ̄(~r,τ)G−1(~r,τ)Ψ(~r,τ)

]

. (215)

Obecna֒ biliniowa֒ postać (215) można ścísle wyca lkować wzgle֒dem zmiennych

grassmannowskich. Dla przejrzystości przejdźmy ponadto do wspó lrze֒dnych

pe֒dowych ~k (zamiast po lożeniowych ~r) oraz cze֒stości Matsubary iωn (zamiast

czasu urojonego τ). Jako pouczaja֒cy przyk lad rozpatrzmy przypadek statycz-

nego, jednorodnego pola bozonowego
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∆(~r, τ) ≃ ∆0, (216)

który jest określany jako tzw. przybliżenie punktu siod lowego. Uwzgle֒dniaja֒c

tożsamość

∫

dτ
∫

d~rΨ̄(~r, τ)G−1(~r, τ)Ψ(~r, τ)

= β−1 ∑

iωn

∑

~k

Ψ̄(~k, iωn)









iωn − ξ~k ∆0

∆̄0 iωn + ξ~k









Ψ(~k, iωn) (217)

gdzie ξ~k = h̄2k2/2m− µ, otrzymujemy ostatecznie

Z = exp






−|∆0|2

g
+ ln detG−1(~k, iωn)






(218)

Symbol wyznacznika dotyczy w obecnym zapisie zarówno wspó lrze֒dnych

pe֒dowych ~k, Matsubary iωn oraz spinorów Nambu. Oznacza to, że

detG−1(~k, iωn) = β−1 ∑

iωn

∑

~k

[

(iωn)
2 − ξ2~k − |∆0|2

]

= β−1 ∑

iωn

∑

~k

[

(iωn)
2 − E2

~k

]

, (219)

gdzie

E~k =

√
√
√
√
√




h̄2k2

2m
− µ





2

+ |∆0|2 (220)

jest charakterystyczna֒ zależnościa֒ dyspersyjna֒ kwazicza֒stek w teorii BCS.

Przej́scie do termodynamiki odbywa sie֒ poprzez przyporza֒dkowanie energii

swobodnej wed lug naste֒puja֒cej standandardowej relacji

Z = e−βF . (221)

Warunek s luża֒cy do ustalenia statycznej i jednorodnej wartości pola parowania

∆(~r, τ) = ∆0 określimy minimalizuja֒c energie֒ swobodna֒ wzgle֒dem ∆0
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∂F

∂∆̄0
= 0. (222)

Wyznaczaja֒c pochodna֒ energii swobodnej

∂F

∂∆̄0
=

∂

∂∆̄




−∆0∆̄0

g
+
∑

~k

β−1 ∑

iωn

ln
[

(iωn)
2 − E2

~k

]






= −∆0

g
+
∑

~k

β−1 ∑

iωn

∆0

ω2
n + E2

~k

= −∆0

g
+
∑

~k

∆0

2E~k
tgh

(

E~k
2kBT

)

(223)

uzyskujemy znane równanie teorii BCS na przerwe֒ energetyczna֒

∆0 = g
∑

~k

∆0

2E~k
tgh

(

E~k
2kBT

)

. (224)

Wymierna֒ korzyścia֒ wynikaja֒ca֒ z formalizmu ca lek po trajektoriach jest

stosunkowo  latwa możliwość wyj́scia poza schemat średniego pola (czyli

rozwia֒zanie punktu siod lowego). W tym celu można uwzgle֒dniać wp lyw fluktu-

acji pola parowania wzgle֒dem statycznej i jednorodnej wartości ∆0. Zak ladaja֒c,

iż fluktuacje te sa֒ niewielkie możemy napisać

∆(r, τ) = ∆0 + δ∆(r, τ) (225)

i naste֒pnie rozwina֒ć energie֒ swobodna֒ wzgle֒dem fluktuacji δ∆(~r, τ) do dowol-

nej pote֒gi. Na ogó l analiza wp lywu fluktuacji kwantowych staje sie֒ dość

skomplikowana dlatego tego typu poste֒powanie jest zwykle wykorzystywane

do dyskusji fluktuacji kwadratowych (tzw. poprawek gaussowskich).

Nie mniej jednak zwróćmy uwage֒, iż formalnie wyrażenie na dzia lanie (213)

jest ścis le i ten aspekt jest również cenny w sytuacjach, gdy zachodzi konieczność

badania nadprzewodnictwa w uk ladach z silnym potencja lem oddzia lywań
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paruja֒cych. Sformu lowanie ca lek po trajektoriach jest wie֒c bardzo pomocne

w każdej próbie wyj́scia poza ograniczenia przybliżenia średniego pola. Jest

to mie֒dzy innymi wykorzystywane w numerycznych procedurach kwantowych

symulacji komputerowych (QMC).
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Faza Wilczka

Zjawisko tworzenia sie֒ par i ewentualnej nadciek lości/nadprzewodnictwa

cza֒stek typu fermionowego nie jest ograniczone jedynie do uk ladów elek-

tronowych w materii skondensowanej. Realizuje sie֒ ono również wśród nuk-

leonów (w fizyce ja֒drowej) w uk ladach ultrazimnych atomów (w fizyce atom-

owej i sieciach optycznych) a także pomie֒dzy kwarkami (w subja֒drowej fizyce

opisanej chromodynamika֒ kwantowa֒).

Jako szczególny i dość egzotyczny wariant stanu nadprzewodza֒cego /nad-

ciek lego przeanalizowany by l przypadek, gdy paruja֒ce fermiony bardzo

znacznie różnia֒ sie֒ masami. W materii kwarkowej taka sytuacja mog laby

mieć miejsce na przyk lad dla mieszaniny lekkich kwarków u i cie֒żkich

kwarków s. W ultrazimnych gazach atmowych mog laby być realizowana dla

mieszaniny lekkich atmoów 6Li i cie֒żkich atomów 40K. Nietypowe cechy tego

typu stanu nadciek lego/nadprzewodza֒cego przeanalizowali Frank Wilczek ze

wspó lpracownikami [Phys. Rev. Lett. 90, 047002 (2003)].

Z formalnego punktu widzenia problem nadprzewodnictwa może w dalszym

cia֒gu opisać hamiltonianem typu BCS

Ĥ =
∑

~k

∑

σ=A,B

(

εσ~k − µσ
)

ĉ†~k,σĉ~k,σ − g
∑

~k,~k′

ĉ†~k,Aĉ
†
−~k,B ĉ−~k′,B ĉ~k′,A, (226)

gdzie role֒ liczby kwantowej σ odgrywaja֒ dwa rodzaje fermionów o dpowiednich

(różnia֒cych sie֒) masach mA oraz mB. W pierwszych pracach Franka Wilczka

na ten temat (w kontekście kwarków s i u) rozpatrzono szczegolna֒ sytuacje֒,

gdy mA < mB i µA > µB.
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Ze wzgle֒du na różne pe֒dy Fermiego dla cza֒stek lekkich pAF oraz cie֒żkich pBF

problem tworzenia par staje sie֒ skomplikowany. Gdyby pary by ly tworzone

z poszczególnych powierzchni Fermiego, to ca lkowity pe֒d par musia lby być

różny od zera. Taki wariant (stan Larkina Ovchinnikova Fulde Ferrella) jest

bardzo s labo stabilny. Innym potencjalnym wariantem zaproponowanym przez

F. Wilczka by l stan podstawowy typu

|gr. state〉 =
∏

|~k|≤k∆

(

u~k + v~kĉ
†
~k,A
ĉ†−~k,B

)
∏

|~k|>k∆
ĉ†~k,B |vac〉 . (227)

Lekkie fermiony z otoczenia powierzchni Femiego |~k| ∼ kAF  la֒cza֒ sie֒ w tym

przypadku w pary o ca lkowitym pe֒dzie zero (podobnie jak w standardowej teorii

BCS) przy wspó ludziale cie֒żkich fermionów, które znajduja֒ sie֒ poniżej swojej

powierzchni Fermiego. Ze wzgle֒du na parowanie stanów po lożonych g le֒boko po

powierzchnia֒ Fermiego określono taki stan jako tzw. interior superfluidity.
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Mechanizm Andersona Higgsa

Na bardzo istotna֒ konsekwencje֒ spowodowana֒ pojawieniem sie֒ parametru

porza֒dku

∆(~r, t) = |∆(~r, t))| e−φ(~r,t) (228)

zwróci l uwage֒ P.W Anderson. Amplituda |∆(~r, t))| znajduje odzwierciedle-

nie w przerwie energetycznej (mierzalnej za pomoca֒ takich doświadczalnych

tunelowania jak STM, ARPES) natomiast faza ma znaczenie dla przep lywu

 ladunku (w postaci superpra֒dów) jeżeli nadprzewodnik umieszczony zostanie

w zewne֒trznym polu elektromagnetycznym ~A(~r, t).

Uk lad elektronowy umieszczony w polu elektromagnetycznym doznaje

wp lywu pola, co efektywnie modifikuje operator energii kinetycznej do

naste֒puja֒cej postaci

T̂ =
∫

d~r
∑

σ

1

2m
ĉ†σ(~r)

[

−ih̄∇− e ~A(~r, t)
]2
ĉσ(~r) (229)

Cz lon ten jest oczywíscie niezmienniczy ze wzgle֒du na transformacje֒ cechowania

ĉσ(~r) → eiα(~r) ĉσ(~r) (230)

ĉ†σ(~r) → e−iα(~r) ĉ†σ(~r) (231)

~A(~r, t) → ~A(~r, t) +
h̄

2e
∇α(~r). (232)

Cechowanie ma jednak również wp lyw na parametr porza֒dku, który na

poziomie mikroskopowym może być zdefiniowany jako

∆(~r, t) = U 〈ĉ↓(~r)ĉ↑(~r)〉 . (233)
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Uwzgle֒dnienie transformacji cechowania prowadzi do

∆(~r) → e2iα(~r) ∆(~r), (234)

czyli faza parametru porza֒dku ulega przeskalowaniu do

φ(~r) → φ(~r) + 2α(~r). (235)

W oparciu o standardowe wyrażenie na ge֒stość pra֒du możmy zauważyć, że

gradient fazy ∇φ(~r) implikuje powstawanie supera֒dów. Daje to dodatkowy

wk lad do energi swobodnej

Fs = Fn +
∫

d~r
ρs
2

(∇φ(~r))2 , (236)

gdzie ρs oznacza tzw. sztywność fazowa֒. Taki dodatkowy wyraz nie jest niestety

niezmienniczy na transformacje֒ cechowania. Energia swobodna transformuje sie֒

w naste֒puja֒cy sposób:

Fs → Fn +
∫

d~r
ρs
2

(

∇φ(~r) − 2e

h̄
~A(~r)

)2

= Fn +
∫

d~r
Q

2

(

~A(~r) − h̄

2e
∇φ(~r)

)2

, (237)

gdzie Q = (2e)2 ρs/h̄
2.

Ponieważ Fn jest niezmiennicze na transformacje֒ cechowania wie֒c można

przedefiniować potencja l wektorowy pola elektromagnetycznego do postaci

~̃A(~r, t) ≡ ~A(~r, t) − h̄

2e
∇α(~r). (238)

Z chwila֒ jednak gdy parametr porza֒dku (ścíslej mówia֒z faza parametru

porza֒dku) jest ”po lknie֒ty” dochodzi do wygenerowania wyrazu ”masowego”
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Fs = Fn +
∫

d~r
4e2ρs
2h̄2

(

~̃A(~r, t)

)2

. (239)

Taki wyraz masowy jest odpowiedzialny za efekt Meissnera zaś odwrotność

parametru sztywności fazowej bezpośrednio określa g le֒bokość wnikania pola

magnetycznego.

Pod wzgle֒dem formlnym bardziej szczegó lowe omówienie wspomnianego tu-

taj mechanizmu Andersona Higgsa można znaleźć np. w rozdz. 4.4 monografii:

John W. Negele and Henri Orland, Quantum Many-Particle Systems Perseus

Books, Reading (1998).
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Przej́scie od stanu BCS do BEC (crossover)

Nadprzewodnictwo cza֒stek typu fermionowego jest zagadnieniem, które do

chwili obecnej stanowi jeden z g lównych nurtów badań fizyki. Poza różnymi

(egzotycznymi) mechanizmami odpowiedzialnymi za efektywne oddzia lywania

przycia֒gaja֒ce zainteresowanie wzbudza również problem ewolucji stanu uk ladu,

gdy potencja l si l przycia֒gaja֒cych zmienia sie֒ od infinitezymalnie ma lych do

bardzo dużych wartości. Na pierwszy rzut oka tak postawione zagadnienie

wydaje sie֒ czysto abstrakcyjne. Dzie֒ki jednak rozwojowi technik ch lodzenia i

wykorzystaniu rezonansów Feshbacha do atomów typu fermionowego (w prak-

tyce najcze֒ściej potasu 40K i litu 6Li) można za pomoca֒ pola magnetycznego

kontrolować i w dowolny sposób zmieniać wartość potencja lu efektywnych od-

dzia lywań. Tym samym szereg teoretycznych przewidywań może być teraz

poddane weryfikacji.

Dla g le֒bszego zrozumienia postawionego wyżej problemu wykorzystajmy

modelowy hamiltonian w postaci

Ĥ =
∑

~k,σ

(

ε~k − µ
)

ĉ†~k,σĉ~k,σ − U
∑

~k,~k′

ĉ†~k,↑ĉ
†
−~k,↓ĉ−~k′,↓ĉ~k′,↑. (240)

i za lóżmy, że oddzia lywania przycia֒gaja֒ce dotycza֒ wszystkich fermionów w

uk ladzie. Jako pomocna֒ skale֒ energetyczna֒ wprowadźmy energie֒ Fermiego,

która dla trójwymiarowego gazu swobodnych cza֒stek wynosi

εF =
h̄2

2m

(

3π2n
)2

3 ≡ kBTF , (241)

gdzie n oznacza ca lkowita֒ koncentracje֒ fermionów o spinie ↑ i ↓. Analogicznie

można wprowadzić promień kuli Fermiego
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kF =
(

3π2n
) 1

3 (242)

jako skale֒ porównawcza֒ dla pe֒dów cza֒stek. Potencja l oddzia lywań wyrazimy

natomiast poprzez tzw. d lugość rozpraszania a zdefiniowana֒ w naste֒puja֒cej

relacji

U =
2πh̄2a

m
. (243)

1o. Granica BCS

Jako punkt wyjsciowy przedstawimy najpierw rozwia֒zanie w granicy ma lego

potencja lu U , czyli w sytuacji opisywalnej mikroskopowa֒ teoria֒ BCS. W granicy

s labych oddzia lywań przycia֒gaja֒cych morze Fermiego traci stabilność z powodu

powstawania par (tzw. par Coopera).

Wed lug oszacowania teorii BCS dopuszczalne wzbudzenia energetyczne elek-

tronów maja֒ postać E~k =
√

(ε~k − µ)2 + ∆2, gdzie przerwa energetyczna jest

zdefiniowana jako

∆ ≡ U
∑

~k

〈ĉ−~k,↓ĉ~k,↑〉. (244)

Wyznaczenie przerwy energetycznej (244) oraz podobnych uśrednionych

statystycznie wielkości wymaga ca lkowania po wszystkich stanach pe֒dowych.

Aby ca lkowanie by lo dobrze określone (nierozbieżne) konieczne jest doko-

nanie tzw. regularyzacji. Pod wzgle֒dem technicznym wa֒tek ten można uja֒c

wprowadzaja֒c zrenormalizowany potencja l Ũ

1

Ũ
=

m

4πh̄2a
−
∫ d~k

(2π)3
m

h̄2k2
. (245)
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wynikaja֒cy z niskoenergetycznej granicy dwu-cia lowej macierzy T . Rozbieżność

jest wówczas usunie֒ta poprzez narzucenie obcie֒cia ca lki do granicy górnej (tzw.

ultraviolet cutoff).

W rezultacie teoria BCS dla stanu podstawowego daje naste֒puja֒cy warunek

na przerwe֒ energetyczna֒

m

4πh̄2a
=
∫ d~k

(2π)3




m

h̄2k2
− 1

2E~k



 , (246)

zaś potencja l chemiczny jest określony równaniem

n =
∫ d~k

(2π)3



1 − ε~k
E~k



 . (247)

W przypadku s labych oddzia lywań i dla odpowiednio dużej koncentracji

fermionów po lożenie potencja lu chemicznego jest w przybliżeniu równoważne

energii Fermiego µ ∼ εF . Oszacowanie przerwy energetycznej dla stanu pod-

stawowego w granicy BCS daje

∆ ≃ 8

e2
εF e

π
2kF a (248)

gdzie w tym wypadku e ≃ 2, 71. Tempratura krytyczna (czyli temperatura,

poniżej której pojawia sie֒ niezerowa przerwa energetyczna) wynosi wówczas

odpowiednio

Tc ≃ 0, 28 TF e
π

2kF a . (249)

Fakt, iż przerwa energetyczna jest zancznie mniejsza od energii Fermiego

sprawia, że pe֒dowy rozk lad cza֒stek n~k przypomina w takich warunkach funkcje֒

schodkowa֒ θ(kF − k) z nieznacznym rozmyciem wokó l promienia Fermiego.
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2o. Granica BEC

Sytuacja fizyczna ulega jakościowej zmianie, gdy rozpatrujemy granice֒ sil-

nego oddzia lywania U (lub ewentualnie przypadek bardzo ma lej koncentracji

fermionów). Zwie֒kszaja֒c U (lub zmniejszaja֒c n) potencja l chemiczny określony

warunkiem (247) stopniowo obniża swoje po lożenie wzgle֒dem energii Fermiego.

Przy odpowiednich warunkach jego po lożenie wypada poniżej doste֒pnych

poziomów energetycznych fermionów. Przypadek µ ∼ 0 (tzw. granica uni-

tarna) jest bardzo trudny do analizy zajmiemy sie֒ wie֒c ekstremalnym przypad-

kiem, gdy poziom chemiczny jest znacznie poniżej dna pasma energetycznego

fermionów.

Uwzgle֒dniaja֒c doste֒pne wzbudzenia energetyczne E~k =
√

(ε~k − µ)2 + ∆2 ≃
√
µ2 + ∆2 role֒ efektywnej przerwy w widmie spe lnia wówczas

∆gap =
√

µ2 + ∆2. (250)

Poziom chemiczny w granicy BEC można w przybliżeniu utożsamiać jako

po lowe֒ energii wia֒zania sparowanych moleku l

µ ≃ − h̄2

2ma2
(251)

dlatego

∆ ≃
√
√
√
√

16

3πkFa
εF ≪ |µ|. (252)

Efektywna przerwa energetyczna w widmie wynosi wie֒c ostatecznie

∆gap =
h̄2

2ma2
+

3aπh̄2n

m
. (253)
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Pe֒dowa dystrybucja fermionów, która dla stanu postawowego jest dana przez

znany wzór teorii BCS n~k = 2v2~k = 1 − ε~k
E~k

, przyjmuje zależność

n~k =
4(kFa)3

3π(1 + k2a2)2
. (254)

W granicy BEC n~k asymptotycznie da֒ży wie֒c do zależności typu 1/k4, która w

diametralny sposób odróżnia sie֒ od w laściwości granicy BCS.

Z fizycznego punktu widzenia rozpatrywany tutaj przypadek bardzo dużej

energii oddzia lywań paruja֒cych prowadzi do powstawania ciasno zwia֒zanych

par. Tworzenie sie֒ par samo w sobie nie gwarantuje, że w uk ladzie powstanie

stan nadprzewodza֒cy/nadciek ly. Warunkiem koniecznym do zaistnienia takiego

stanu jest kondensowanie ciasno zwia֒zanych par. Aby akreślić jaki wp lyw na

temperature֒ kondensacji ma potencja l parowania możemy zauważyć, że masa

efektywna par jest proporcjonalna do U (mobilność par jest tym trudniejsza im

ciasniej sa֒ zwia֒zane ze soba֒ fermiony). Z tego powodu temperatura krytyczna

monotonicznie maleje ze wzrostem potencja lu U . Bardziej szczegó lowa analiza

teoretyczna oszacowuje, że

Tc ∼ exp




−1

Uρ(εF )



 . (255)

3o. Cechy uniwersalne

Powyżej zarysowana analiza wykaza la jakościowo odmienne w laściwości

stanu nadprzewodza֒cego/nadciek lego w granicach BCS (dla s labego potencja lu

paruja֒cego U) i BEC (gdy powstaja֒ ciasno zwia֒zane pary, które moga֒ ewen-

tualnie kondensować w sensie Bosego-Einsteina). Owe cechy charakterystyczne

stopniowo przechodza֒ jedne w drugie wraz ze zmiana֒ wartości potencja lu U .
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Zagadnienie cia֒g lej ewolucji (w terminologii angloje֒zycznej określanej jako

BCS to BEC crossover) by lo analizowane przez szereg znakomitych fizyków.

Historycznie rzecz ujmuja֒c, istotny wk lad do tego rodzaju badań wnieśli:

1) D. Eagles [Phys. Rev. 186, 456 (1969)]

Jako pierwszy wskaza l na możliwość parowania bez konieczności nadprze-

wodnictwa w uk ladach o bardzo ma lej koncentracji elektronów.

2) A.J. Leggett [,,Modern trends in the theory of condensed matter”,

Springer-Verlag, Berlin (1980)]

Wykaza l identyczność funkcji falowej stanu podstawowego BCS z fukncja֒

falowa֒ skondensowanych moleku l dwuatomowych.

3) P. Nozieres, S. Schmitt-Rink, [J. Low Temp. Phys. 59, 195 (1985)]

Wyznaczyli zależność Tc od potencja lu U stosuja֒c przybliżenie macierzy T .

4) R. Micnas, J. Ranninger, S. Robaszkiewicz,

[Rev. Mod. Phys. 62, 113 (1990)]

Wprowadzili poje֒cie ”niekoherentnych par” dla nieskondensowanych

ciasno zwia֒zanych par i różnymi metodami wyznaczyli diagram fazowy

uk ladu wzgle֒dem temperatury i U .

5) Sa de Mello, M. Randeria, J. Engelbrecht [Phys. Rev. Lett. 71, 3202 (1993)]

Sformu lowali problem przej́scia od stanu BCS do BEC za pomoca֒ formal-

izmu ca lek funkcjonalnych.

Jednym z poważniejszych idei stymuluja֒cych badania problematyki crossover

by la praca A. Leggetta, który wykaza l podobieństwo funkcji falowej BCS
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|BCS〉 =
∏

~k

(

u~k + v~kĉ
†
~k↑ĉ

†
−~k↓

)

|vac〉 (256)

do funkcji falowej kondensatu Bosego-Einsteina ciasno zwia֒zanych moleku l

dwusk ladnikowych (np. lokalnych par elektronowych lub di-atomowych stanów

molekularnych). Dla kondensatu dzia lanie operatorów cza֒stek jest równoważne

domnażaniu przez liczby zespolone b̂0 ≃ b0 oraz b̂†0 ≃ b∗0 dlatego funkcje֒ Np = N
2

skondensowanych par (gdzie N oznacza liczbe֒ fermionów tworza֒cych pary)

można wyrazić w postaci

|BEC〉 = exp
(√

Npb
∗
0

)

|vac〉 (257)

Szczególnie klarowne uzasadnienie struktury (257) jest możliwe we uje֒ciu

funkcjonalnym, odwo luja֒c sie֒ do bozonowych stanów koherentnych.

Z dok ladnościa֒ do czynnika normuja֒cego można pokazać, że funkcja (256)

jest identyczna z funkcja֒ (257) jeżeli dla wspó lczynników u~k, u~k teorii BCS

użyjemy naste֒puja֒cego podstawienia

v~k =
Np

√

1 +Np

, (258)

u~k =
1

√

1 +Np

. (259)

Analiza zagadnienia crossover jest w ostatnich latach nadal kontynuowana przy

cennym wykorzystaniu metod opartych na symulacjach numerycznych.
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