Kondensacja Bosego-Einsteina

W opisie kwantowo-mechanicznym stan konkretnego uktadu fizycznego jest
okreslony poprzez funkcje falowa (7,75, ...), gdzie 7; oznaczaja polozenia
poszczegblnych czastek. Ze wzgledu na nierozréznialnosé czastek dla obiektow
o spinie catkowitym funkcja falowa ma wlasno$¢ symetrycznosci na zamiane

miejscami dowolnej pary czastek
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Symetryczno$é funkceji falowej (1) implikuje, ze stany kwantowe moga by¢ zaj-
mowane przez arbitralna liczbe takich czastek.
W ukiadzie czastek swobodnych wygodnym oznaczeniem stanow kwantowych

jest wektor kwazipedu k za$ postaé¢ stanéw wiasnych hamiltonianu ma postac

fal ptaskich
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o dopuszczalnych poziomach energetycznych
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W ukiadzie wielu czastek pozostajacych w réwnowadze termodynamicznej ze
soba prawdopodobienstwo obsadzenia poszczegdlnych poziomoéw energetycz-

nych jest okreslone funkcja rozkltadu Bosego-Einsteina

fBE(é“;g,T): 1_ )_1 . (4)

Ep—
exp (lfBT



Aby okresli¢ rozklad czastek na poszczegdlnych poziomach nalezy dopasowac
polozenie potencjalu chemicznego p = u(7T) na podstawie znajmosci $redniej

liczby czastek w ukladzie

N = ZfBE(5E7 T)

k
1 - 1
— (27T)3/V /dkexp (5};}—;) 1
V 1
= P Arr / kzdkeXp (hgkz /2;1_M> - (5)

Ze wzgledu na wymdg, aby prawdopodobieristwo (4) bylo nieujemne potencjal
chemiczny p(7) nie moze znajdowaé sie powyzej najnizszego z dostepnych
poziomoéw energetycznych, czyli w tym wypadku e;; = 0. Sprawdzmy teraz czy
istnieje taka temperatura T, (nazwijmy ja krytyczna), gdy potencjal chemiczny
osiaga asymptotycznie warto$¢ u(7T — T.") = 0 implikujac nieskoniczenie wielkie
prawdopodobienstwo obsadzenia stanu e; = 0 7

W przypadku tréjwymiarowych czastek swobodnych warunek okreslajacy T,

moze by¢ wyznaczony w nastepujacy sposob
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Na podstawie (6) temperatura krytyczna zalezy od masy m i koncentracji

czastek n = N/V poprzez relacje

n’ 123

T, = 3,31 (7)
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Powstaje teraz pytanie w jaki sposob wyglada dystrybucja czastek w tempera-
turach nizszych od T, 7 Aby zrozumieé¢ te kwestie powinnismy uwglednié¢, ze

potencjal chemiczny zachowuje sie w nasteujacy sposéb

n(l) <0 dlaT > T,
(8)
w(T) =0 dla T < T..

Wyznaczajac liczbe czastek N z zakresu energetycznego 0 < € < 0o przy

uzyciu schematu analogicznego do (6) znajdujemy
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Na podstawie wyrazen (6,9) wzgledna liczba

-

Pozostala ilos¢ czastek

N T 3/2
NOEN—N:[1—<> ] (11)
T
ulega "zamrozeniu” na najnizszym poziomie energetycznym ¢ = 0 (a wiec

w stanie o pedzie k= 0), ktérego prawdopodobieristwo obsadzenia w tempera-

)

turach T' < T, jest nieskonczenie duze. Tego rodzaju ”zamrozone” obiekty

nazywane sa przez fizykéw kondensatem Bosego-FEinsteina.

Uwagt historyczne

Koncepcje kondensacji, czyli ”zamrozenia” makroskopowej liczby czastek
w jednym stanie kwantowym o najnizszej energii, wprowadzit w 1925 roku Al-

bert Einstein. Inspiracja byly dla niego wyniki hinduskiego fizyka (Satyendra



Nath Bose), ktéry w 1924 roku wyprowadzil wyrazenie opisujace rozktad energii
gazu fotonowego w oparciu o statystyke kwantowo-mechaniczna. A. Einstein
byl jednak dos¢ sceptycznie nastawiony do mozliwosci praktycznej realizacji
kondensatu.

Kondensacja BE oznacza, ze ponizej temperatury 7. makroskopowa
(poréwnywalna do liczby Avogadro) liczba czastek Ny znajduje sie w identy-
cznym stanie kwantowym. Kondensat jest wiec czyms w rodzaju gigantycznego
superatomu. Mozna go réwniez traktowaé jako koherentna (spdjna) paczke fal
materii - czyli maser.

Biorac pod uwage wzor na temperature krytyczna (7) kondensaty atméw
jest tym latwiej uzyskaé¢ im lzejesze sa atomy. Inna mozliwos¢ jest ewentu-
alne zwiekszanie ich koncentracji poprzez przylozenie cisnienia. W normalnych
warunkach atmosferycznych oszacowanie temperatury krytycznej bozonowych
atoméw ‘He przewiduje T, ~ 3,1 K. Dopiero kilkanadcie lat pézniej niemiecki
fizyk F. London skojarzyt powyzsze oszacowanie temperatury krytycznej (doko-
nane przez A. Einsteina) z odkrytym w 1937 roku zjawiskiem nadciektodci. Stan

nadciekly zostal doswiadczalnie zaobserwowany przy nieco nizszej temperaturze

T\ =217 K.

Zanim przejdziemy do omdéwienia wilasciwosci fizycznych nadcieklego helu
(patrz nastepny rozdzial) zastanéwmy sie czy kondensacja BE realizuje sie
rowniez w innych wymiarach ? Zjawisko kondenacji BE jest do$¢ subtelnym
efektem, ktéry w istotny sposob zalezy od takich czynnikow jak:

a) wymiarowos¢ uktadu,



b) zalezno$¢ dyspersyjna e = ¢y,
c¢) oddzialywanie czastek,
d) profil potencjalu w ukladach o ograniczonych rozmiarach przestrzennych,
itp.

Stosunkowo tatwo mozna przeanalizowaé¢ wplyw wymiarowosci ukladu fizy-
cznego. Na przyktad dla czastek o parabolicznej zaleznosci dyspersyjnej e =

h2k? /2m w ukladach dwywymiarowych oszacowanie temperatury krytyczne;

daje
V - 1
N=——[dk
2 2 m
(2m) / exp (hfé? > —1
V k; T.
- (12)
Rozbieznosé pojawiajacej sie w (12) catki implikuje, ze
Tim=?=0. (13)

Rowniez w uktadach jednowymiarowych dla czastek o parabolicxznej zaleznosci
dyspersyjnej zjawisko kondensacji BE nie realizuje sie.

Omoéwienie wplywu oddzialywan zostanie przedstawione osobno przy okazji
analizy charakteru wzbudzen jednoczastkowych w nadcieczach kwantowych.
Kondensaty BE atoméw w putapkach przedstawione zostana rowniez w dalszych
rodzialach w kontescie wspolczesnych technik wykorzystujacych chlodzenie

laserowe do putapu temperatur 100 nK.

Fenomenologiczna interpretacja kondensactu BE

Fenomenologiczne uzasadnienie zjawiska kondensacji mozna poda¢ w oparciu
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o koncepcje de Broglie’a fal materii. Wedlug takiego scenariusza ped czastek

|p] = h/A\, zatem Srednia energia kinetyczna

> (b)) "

2m 2m

z uwzglednieniem zasady ekwipartycji

2
3
‘2]1 = kuT (15)

implikuje dlugosé¢ de Broglie’a

h
= 1
A vV BkaT ( 6)

W wysokich temperaturach oraz dla duzych mas czastek dlugosé fali (16)
jest znacznie mniejsza niz odlegtosci miedzy czastkami dlatego mozna je trak-
towaé w przyblizeniu jako biekty punktowe. Przy stopniowym ochtadzaniu A(T)
ulega wydtuzeniu, az w pewnej charakterystycznej temperaturze T, staje sie
porownywalna do odleglosci miedzyczasteczkowej d. Jest to niemal rownowazne

warunkowi (7) wyrazonemu przez Einsteina. Podstawiajac do
2

h
hpTe=3,31 n*3 (17)

dhlugo$¢ de Broglie’a (16) uzyskujemy

h2 h2 1 2/3
— =3,31 ——— [] (18)
3mA? (2m)?>m |d
Po prostych przeksztalceniach algebraicznych otrzymujemy, ze
27
A= d ~d. 19
9,93 (19)



Kondensacja oznacza wiec powstanie przekrywajacych sie paczek falowych.
Zsynchronizowanie fal de Broglie’a powoduje pojawienie sie kolektywnego za-
chowania czastek. Powyzszy schemat rozumowania jest jedynie pogladowy i
naleze traktowa¢ go z ostroznoscia gdyz nie uwzglednia wielu waznych czyn-

nikéw wplywajacych na kondensacje BE (np. oddziatywan, wymiarowosci itp.)



Nadciekloéé helu *He

Hel (czyli ”pierwiastek stoneczny”) jest wyjatkowym posréd wielu réznych
pierwiastkéw. Jako jedyny nie solidifikuje w warunkach naturalnych przy
cisnieniu jednej atmosfery, pozostajac ciecza nawet do najnizszych temperatur
w poblizu zera bezwzglednego. Faza stala powstaje dopiero pod ci$nieniem 25
atmosfer.

Skroplenia helu dokonal po raz pierwszy Kammerlingh Onnes w 1908 roku
w Lejdzie (Holandia). W kolejnych latach spowodowato to intensywne bada-
nia witasciwosci fizycznych helu w fazie ciekiej. W badaniach uczestniczyty
poczatkowo gléwnie tylko 3 laboratoria na $wiecie Cambridge, Lejda i Toronto
(a nieco pozniej tez Moskwa), gdzie uzyskiwane temperatury umozliwialty zejscie
ponizej punktu skroplenia. Oto wazniejsze odkrycia dokonane w pierwszej
potowie dwudziestego wieku.

W 1927 roku Mieczystaw Wolfke oraz W.H. Keeson wykazali, ze ciekly hel
wystepuje w dwéch réznych fazach (obecnie nazywanych jako He-I, He-II).
Przy normalnym cisnieniu przejécie pomiedzy fazami zachodzi w temperaturze
Ty = 2,17 K. Jako$ciowe réoznice wymienionych faz zostaly wykazane na pod-
stawie pomiaréw przenikalnosci elektrycznej i ciepta wlasciwego. Temperatur-
owa zaleznos¢ ciepla wilasciwego przypomina ksztalt greckiej litery A, dlatego

te przemiane fazowa nazwano przejsciem lambda.
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W 1932 roku Mec. Lennan (Toronto) stwierdzil, ze ponizej T\ zachodzi
gwaltowna zmiana wygladu cieklego helu, ktory staje sie idealnie przezroczysty
bez jakichkolwiek pecherzykéw.

Wkroétce pézniej, w 1937 roku, zaobserwowano zanik lepkosci (nadciektosé)
fazy He-II. Inaczej mowiac, hel przep lywa nawet przez mikroskopijnej wielkosci
kapilary bez zauwazalnej straty energii. Odkrycia tego dokonali niemal

rownoczesnie:
- P. Kapitza , Nature 141, 74 (1938)
- J. Allen, D. Misener, Nature 141, 75 (1938)

Za wymienione odkrycie Piotr Kapitza otrzymal w 1978 roku Nagrode Nobla.
Oprécz charakterystycznego ciepta wlasciwego i zaniku lepkosci stwierdzono
rowniez szereg nastepujacych dodatkowych cech:
a) nadciekta faza He-II posiada przewodnictwo cieplne, ktére o 6 rzedow
wielkosci przewyzsza przewodnictwo zwyklej fazy He-1,
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b)

zjawisko mechanokakoryczne

W uktadzie dwoch naczyn potaczonych kapilarqe pod wplywem cisnienia
dzialajgacego na jedno naczynie dochodzi do przepltywu cieczy. Z powodu
matej srednicy kapilary przeptywa jedynie sktadowa nadciekta, ktora nie
niesie ze sobq zadnej entropit. W konsekwencji tlos¢ entropii na jednostke
masy ulega zréznicowaniu. Przejawia sie do jako ogrzewanie sie naczynia,

do ktorego przytozono ciSnienie.

efekt fontannowy
Jest to zjawnsko odwrotne do efektu mechanokalorycznego. Polega ono na
wytworzeniu w naczyniach roznicy cisnien spowodowanej podgrzaniem jed-

nego naczynia z helem.

efekt pierwszego i drugiego dzwieku

Tzw. 7drugi dZwiek” oznacza przeplyw ciepla (fale entropii) spowodowany
na przemian zgromadzong cieczq zwyktq © bezlepkqa. Ten rodzaj dzZwieku
pojawia sie wylecznie w zakresie temperatur T < T\. Zjawisko to byto
teoretycznie przewidziane przez L. Tisze 1 potwierdzone doswiadczalnie w
1944 roku przez Pieszkowa. Temperaturowq zaleznosc predkosci pierwszego
1 drugiego dzwieku wykonali dwa lata poiniej C. Lane, H. Fairbank ¢ W.

Fairbank.

pelzanie
Nadciekty hel wykazuje nietywa zdolnosc¢ petzania po powierzchniach

ciat  statych pod wplywem sity grawitacyjne; lub gradientu temperatury.

10



Warstwa pelzajgca ma zwykle grubosé okoto 107% cm. Szybkosé pelzania
zalezy od czynnikow zewnetrznych ale nie moze przekraczac wartosci kry-
tycznej ~ 75 ecm/s. Zazwyczaj nadciekta ciecz petzajac po sciankach naczy-

nia 0grzewa Sie i StoPNIoWo WyYParowuje.

7, dzisiejszej perspektywy wiadomo ponad wszelka watpliwosé, iz wlasciwosci
nadciektego He-II ponizej T\ sa makroskopowymi przejawami kolektywnych
cech oddzialujacych czastek typu bozonowego w obecnosci zjawiska konden-
sacji Bosego-Einsteina. Pogladowo mozemy sobie wyobrazi¢, ze pewna frakcja
czastek ps stanowi skladowa nadciekta zas pozostata p, zachowuje sie jak ciecz

normalna. Gestos¢ catkowita jest suma sktadowych

p=ps+ pn (20)
Model dwucieczowy zaproponowal Tisza (1938 r.), koncepcje te rozwijali zas
p6zniej Landau (1941 r.) i Lifszyc (1959 r.) oraz Khalatnikov (1965 r.).
Stosowalnos¢ takiego scenariusza dwucieczowego potwierdzona zostata przez
do$wiadczenie Andronikashvilli’ego w 1946 roku. W tym celu na walcu
zanuzonym w cieklym helu przymocowano uktad tarcz odleglych od siebie o
okoto 0,2 mm. Obracajac walcem, w ruch wprawiona zostala jedynie skladowa
normalna helu. Zmierzony moment bezwladnosci calego ukladu pozwolit wyz-
naczy¢ temperaturowa zaleznos¢ poszczegélnych frakcji
pulT) GQ“dMT<T;

P 1 dla T > T).

(21)

Wspétczesne metody oparte na pomiarach pradu ptynacego w helu potwierdzaja
wczesniejsze wyniki z doswiadczenia Andronikashvilli’ego.

11



Niewatpliwie warto réwniez przytoczy¢ szczegdt analizy Landaua dotyczacy
charakteru wzbudzen efektywnych nadcieczy. Na podstawie do$¢ wezesnych
pomiaréw ciepla wiasciwego znane byly nastepujace wiasciwosci:

a) ¢,(T) ~ T dla matych temperatur do okoto 1,5 K
b) ¢,(T) ~ e2/F8T dla temperatur wyzszych.
Landau wywnioskowal na tej podstawie, ze efektywna zaleznos¢ dyspersyjna

powinna mie¢ postac:

c|k|, dla malego |k|
Ly = . L B (22)
A+ |k — kgl* gdy |k| > 0,25A.
EA
rotony

k

Liczbowe oszacowanie Landaua ¢ = 238 m/s (predkosé dzwieku), A/kp =
9,6 K (minimalna energia rotonéw), kr = 1,95 A~! (kwaziped rotonowego
minimum), mr = 0,77 mpy. (masa rotonéw) okazaly sie bardzo precyzyjne.
Wspdlczesnie znane wartosci nie réznia sie od oszacowan Landaua o wiecej niz
5 procent. Po raz pierwszy widmo zilustrowane na powyzszym rysunku udalo sie
bezposrednio zaobserwowaé w 1957 roku. Najdoktadniejsza informacje o widmie
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wzbudzen dostarczaja pomiary wykorzystujace rozpraszanie neutronowskie.
Nadciekly hel charakteryzuje sie jeszcze jedna szczegdlna wiasciwoscia.
Wprawianie nadcieklego helu w ruch obrotowy powoduje powstawanie
uporzadkowanej sieci wiréw kwantowych. W miejscu wystepowania wiru
sktadowa nadciekta zanika. Wiry mozna wiec traktowaé¢ jako defekty topo-

logiczne nadcieczy. Strumien wiréw kwantowych jest ponadto wielkoscia

skwantowana
- h
fo-di=n (23)
2mH6
gdzie n oznacza liczbe catkowita. Kwantowanie powyzsze potwierdzit

doswiadczalnie W. Vienen w 1961 roku.

W latach 60. dwudziestego wieku A. Abrikosov przewidzial teoretycznie
uporzadkowanie wirow kwantowych w strukture typu sieci heksagonalnej. Wiry
w helu byly jednak bardzo duze co sprawialo trudnosé¢ obserwacji tworzenia
sie sieci wirow. Dopiero w przypadku skondensowanych ultrazimnych atoméw
udato sie otrzymac sieci zlozone z kilkudziesieciu lub nawet ponad stu wiréw
kwantowych. Pomimo niejednorodnosci kondesnatow atomodéw struktura wiréw
okazata sie idealnie heksagonalna, az po skrajne obszary putapek magnetoop-

tycznych. Takie sieci wiréw sa obecnie nazywane jako sie¢ Abrikosova.
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Opis nadcieklosci oddzialujacych bozonéw

Zjawisko nadcieklosci jest Scisle powiazane z kondensacja Bosego-Einsteina
czastek typu bozonowego, ale moze powstaé dzieki wzajemnym oddzialywaniom
czastek. Rola oddzialywan miedzyczasteczkowych jest jednak dla kondensatéw
bozonoéw rowniez destrukcyjna. Aby zrozumieé subtelnosci zwiazane z wplywem
oddzialywan rozpatrzymy ponizej model gazu stabo oddzialujacych bozonéw
(weakly interacting bose gas czyli w skrécie WIBG). Nalezy od razu zaznaczy¢,
ze model ten raczej nie nadaje si¢ do opisu nadciektego He-II poniewaz od-
dzialywania miedzy atomami helu sa bardzo silne. Nie mniej jednak sce-
nariusz WIDG jest pomocnym punktem startowym do analizy nadcieklosci
umozliwiajacym zrozumienie takich zagadnien jak: wzbudzenia kolektywne,

porzadek dalekozasiegowy, spontanicznie lamanie symetrii itp.

1°. Formalizm teorii pola
Niech 9(F) oznacza operator anihilacji zas () operator kreacji czastki
w polozeniu 7. Dla obiektéw typu bozonowego operatory pola spelniaja

nastepujace warunki komutacyjne
D)), 0()| = 0= [$1(7), ¥1(m)], (24)
D), O (R)] = 5 (7= 7). (25)
Operator energii catkowitej (w wielkim zespole kanonicznym) ma postacé
. . h? R
H = [dr¥i(7t) [—va? + Veur (F) = u] U (7, 1) (26)
1 — —~ It (= TT (= — —INTy [ = T =
+ Q/dr [dr WE U OUF - 7B ().
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Do opisu stabo oddziatujacych bozonéw wygodna reprezentacja jest baza fal

ptaskich

‘ )= ;vek

ktore sa wektorami wlasnymi operatora pedu i energii kinetycznej. W bazie

takich stanéw operatory pola bozonowego moga by¢ zapisane jako
U(F 1) = X ag(t) k) (27)
k
(7, t) = L al(t) (k (28)
k

Podstawiajac operatory pola (27,28) do hamiltonianu (26) i wycatkowujac

wzgledem wspoétrzednych potozeniowych otrzymujemy

T —+
j)
B
_|_
-
j)
T —+
Q>
=
j)
L
&

H=Y (e —p)a (29)

ko kK .G

gdzie e = R k2 /2m jest energia kinetyczna czastek o pedzie k. Dla prostoty

zatozyliSmy, ze potencjat oddzialywania ma charakter punktowy
Ur—r)=Udr—7). (30)

Dla czastek typu bozonowego stany o pedzie k moga by¢ obsadzane przez

arbitralna liczbe czastek. Stosujac oznaczenie liczby obsadzen moza zdefiniowaé

(o) )

|vacuum)
N;!

|Np) =

W dzialaniu na tak zdefiniowane (obsadzeniowe) stany zachodzi

at|Np) = /N +1 [N;+1) (32)
) N [N; -1 gdy Nz #0
V) = Vg [Np=1) ; a3)

0 gdy NEZO.
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29, Przyblizenie Bogoliubova

Bogoliubov zasugerowal , ze dla makroskopowo obsadzonego stanu podsta-
wowego (w tym wypadku dla stanu o pedzie k= 0) dodanie lub odjecie jedne;
czastki ma zaniedbywalny wplyw. Z tego powodu opratory jednoczastkowe ay

oraz d(T) mozna w przyblizeniu traktowaé jak liczby

af |No) = VNo +1 [No+1) = /Ny |Ny) (34)
do |No) = VNo |No — 1) = /Ny |No) (35)

Przyblizenia zastosowane w (34,35) sa stuszne o ile ilosé skondensowanych bo-
zonow jest duza. W makroskopowych ukladach warunek taki jest spelniony w
praktyce niemal w calym zakresie temperatur ponizej T..

Uwzgledniajac podstawienie Bogoliubova (34, 35) wyj$ciowy hamiltonian

mozna przedstawic
A . =T
H=T+YV, (36)
i=0
gdzie T oznacza operator energii kinetycznej natomiast poszczegolne skladowe

oddzialywan miedzy bozonami maja nastepujacy sens

A 1

Vo = §Un(2) (37)
. U

Vi Eno a_jpag, (38)
N U L

Vo = 70 a%aT_E, (39)

2
P
2
P
3=Uno ) d,gdg, (40)
F
> (a1)
F



3 UVNoe— b o s

R P “42)
U VMo it

%=9 N Z i (43)
U i

Vi=gn X Gplplp g (44)

>
\.P?‘l
2y

i ng = Ny/N oznacza koncentracje skondensowanych bozonéw. W powyzszych
wyrazeniach wyrazy V3 oraz V) sa identyczne z powodu zalozenia punk-
towego potencjalu oddzialywania. W ogdlnosci zaleznos¢ potencjalu od
polozenia wprowadza konieczno$é¢ uwzglednienia transformaty U (/2) i wowczas
wymienione wyrazy roznig sie gdyz jeden z nich zawiera skladwowe U (/; # 0)
natomiast drugi U(k = 0).

W dalszej dyskusji zaniedbamy wplyw oddziatywan Vs i Vi opisujacych
rozpraszanie trzech czastek spoza kondensatu a takze ‘77, ktory opisuje
rozpraszanie z udzialem czterech czastek nieskondensowanych. Take zatozenie
moze by¢ stosowalne wtedy, gdy:

a) oddzialywania U sa slabe i

b) i temperatura jest wyraznie mniejsza od T,. Po podstawieniu Bogoliubova
hamiltonian i zaniedbaniu wymienionych rodzajéw oddzialywan hamiltonian
redukuje sie do struktory biliniowej, ktora jest Scisle rozwiazywalna. Jedna z

mozliwych drég prowadzacych do Scistego rozwiazania jest diagonalizacja za

pomoca transformacji kanoniczne;j

OA‘E = UECALE + U%CALJr - (45)

= UECALE -+ UECALT . (46)



Bozonowe warunki komutacyjne pozostaja zachowane jezeli up = u_g, v = v_g,
u% — vz = 1. Warunek diagonalizacji
H = Z El—ﬂ»&%éz,; + const (47)
k
wymaga aby
1] Er
2 k
ur =— 1+ 2 (48)
k
2 _ EE:
1 Er
2 k
vi=211- 2k 49
k 2 i EE_ ( )
gdzie efektywne energie kwaziczastek sa zdefiniowane przez
Eg = &2+ 2Unos; (50)
1 € = gz — p+ 2Ung. W szczagdlnosci, w zakresie niskoenergetycznych

stanéw (tzw. granicy dlugofalowej) zaleznosé dyspersyjna (50) przyjmuje

charakterystyczna relacje typu fali dzwiekowe;

il (51)

Predkos¢ uzyskanego kolektywnego dzwieku jest zalezna zaréwno od ilosci skon-
densowanych bozonéw ng jak réwniez od intensywnosci oddzialywan U. Oba

te czynniki sa wiec elementem koniecznym dla zaistnienia nadcieklosci.

39. Stan podstawowy
Rozpatrzmy prawdopodobienstwo obsadzenia stanu energii o pedzie k dla
temperatury zera bezwzglednego. Obliczenia mozna latwo przeprpowadzié¢

korzystajac z transformacji Bogoliubova (45,46)
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<n,g> = (gr. state\&%d,;\gr. state)

= (gr. state| < ;%— UE&_k> (ukoz,; — v,;;oz ) lgr. state)

= %(gr state| & ~cz - ler. state)—v% (52)

Wynik ten wskazuje, ze w temperaturze T' = 0 pewna czes¢ bozonéw obsadza
stany energetyczne k # 0. Ubytek (ang. depletion) skondensowanych bozonéw

WYNOsi

(53)

TN

N=N-Ny=Yv

K
Pierwszego powazniejszego oszacowania liczby atoméw N poza kondensatem
dla nadcieklego helu dokonali w 1957 roku K.A. Briickner i K. Sawada. Wedtug
wspolezesnych danych w temperaturze zera bezwzglednego okoto 93 % atomoéw

helu jest wybitych poza kondensat Bosego-Einsteina.

4°. Porzadek dalekozasiegowy

Wykorzystujac przedstawienie operatoréw pola (27,28) w bazie fal ptaskich
zbadamy teraz przestrzenny zasieg korelacji pomiedzy bozonami. Dla pros-
toty ograniczymy sie do przypadku temperatury zera bezwglednego. Sposréd
roznych mozliwych funkcji korelacji zbadajmy na poczatek nastepujaca

p(7 — ) = (gr. state| OT(7)0(7) |gr. state)

1
— 3 €l i(k17i—Faf) (gr. state\a ak lgr. state) (54)

N k1,k2

Analogicznie do schematu obliczeni zastosowanych w wyrazeniu (52) po prostych

przeliczeniach uzyskujemy
plri =) = e (59)
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Wynik (55) pokazuje, ze nawet w granicy bardzo réznych odlegloéci korelacje

pomiedzy czastkami nie zanikaja

lim [p(ry —72)| # 0. (56)

|71 —7| =00
Kondensat Bosego-Einsteina jest wiec odpowiedzialny za uporzadkowanie
dalekiego zasiegu. W pogladowy sposéb mozna to uzasadnic¢ jako przejaw kolek-
tywnego zachowania sie czastek.
Porzadek dalekozasiegowy pojawia sie nie tylko dla funkcji korelacji typu
p(r1 —15). Podobne efekty realizuja sie rowniéz w tzw. pozadiagonalnych funk-

cjach korelacyjnych, np. dla

p12(T — 72) = (gr. state zﬂ(ﬂl)zﬂ(ﬁ) |gr. state)
14-kaT) (gr. state ay ag, |gr. state)

= ]i/, % eiE(Fﬁ%)uEv,—%. (57)
Idee diagonalnego i pozadiagonalnego uporzadkowania dalekiego zasiegu dysku-
towali w kontekscie kwantowych nadcieczy Penorose oraz Onsager (1956 r.) i
rozwinatl pozniej Yang (1962 r.) zwracajac uwage na zwiazek ze spontanicznie

lamana symetrie uktadu.

59. Korelacje wielocialowe
Efektywne wzbudzenia typu fali dzwiekowej (51) manifestuja sie posrednio
takze w korelacjach dwucialowych. Wezmy jako przyklad operator gestosci

bozonéw

(7) (58)



ktorego transformata Fouriera w przestrzeni pedowej ma nastepujaca postac

Pi = Zd/%&/hq” ' (59)

Przy pomocy takiego operatora gestosci czastek mozna m.in. tatwo wyrazic¢

oddzialywania miedzy bozonami

Y akabag_ g, .= 2 Pap—q- (60)
q

W obecnosci kondensatu operator (59) sktada sie trzech jakosciowo réznych

komponentéw
pr= Y (alag, .+ vNo ag+ VDol + No) . (61)

k0

Pojawienie sie kondensatu Bosego-Einsteina ma istotne znaczenie dla korelacji
typu gestosé-gestosé (ktére sa mierzalne za np. pomoca spektroskopii rozprasza-
nia neutronowego), poniewaz funkcja spektralna przyjmuje ostry pik jezeli ener-
gia rozpraszanych neutronéow w = E;z. Metoda pomiaru rozpraszanie neutronoéw
(zaproponowana przez R. Feynmana) jest wygodnym narzedziem empirycznego
okreslenia charakteru widma wzbudzen jednoczastkowych. Pomiary takie fak-
tycznie potwierdzity wystepowanie zaréwno niskoenergetycznej gatezi typu fali

dzwiekowej jak rowniez obszar zdominowany wzbudzeniami typu rotonowego.
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Kondensaty ultrazimnych atomow

Potencjal pulapkujacy ma zwykle ksztalt paraboliczny

Ve (F) = 7 (2a® + wiy? + w22?) (62)

gdzie w; mozna profilowac¢ trzema przeciwbieznymi wiazkami laserowymi.
Zaniedbujac oddzialywania miedzy atomami dozwolone sa stany energetyczne

(stany wlasne oscylatora harmonicznego)

1 1 1
Eq = <n$ + 2) hw,, <ny - 2) fiw, (nz - 2> hw., (63)

gdzie n; = 0,1,2, 3, ... oznaczaja liczby naturalne.

Najnizszy poziom energetyczny
1
G=5 (hwyhwy + hw,) (64)

odpowiada funkcji falowe;j

mw

¢5(r) = <7rh>3/4 exp

—;L_L (wa? + wyy® + wzz2)1 (65)

Wl

gdzie @ = (wywyw,)?. Funkcja (65) jest vektorem wilasnym hamiltonianu 3-
wymiarowego oscylatora harmonicznego.
Jezeli stan podstawowy oscylatora jest obsadzony przez Ny czastek (w tym

wypadku atoméw) to gestosé takich czastek wynosi

ng(7) = No |6(7)[ . (66)

Przestrzenny ksztalt rozkladu gestosci ma posta¢ gaussowska

-\ 3/2
ng(r) = No (%) exp l—;? (wa® + wyy® + wzzg)] : (67)
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Dla wybranego kierunku, np. x, szerokos¢ gaussowska wynosi

h

MW,

(68)

zatem Srednia geometyczna poszerzenia gaussowskiego oscylatora harmo-

nicznego wynosi

apo — . (69)

W zwyklych warunkach doswiadczalnych dla ultrazimnych gazéw atomowych

apo Wynosi rzedu
apo ~ lpm = 10" %m . (70)

Tylko niewielka ilo$¢ czastek zajmuje stan podstawowy jezeli temperatury
T > hwp/kp, w takich warunkach mozna wiec opisaé rozktad przestrzenny

czastek klasyczna funckja dystrybucji

‘/e;vt (F) ]

ne(7) = const exp [—

kT
— const exp [_%”LT (w2 + why? + w2?)| . (71)
B

Klasyczny rozkilad gestosci czastek ma réowniez ksztalt gaussowski, jednakze

jego szerokos¢ poldéwkowa wynosi

2%kpT\ 2 2T\ 2
RT:< 5 ) :a;w( i) | (72)

moo?

Szerokos¢ ta zwykle znacznie przekracza wartosci ap,, dlatego kondenascja BE
atomoéw w pulapkach przejawia sie w postaci waskiego piku gaussowskiego na tle
szerokiego rozktadu kalsycznego o poléwkowej szerokosci gaussowskiejRy. Do
pomiaru rozkladu czastek wykorzystywana jest metoda mierzenia czasu czasu

23



przelotu (ang. time of flight, czyli w skrécie TOF) stosowana po wylaczeniu

laseréw, ktore utrzymuja atomy w putapce.
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Wplyw oddzialywan ultrazimnych atomoéw

W obecnosci oddzialywan dwucialowych pojawienie sie¢ kondensatu Bosego-
Einsteina prowadzi do wygenerowania stanu nadcieklego. Obserwacja
witasciwosci nadcieklych jest w praktyce dosé¢ trudna. Nie mniej jednak
istnieja doswiadczalne metody jednoznacznie potwierdzajace nadciekty charak-
ter kondensatéw atomowych, np. poprzez obserwacje sieci wirow kwantowych,
charakterystyczna temperaturowa zaleznosé ciepta wlasciwego czy kolektywne
cechy w widmie wzbudzen mierzonych tunelowa spektroskopia w zakresie ra-
diofalowym (ang. radio-frequency spectroscopy).

Aby okresli¢ nadciekte wlasciwosci niejednorodnych kondensatéw atomowych
wygodnie jest skorzysta¢ z formalizmu opracowanego w latach szesé¢dziesiatych
dwudziestego wieku niezaleznie przez L.P. Pitajewskiego oraz E.P. Grossa.

Ponizej przedstawiony bedzie schemat takiego postepowania.

1°. Réwnanie Grossa-Pitajewskiego

Dla niejednorodnego ukitadu atoméw sputapkowanych potencjalem harmo-
nicznym Ve (7) = % (wiﬁ + wSyQ + w§z2) w obecnosci wzajemnych odd-
ziatywan dwucialowych potencjalem U(7] —r5) hamiltonian uktadu jest opisany

przez

A N h A
A= [ 700) |50 54 Vel | 970 73)

gdzie \iJ(F, t) sa bozonowymi operatorami pola. Gdy w ukladzie pojawia si¢ kon-
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densat Bosego-Einsteina propozycja Bogoliubova uzasadnia traktowanie ope-
rator6w czastek z kondensatu poprzez zwykle liczby (lub ewentualnie liczby
zespolone). Uogdlnienie takiego przyblizenia Bogoliubova na przypadek niejed-
norodny (wzgledem wspélrzednych polozeniowych i czasowych) polega na

nastepujacym podstawieniu
(7 t) = B(F,t) + 6W(F, 1). (74)

Funkcja zespolona ®(7,t) ma sens makroskopowej funkcji falowej konden-
satu za$ 0W(F, t) oznacza operator pola pozostalych (nieskondensowanych)
atoméw. Dla poréwnania podstawienie (74) w przypadku jednorodnym mialoby

nastepujace znaczenie

-(t)e*T (75)

W ukiadach przestrzennie jednorodnych funkcja kondensatu nie zalezy od
potozenia chociaz dopuszczalne moga by¢ fluktuacje czasowe.
W obecnie omawianej sytuacji funkcja falowa (74) jest w tradycyjny sposéb

zwiazana z koncentracja kondensatu poprzez

ne(7,t) = |U(7, t)

i (76)

Oprécz amplitudy réwniez faza funkcji kondesnatu spelnia wazne znaczenie,
gdyz jej gradient determinuje gestosé¢ pradu atomoéw.
Na podstawie kwantowomechanicznego rownania ruchu
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iho B (F, 1) = |U(7,t), H| (77)

dla operatoréw pola uzyskujemy nastepujace warunek

L0 o, -
zh&\}[f(r,t) = (—va + Vext(F)—,u) U (7, t)

+ dF U7 OUF - 7)U(7, )T (7, t). (78)

Zatézmy, ze dwucialowe oddziatywania sa krotkozasiegowe i moga by¢ opisane

w postaci potencjatu punktowego
V(r—7") = go(r—7), (79)

gdzie parametr g wiaze sie z dlugoscia rozpraszania a zdefiniowana poprzez

Arha

9=—— (80)

Podstawiajac (74) do réwnania Heisenberga (78) uzyskujemy wéwcezas stynne
réwnanie Grossa-Pitajewskiego (GP)

L00(t) [ BPV? . . .
th— 5 +Veut(F)+gne(r, t) —p| O(7,1). (81)

Nieliniowe réwnanie (81) opisuje dynamike kondensatu uwzgledniajac wplyw
zarowno oddzialywan jak tez niejednorodnodci. Ogdlne rozwiazanie réwnania
GP jest niemozliwe, dlatego zwykle w konkretnych warunkach doswiadczalnych
jest ono rozwiazywane numerycznie.

Zespolona funkcja ®(7,t) moze byé¢ wyrazona za pomoca amplitudy |D(7, )]

oraz fazy 0(7t)



Za pomoca takich zmiennych tatwo jest okresli¢ gestos¢ pradu skondensowanych
atomow j.(7,t) = % (P*VP — dVP*). Tzw. nadprad j.(r,t) (ang. superfluid

current) przyjmuje nastepujaca postac

i) = L (2°V® — ®VD*) = fi n (7,1) VO(F,1). (82)
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Na podstawie struktury wyrazenia (82) wnioskujemy, ze nadprad jest

bezwirowy
V x je(r,t) = 0. (83)

Jedynie w sytuacjach, gdy faza 0(7,t) posiada osobliwosci moga pojawié sie
wiry. Z tego powodu kwantowe wiry sa okreslane jako topologiczne defekty.
Abrikosov wykazal, ze najkorzystniejsze energetycznie jest ukladanie sie wiréw
w strukture sieci heksagonalnej.

Przedstawiajac rownanie Grossa-Pitajewskiego (81) w postaci warunku dla

amplitudy oraz fazy uzyskujemy

0
8tnc( mt)+V-j(r,t) =0 (84)
aVc( 7t) c( ) _
i (P9 4 9D Wy )
gdzie Vos (7, t) = Ve (7) —27‘2(7)V2\/nc(f’, t) zas predkosé nadcieczy v.(7, t) =

%VQ(F, t). Pierwsze z powyzszych réwnan (84) dotyczy prawa zachowania
(masy), ktére w hydrodynamice jest nazywane réwnaniem ciagtosci. Drugie
réwnanie (85) jest natomiast identyczne z réwnaniem Eulera cieczy idealne;
(tzn. bezlepkiej).

Wyprowadzone powyzej sformutowanie hydrodynamiczne (stosowalne w tzw.
granicy bezkolizyjnej) wykazuje, ze faktycznie kondensacja Bosego-Einsteina
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oraz oddzialywania miedzy bozonami konstytuuja stan nadciekly. Przejscie
do stanu nadcieklego jest przejsciem drugiego rodzaju. Ponizej temperatury
krytycznej role parametru porzadku pelni zespolona funkcja kondensatu, ktéra
z formalnego punktu widzenia jest nieznikajaca wartoscia $rednia operatora
pola (U(7,t)) = ®(F,t). Parametr porzadku implikuje pojawienie sie daleko-

zasiegowych korelacji pomiedzy bozonami w kanale normalnym (DLRO) i

anomalnym (ODLRO).

29, Stan podstawowy
Stacjonarne rozwiazanie rownania Grossa-Pitajewskiego dla stanu podsta-
wowego, w ktérym nie wystepuja przeplywy atoméw mozna sparametryzowac

separowalna postacia ®(7,t)
®(7,t) = ®(F) e ™ (86)

gdzie czesé stacjonarna P(7) okresla ilos¢é skondensowanych atoméw Ny =
[ dF|®(7)|* natomiast p jest potencjalem chemicznym. Podstawienie (86) do

(81) prowadzi do uzyskania réwnania Schrodingera

(_ h2V2

2m

V(P g |<1><f>\2) O(F) = ud(F). (s7)

Potencjal chemiczny odgrywa wiec role energii wlasnej zagadnienia
stacjonarnego.

Numeryczna analiza oddziatywan odpychajacych (¢ > 0) i przyciagajacych
(9 < 0) wykazaly znaczacy wplyw oddzialywan na:
a) ilos¢ skondensowanych atoméw Nj,
b) profil rozktadu gestosci n (7).
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Oddzialywania odpychajace wybijaja atomy z kondensatu, powodujac ubytek
(depletion) Ny i jednoczesnie silnie zmniejszaja funkcje n.(7) w centrum putapki.
Przyciagajace oddzialywania maja zupelnie odwrotny wpltyw, ktéry przejawia
sie¢ poprzez wzrost gestosci skondensowanych atoméw w centralnej czesci
putapki. Niestety przyciaganie atomow jest jednak réwniez destrukcyjne dla
kondensatu atoméw gdyz prowadzi do zjawiska zapadania sie (tzw. kolaps). Na
przykiad dla bozonowych atoméw izotopu “Li oddzialujacych na siebie silami

przyciagania kolapsowanie realizuje sie juz dla okoto N ~ 1400 atomow.

3°. Wzbudzenia elementarne
Do okreslenia matych fluktuacji (oscylacji) parametru porzadku rozpatrzymy
ponownie réwnanie Grossa-Pitajewskiego (81) zakladajac nastepujaca postaé

funkcji kondensatu
(7 t) = e M [D(F) + u()e ™ +v*(P)e™]. (88)

Funkcje u(r) oraz v(r) sa amplitudami fluktuacji dla czestosci odpowiednio
Fw. Zakladajac, ze amplitudy te sa male (w poréwnaniu do |®(7)|) gestosé

kondensatu jest okreslona przez
0 = [B(7) + ut (M + (e ] [B(7) + u(P)e ™ + v ()]
~ ©*(7) + O(7) [u'(F) + v(P)] ™' + O(F) [u(F) + v (F)] ™" (89)

Podstawienie (88) oraz przyblizonego wyrazenia (89) do réwnania Grossa-
Pitajewskiego z dokladnoscia do czlonéw liniowych wzgledem fluktuacji

prowadzi do nastepujacego uktadu réwnan
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hwu(F) = [ﬁo — o+ 2gc1>2(f)} w(7) + g®2(7)v(7) (90)

~hwo(F) = | Hy — p + 299 (7)] v(7) + g (Fu(7) (91)

gdzie Hy = —h*V?2/2m—V., (7). Wyznaczenie nietrywialnych rozwiazaii ukladu
réwnan (90,91) determinuje energie dopuszczalnych wzbudzent hw kondensatu
oddziatujacych bozonéw. Zwykle rozpatrywane sa charakterystyczne mody ra-
dialne i aksjalne dla przypadku, gdy w, = w, # w.. Poza nielicznymi przypad-
kami wzbudzenia takie wyznaczy¢ trzeba metodami numerycznymi.
Przedstawiona powyzej procedura (zaproponowana w 1961 roku przez Pita-
jewskiego) prowadzaca do réwnan (90,91) jest jakosciowo réwnowazna metodzie
transformacji Bogoliubova zaniedbujacej wyrazy z trzema i czterema opera-
torami 5\1'(77, t) czastek spoza kondensatu. Réwnowaznosé obu podejsé jest

dos¢ tatwa do wykazania.

31



Nadprzewodnictwo ukladéow fermionowych

Na nadprzewodnictwo skladaja sie dwie nastepujace wlasciwosci fizyczne:

a) catkowity zanik oporu stalopradowego

opor

0 T temperatura

C

b) wypychanie pola magnetycznego czyli idealny diamagnetyzm
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Teoria Londonéw

Pierwsza fenomenologiczna dyskusje dotyczaca konsekwencji fizycznych
zaniku oporu (tzn. bezdyssypatywnego ruchu elektronéw) opracowali bracia
[F. London, H. London, Proc. Roy. Soc. A 149, 71 (1935).] Mimo, iz analiza Londonéw nie
byta w pemi konsystentna (bazujac na klasycznie nieuzasadnionych zalozeniach)
wskazala jednak na bardzo wazne powiazanie zaniku oporu z pojawieniem
sie idealnego diamagnetyzmu. Ponadto bracia Londonowie zasugerowali, iz
nadprzewodzace elektrony musza by¢ traktowane jako wspélny makroskopowy
stan - z dzisiejszej perspektywy moglibysmy ten sugerowany stan okresli¢ jako
kondensat Bosego-Einsteina par elektronowych.

Do przesledzenia toku rozumowania braci Londonéw rozpatrzmy ruch elek-
tronéw o tadunku ¢ = —e w zewnetrznym polu magnetycznym E. Wedtug
prawa Newtona sila kulombowska qﬁ pod nieobecnos¢ dyssypacji powoduje

staly przyrost predkosci elektronu

d

— T=qE. 92
m =g (92)
Ze wzgledu na fakt, iz ruch tadunkéw w skali makroskopowej przejawia sie

poprzez przeplyw pradu mozemy napisac, ze
J = qnd, (93)

gdzie n oznacza koncentracje (nadprzewodzacych) no$nikéw. Brak oporu
prowadzi ze wzgledu na relacje (93) do nastepujacego pierwszego réwnania Lon-

donow

Tl€2 —

d - ng® =
—j=—F=—F. 94
dtj m m (94)
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—

Aby okresli¢ zwiazek gestosci pradu j z polem magnetycznym B mozemy

skorzysta¢ z prawa Faraday’a

— a —
EF=—-——B.
rot g (95)

Uwzgledniajac pierwsze réwnanie Londonéw (94) uzyskujemy

0 S ne? o
— +—DB| =0.
5 (rot] + s ) 0 (96)
Na podstawie prawa Ampere’a
P
rotB = ij, (97)
c

gestos¢ pradu ; jest wiec zalezna od pola magnetycznego B poprzez nastepujaca

relacje

2
- ne =
rotj + — B = const. (98)
me

Londonowie zaproponowali, aby w formalnym rozwiazaniu (98) wybra¢ warto$¢
stalej rowna zero. Tym samym, uzyskuje sie tzw. drugie rownanie Londonow
w nastepujacej postaci

n€2 —

rotj = — —B. (99)
me

Warto tutaj zwroci¢ uwage, ze wybor zerowej stalej jest niemozliwy do uza-
sadnienia w oparciu o traktowanie na podstawie fizyki klasycznej. Dopiero
opis przy uzyciu mechaniki kwantowej (patrz rozdzial dotyczacy mechanizmu
Andersona-Higgsa) dostarcza niezbednej argumentacji.

Nie mniej jednak warto przeanalizaowa¢ wnioski wynikajace z drugiego
réwnania Londonéw (99). Dzialajac operacja rotacji na obie strony réwnania
uzyskujemy
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rot (roté) = 411‘0‘55

c
4 ne?\ =
S (—) B. (100)
c mc
Na podstawie tozsamo$ci matematycznej rot - rot = —A dostajemy ostatecznie
I
AB = )\—23, (101)
L

gdzie

mc?
A7 = 102
L Amne? (102)

oznacza tzw. londonowskaq gtebokos¢ wnikania. Zmaczenie tej wielkosci fizycz-
nej mozna tatwo zrozumie¢ gdy rozpatrzymy zaleznos¢ pola magnetycznego od
potozenia np. w kierunku z. Jesli nadprzewodnik zajmuje polprzestrzen x > 0

wowczas rozwiazanie rownania (99) ma nastepujaca postacé

S EO dla x <0,
B(x) = . (103)

By e~ %/AL dlaz >0.
Pole magnetyczne wykladniczo zanika w obszarze nadprzewodnika (o ile
natezenie B nie przekracza wartosci krytycznej B.) dlatego nadprzewodniki
sa jednoczesnie idealnymi diamagnetykami. Analogicznie do réwnania (103)

mozna rowniez wykazac, iz gestosé¢ indukowanego w warstwie przypowierzchnio-

wej pradu ekranujacego wynosi

. 0 dla x <0,
Jx) =9 (104)
Jo e F/AL dlaz >0.
Dla nadprzewodnikéw klasycznych gltebokosé¢é wnikania A; przyjmuje zwykle

wartosci z zakresu od 100 A do okoto 1000 A.
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Glebokos¢ wnikania jest ponadto zalezna réwniez od temperatury. Wynika
to z temperaturowej zaleznosci frakeji nadprzewodzacych nosnikéw n = n(T),
ktéra zanika w granicy 7' — 7. Dla izotropowych nadprzewodnikéw wykazano
empirycznie, ze speliona jest w przyblizeniu nastepujaca zaleznosé

)
= amy

W przedstawionym powyzej sposobie rozumowania braci Londonéw nie

(105)

uwzglednione zostaly efekty kwantowo-mechaniczne. Fritz London przedstawit
jednak rowniez schemat uwzgledniajacy takie efekty. W tym celu nalezy przy-
pomnie¢, ze role kanonicznego pedu w obecnosci pola elektromagnetycznego

peni

P=mi+- A (106)

oo

Taki kanoniczny ped powinien mie¢ na srednio wartosé¢ zerowa (p) = 0, z czego

wynika prosty wniosek

@ =—C A (107)

mc

W rezultacie wektor gestosci pradu przyjmuje postac

—ne2 -

j=ne(?) = A (108)

ktora implikuje relacje (101). Nalezy podkreslié, ze przedstawione wyzej

wyprowadzenie jest stluszne jedynie przy wyborze cechowania typu divA=0.
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Fenomenologiczna teoria Ginzburga Landaua

Przejscie ze stanu normalnego w stan nadprzewodzacy (ktore jest przejsciem
fazowym drugiego rodzaju) jest $cisle powiazane z pojawieniem sie parametru
porzadku. W tym konkretnym przypadku ma to zwiazek z kondensacja
Bosego-Einsteina efektywnych kwaziczastek. W 1950 roku Ginzburg i Lan-
dau (GL) zaproponowali wprowadzenie zespolonego parametru porzadku V(1)

o nastepujacych wlasciwosciach

U(r) =0, gdy T' > T,
) (109)
U (i) £ 0 dla T < T..

W bliskim otoczeniu temperatury krytycznej T, warto$¢ bezwgledna |¥(7)|
jest infinitezymalnie mata, dlatego energie swobodna nadprzewodnika F; mozna
wowczas przedstawié¢ kotrzystajac z rozwiniecia wzgledem wartosci F), stanu

normalnego
1
F, :Fn+a|\IJ(F)\2+§bI\I/(F)|4+... (110)

gdzie a oraz b oznaczaja pewne rzeczywiste parametry. Pod nieobecnos¢
zewnetrznych pél parametr porzadku nie powinien zaleze¢ od zmiennych
przestrzennych, dlatego Ginzburg i Landau dodali do powyzszego rozwiniecia
(110) réwniez wyraz proporcjonalny do |VW(7)|, ktéry jest odpowiedzialny za
thumienie przestrzennej zmiany parametru porzadku. W analogii do rownania

Schrédingera wyraz ten mozna zapisa¢ w postaci
L v (111)
—| =1 T
2m* ’
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gdzie m* oznacza mase efektywna.

W obecnosci zewnetrznych pél wyraz "masowy” (111) powinien mie¢ postaé
niezmiennicza na transformacje cechowania. Taki wymdg narzuca nastepujaca
strukture dla wyrazu ” masowego”

1

112
2m* ( )

(ihv - ‘fﬁ(f)) W (7)

gdzie q* jest efektywnym tadunkiem kwaziczastek. Ostatecznie gestos¢ energii

swobodnej mozemy wyrazié¢ jako

1 1
F, = F, +a|U(7)> + b|\11( )|4+W +8—7TB2 (113)

(inv = LA wr

gdzie ostatni czlon opisuje gestos¢ energii pola magnetycznego B = 1ot A.

Gestosé kwaziczastek nadprzewodzacych
[U(7)]* = ny(7) (114)

skonfrontowana 2z faktami doswiadczalnymi prowadzi do nastepujacych

spostrzezen
q- = —2e, (115)
m* = 2m,. (116)

W polu zewnetrznym H catkowita energia swobodna Gibbsa dana jest

wyrazeniem

GU, A] = /dr(FS— éﬁ). (117)

Warunek stabilnosci wymaga aby wielkosé ta (117) byla stacjonarna wzgledem
dowolnych zmian parametru porzadku oraz potencjalu wektorowego A
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—

SG[W, Al

5o =0 (118)
oG Al (119)
§A

W oparciu o rachunek wariacyjny znajdujemy w rezultacie uktad nastepujacych

rownan Ginzburga Landaua

1 * 2
() + YUY + o (zhv - iA(f)) U(F) = 0, (120)
" vy - wve) — () U A= “rotB.  (121)
2im* m*c 4

Ponizej przedstawimy wnioski wynikajace z analizy rownan Ginzburga Landaua

dla kilku reprezentatywnych przypadkow.

Przyktad 1: Przypadek bez zewnetrznego pola A=0

Fly)
l T=71. nomal
T=7_ critical
.JII
< T,
T
Broken Symmetry

W nieobecnosci zewnetrznego pola rozwiazanie jednorodne ma prosta postac
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0 dla stanu normalnego powyzej T,
o = ) (122)
—a/b gdy T < T..
W drugim przypadku zaleznos¢ energii swobodnej od rzeczywistej i urojonej
czesci parametru porzadku przypomina kszalt ”meksykanskiego kapelusza”.

Dotaczony rysunek ilustruje przekroj takiej zaleznosci.

Wartos¢ pola krytycznego wynosi odpowiednio

(H(T))* = 47TC§ (123)

zatem dla b > 0 energia swobodna ma minimum zilustrowane jako punkt w
niebieskim kolorze na powyzszym rysunku. Wedlug oszacowania Ginzburga i

Landaua temperaturowa zaleznos¢ parametru a przyjmuje nastepujaca postac
a(T)=ay(T. = T) gdzie ay = const (124)

zatem

H(T) = JT;T ap (T. —T) (125)

i w podobny sposéb zalezy réwniez koncentracja ng(1") o< (7, — T).

Przyktad 2: Model jednowymiarowy bez pola magnetycznego
Analizujac zaleznos¢ parametru porzadku wzgledem wspolrzednej z mozemy

wyrazi¢ pierwsze rownanie Ginzburga Landaua (120) jako

R d?
2m* @

a¥(2) + b|¥(2)]*¥(z) — U(z) = 0. (126)

Zatézmy, ze W(z) jest funkcja rzeczywista. Jej asymptotyczna warto$¢ wynosi
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U (00) = @ (127)

f(z) = (128)

dla ktorej réwnanie (126) redukuje sie do postaci

R: &
- 2m*|al d2?

f(z) = f(2) + f(z) =0 (129)

Powyze réwnanie determinuje skale przestrzenna zmian parametru porzadku.
Aby zbadaé¢ ten aspekt wygodnie jest wprowadzi¢ tzw. diugo$é koherencyi

Ginzburga Landaua zdefinowana jako

anzq%migw. (130)

Wartosci asymptotyczne f(oo) = 1 oraz f(0) = 0 implikuja, ze funkcja f(z)
jest okreslona réwnaniem

2 2 = ) (1~ £(2)), (131

ktore przyjmuje rozwiaznie w postaci

f(2) = tgh (\/%5) . (132)

Zmiany parametru porzadku zachodza wiec na odleglosciach poréwnywalnych
do dlugosci koherencji . 7 takim zachowaniem zwiazany jest rowniez zanik
pola magnetycznego, ktore jest w stanie wnika¢ do obszaru nadprzewodnika

na glebokos¢ A. Mozna wyrézni¢ dwa odmienne jakosciowo zakresy, w ktérych
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parametr Ginzburga Landaua £ = A\/€ przyjmuje warto$¢ duzo wieksza lub

duzo mniejsza od 1, zaleznie od typu nadprzewodnika.

Przyklad 3: Obszar jednorodnego parametru porzqdku

Przyjmijmy, ze parametr porzadku jest niemal jednorodny, tzn.
U(z) ~ U(0). (133)

Woéwezas drugie réwnanie Ginzburga Landaua (121) okresla prad pochodzacy

od nadprzewodzacych nosnikéw

—

I(r) = — &)

m*c

n*(7) A(F). (134)

Ze wzgledu na fakt, ze m* = 2m, oraz n*(r) = %ns(f') otrzymujemy warunek

- 62

J(r) ==

ns(7) A(7) (135)

MeC
rownowazny fenomenologicznemu réwnaniu Londonow

J) == 5 A, (136)

Glebokos¢ penetracji jest wiec zwiazana z koncentracja nadciekltych nosnikéw

poprzez relacje

e qu:;;*m- (137)

Jako wielko$¢ zespolona parametr porzadku moze by¢ przedstawiony poprzez

amplitude i faze

U(F) = [W(F)| 90, (138)
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Jezeli amplituda jest jednorodna (co ma miejsce w sytuacji, gdy koncentracja
nadciekltych noénikéw jest stala w przestrzeni) wéwcezas gestosé pradu ]( ) jest

zdeterminowana przez argument fazowy, przyjmujac nastepujaca postac

20 qh —ig i _ i —ig[ _ (q*)Q UI2A
I = o ([ iV o — W] wle(~iVe)] - L w2 A
*h *\ 2 .
RN Z CORTTLY, (139)
m*c

W réwnowaznej formie réwnanie (139) mozemy zapisa¢ w postaci

- m*c < he

A+ g7 = 1o Vol) (140)

Przeprowadzimy catkowanie (141) po konturze zamknietym (znajdujacym sie

catkowicie w obszarze nadprzewodnika)

I é - f]{df- Vo (7). (141)

Skorzystajmy z twierdzenia Stokes’a
ddi- A= [[dS-rotA= [[dS-B (142)

oraz tozsamosci

Fdl- V() = ¢ dl- = 27 n, (143)

gdzie n oznacza dowolna liczbe calkowita. Na tej podstawie réwnanie (142)

uzyskujemy wniosek, iz

ﬁ' he

dl- =n — (144)
?{ \‘lf|2 q*

m*c

/dSéJr

Prawa strona réwnania (144) zawiera wilokrotnos¢ tzw. fluksonéw

hc he
Py=— = — 145
0= q* " 2’ (145)
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czyli kwantow strumienia pola magnetycznego. Oznacza to, ze pole magne-
tyczne moze wnika¢ do materialu wytacznie w postaci skwantowanych porcji
strumienia ®j. Wniosek ten jest stuszny rowniez poza zakresem bliskim tem-

peraturze krytycznej T..

Ze wzgledu na wartos¢ parametru Ginzburga Landaua y mozna wyrdznié
nastepujace rodzaje nadprzewodnikow:
typ, gdy x < 1/v2 (czyli € > V/2)),
typ I,  gdy x > 1/v2  (czyli € < V2)).

W  przypadku nadprzewodnikow I-ego rodzaju pole magnetyczne jest
calkowicie ekranowane w zakresie ponizej wartosci krytycznej H.. FEnergia
powierzchniowa jest dodatnia wiec uklady te cechuja sie duza jednorodnoscia.

Nadprzewodniki II-ego rodzaju posiadaja ujemna energi¢ powirzchniowa
dlatego powstaja w nich defekty topologiczne w postaci wirow kwantowych,
gdzie pole magnetyczne czesciowo wnika w obszar materialu. Taki zakres
fazy mieszanej realizuje sie w zakresie pél magnetycznych Hy < H < He.
Wynik ten zostal przewidziany przez A. Abrikosova w 1957 roku oraz potwier-
dzony doswiadczalnie w latach 70. XX wieku. Wiry kwantowe organizuja sie w

charakterystyczna strukture typu heksagonalnego.
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Nadprzewodnictwo ukladéow fermionowych
W klasycznych nadprzewodnikach temperatura krytyczna 7. zalezy od masy

izotopowej M atomow sieci krystalicznej poprzez relacje
T.oc M™“, (146)

gdzie zazwycza] wspotczynnik o ~ 0,5. Taki fakt empiryczny byt cenna
wskazowka, 1z zanik oporu elektronéw pasma przewodnictwa jest (w klasy-
cznych nadprzewodnikach) zalezny od sieci krystalicznej. Taki wplyw sieci krys-
talicznej na uklad elektronowy jest realizowany poprzez oddzialywania drgan

sieci z gazem elektronowym.

1°. Oddziatywanie elektron-fonon

Potencjat oddzialywania elektronu w polozeniu 7; z jonem w miejscu R,

mozna przedstawi¢ w postaci
V(7 — By = V(i — R) = VV (5 — B - [ B — B + . (147)

gdzie ﬁg oznacza polozenie n-tego jonu w stanie réwnowagi. Drugi wyraz
po prawej stronie wzoru (147) opisuje sprzezenie drgan sieci krystalicznej
(fononéw) z uktadem elektronowym.

W reprezentacji operatoréw drugiej kwantyzacji operator oddzialywania

przyjmuje postaé
Vaph =3 S Ul e (ag+al (148)
el—ph q k+q,o ko \71 -q
gdzie ag sa operatorami fononu o pedzie ¢, ¢; ~dotycza elektronéw o pedzie ki
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.. ) I—ph - ) ) ) )
spinie o natomiast U, qe» P" jest elementem macierzowym potencjatu ich wzajem-

nego oddzialywania.

29 Transformacja Frohlicha

Hamiltonian ukladu elektronéw oddziatujacych z fononami
H = f{el + ]A{ph + ‘A/ez_ph (149)

mozna w pierwszym kroku zbadac¢ rachunkiem zaburzeniowym wzgledem cztonu
oddziatywania Vg;_p;. Schemat zaburzeniowy oparty na transformacji unitarne;

zostal opracowany w 1950 roku przez H. Frohlicha [Phys. Rev. 79, 845 (1950)].

A~

Idea ogdlna polega na zastosowaniu transformacji tozsamosciowej U

Hy = Ev
UHy = EUY
UHU ' Uy = EUY
H = B9, (150)

gdzie ﬁ[ — UH Y oznacza przetransformowany hamiltonian zas 1; = U Y jest
przetrasformowana funkcja falowa. Wartosci wlasne sa niezmiennicze dla takiej
transformacji.

Pomijac szczegdly techniczne analizowany tutaj problem sprzezenia mozna

wyelimowaé wybierajac
U=e (151)
gdzie antyhermitowski operator generujacy jest wybrany jako
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S=y 3 Z ¢l ¢ a; — he (152)
q

W powyzszym wyrazeniu wg oznacza zaleznos¢ energii fononéw od pedu zas
jest energia elektronéw mierzona od poziomu Fermiego.

W przetransformowanym efektywnym hamiltonianie H energie elektronéw a
takze fononéw ulegaja renormalizacji. Innym jakosciowo bardzo waznym efek-

tem jest wyindukowanie oddzialywania dwucialowego pomiedzy elektronami
Cr_ 1, (153)

gdzie potencjal efektywnego oddzia lywania ma postac

G = + (Fek (154)
PR (G — G — i ( )

Potencjal odzialywan g; g ma charakter przyciagajacy gdy zakres energii

elektronéw znajduje sie w przedziale o szerokosci wp (tzn. energii Debye’a)
wzgledem poziomu Fermiego.

W rzeczywistosci nalezy uwzgledni¢ réwniez oddzialywania kulombowskie o

potencjale
o2
Veou (@) = 155
Cou(d) Ameg(q? + K?) (155)
gdzie k uwzglednia efekty ekranowania. W zakresie energetycznym
—wp <ep—ep <wp (156)

wyindukowane korekta oddzialtywan dwucialowych moze by¢ dominujaca, o ile

potencjal sprzezenia elekttronowo-fonowego jest odpowiednio duzy.
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Wspbdlczesne metody fizyki teoretycznej umozliwily potwierdzenie wnioskéw
uzyskane przez Frohlicha w oparciu o bardziej wyrafinowane metody, takie
jak: formalizm Eliashberga (stosowalny w zakresie silnych oddzialywan) oraz
niezaburzeniowa procedure ciaglej transformacji kanonicznej.

Dla uproszczenia dalszej analizy przyjmiemy, iz w zakresie okreslonym
warunkiem (156) calkowity potencjal oddzialywan miedzy elektronami charak-

teryzuje sie niemal stala wartoscia ujemna
V;,‘otal = _Ua (157)

ktéra w przyblizeniu wynosi U ~ |UP"? /wp.

39. Problem Coopera

Whplyw oddzialywan przyciagajacych ma diametralne znaczenie dla zachowa-
nia elektronéw w otoczeniu powierzchni Fermiego. Po raz pierwszy wykazal ten
fakt Leon Cooper [Phys. Rev. 104, 1189 (1956)] analizujac problem dwdch elektronéw
oddzialujacych przyciagajaco. Funkcja falowa takich dwéw elektronéw moze

by¢ wybrana w postaci

—
—

CURHED T (158)
k
gdzie wspotczynniki x;: speliaja réwnanie

X/;f/
~=U)y ——F — 159

Energia E ukladu takich dwoch przyciagajacych sie elektronéw wynosi

odpowiednio

E ~2cp —2wp eUP_(fF), (160)
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gdzie p(ep) jest gestoscia standéw elektronowych na poziomie Fermiego. Wynik
(160) wskazuje, iz energia zwiazanych elektronéw jest mniejsza od energii elek-
tronéw swobodnych. Mozna wiec wnioskowaé, ze ,,morze Fermiego jest niesta-
bilne wzgledem tworzenia sie par elektronowych”, ktére nazywane sa obecnie

parami Coopera (o ile proces ten realizuje sie w przestrzeni pedowej).

49, Mikroskopowa teoria BCS

Badania Frohlicha oraz Coopera staty sie waznym krokiem w kierunku opra-
cowania calosciowej teorii nadprzewodnictwa. Mikroskopowa teorie opracow-
ali wspélnie John Bardeen, Leon Cooper oraz Robert Schrieffer [Phys. Rev. 108,
1175 (1957)], ktéra w swoim charakterze jest teoria sredniego pola ale z istotnym
uwzglednieniem pozadiagnonalnego parametru porzadku odpowiedzialnego za
spontaniczne tamanie symetrii cechowania.

Ponizej przedstawiony zostanie zarys teorii BCS dla przypadku elek-
tronéw oddzialujacych potencjalem przyciagajacym —U pomiedzy przeciwnie
skierowanymi spinami i pedami

H=Y (sg—n)é &, -US e & e g b, (161)
k.o kK
W przyblizeniu Hartree-Focka-Bogoliubova wyraz oddzialywan mozne zre-

dukowa¢ do nastepujacej postaci

U Z@, Téig’ DRI UZ@% Téi,;’ DRCEAC (162)
Wprowadzmy nastepnie pomocniczy parametr o wymiarze energii
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A= U%@,; WCia), (163)
kiedy (226) przyjmuje postaé¢ zredukowanego hamiltonianu BCS
Ho Y (ep —p)él e, — (A % e+ h.c.) (164)
Hamiltonian (164) jest $cisle rozwiazywalny kilkoma rownowaznymi metodami.
W obecnej dyskusji postuzymy sie metoda oparta na unitarnej transformacji
Bogoliubova -Valatina diagonalizujecej hamiltonian ukladu.

Idea transformacji polega na zdefiniowaniu pomocniczych operatoréw typu

fermionowego w postaci superpozycji czastki i antyczastki

Fir = uppy +ope (165)

’AYT_;;‘7¢ = —Upliy uge!

iy (166)

w bazie ktorych hamiltonian (164) przyjmuje postaé diagonalna. Warunek an-

tykomutacji (typowej dla operatoréw typu fermionowego) jest uzyskany jezeli
2, .2
w4 =1 (167)

natomiast wymog diagonalizacji sprowadza sie do warunku

A
W rezultacie wspolczynniki okreslone sa jako
1 &
2 k
c=— 14+ == 169
T ( ! Ek) 169
1 &
2 k
c=— |1 - =% 170
T ( Ek) 1)

gdzie
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= /& + A2 (171)

W rezultacie Hamiltonian BCS przyjmuje postaé

H =Y EAL 4; + const (172)
Fo

W  wyrazeniach na wspélczynniki diagonalizacji wystepuje wielko$é A.

Okreslimy teraz rownanie stuzace do wyznaczenia tej wielkosci

i

=Ux ( upvg{Ve Vi) +upvp (g &T ay
i

:UZ(— (frp(Ez) + upvp [1 = fro(ER)])
i

= UZUEUE [1 — 2fFD(EE)] (173)
k

czyli
A B
A = U% 2E;§ [1 - QfFD(E];')} UZ QE* tgh (2/4:BT> (174)

Warto oméwi¢ dwa skrajne przypadki, dla ktorych mozna podac¢ analityczne
oszacowanie rozwiazanie réwnania (174).

a) Stan podstawowy (7" — 0)

W granicy temperatury zera bezwzglednego tangens hiperboliczny przyjmuje

asymptotyczna wartosé¢ +1 zatem

Er
A = = — tgh 1
UZ 2E UZ B, <2I<:BT> (175)
Wprowadzajac gestosc stanéw ... = [ dep(s)... powyzsze rOwnanie daje
U WD 1
L Splen) [ B

/ A2
Up(sp ln( wp + _HUD) (176)
2 Jwh + A2 —wp
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ktére w granicy A < wp implikuje

2UJD

1 ~Up(ep)ln (A) : (177)

W rezultacie warto$¢ A w stanie podstawowym wynosi

A ~ 2wp TR, (178)

b) Temperatura krytyczna T,
Zblizajac sie do temperatury krytycznej od dotu A(T) — 0F. Réwnanie na

przerwe energetyczna

1~ gp(wp) /_WWDD dftgh <2kiTc> (179)

po przecatkowaniu prowadzi odpowiednio do nastepujacego oszacowania

—1

kT, ~1,13wp eVrCr . (180)

Na podstawie (178) i (180) mozemy wiec zauwazy¢, ze dla klasycznych nad-
przewodnikéw wartos¢ A(T = 0) skaluje sie wzgledem temperatury krytyczne;
poprzez relacje

AT=0) 4
kpT. 1,13

= 3,52. (181)

W przypadku nadprzewodnikéw z anizotropowa (tzn. z zalezna od kierunkéw
wektora E) przerwa energetyczna A wartos¢ takiego ilorazu jest nieco wyzsza.
Na przyklad w przypadku anizotropii typu fali d wynosi ona okoto 4.

Stala relacja pomiedzy wartoscia A(0) oraz T, wskazuje, iz temperatura prze-
jscia fazowego do stanu nadprzewodzacego jest (w klasycznych nadprzewod-
nikach) scisle zwiazana z procesem pojawienia sie par fermionowych. Inaczej
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mowiac, temperatura krytyczna T, jest zdeterminowana przez amplitude tzw.
parametru porzadku.

Wiele wspolczesnych danych doswiadczalnych pokazuje natomiast, ze
powyzsze wnioski nie stosuja sie do nadprzewodnikow wysokotemperaturowych.
Aby to lepiej zrozumie¢ zbadajmy charakter wzbudzen jednoczastkowych w
stanie nadprzewodzacym.

W tym celu wyznaczmy prawdopodobienstwo obsadzenia poziomu stanu fizy-
cznego charakteryzowanego wektorem falowym k. Na podstawie transformacji

Bogoliubova Valatina mozna tatwo sprawdzi¢, ze

(b éer) = ((weik + vz, (wede + ved 7))

- u%<’%§{%§¢> + U}%’<’?_E¢f?i;§¢>

= u%fFD(EE) + 1}% [1 — fFD(EE)} (182)

Powyzszy wynik (182) sugeruje, ze u% jest amplituda (prawdopodobienstwem)
obsadzenia przez czastki stanu energetycznego o energii - natomiast v% doty-
czy odpowiednio prawdopodobienistwa obsadzenia dziur (czyli pustych standw).
Widmo dopuszczalnych wzbudzen dla stanu opisanego wektorem ki dowolnej
energii w moze wiec by¢ przedstawione jako superpozycja stanéow czastkowych

i dziurowych

Alk,w) = u2d(w — E;) + v3d(w + Ey) (183)
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Dotaczony rysunek ilustruje charakterystyke widma wzbudzen stanu nad-
przewodzacego (183) préwnujac je z widmem stanu normalnego. Zauwazmy

nastepujace charakterystyczne cechy:

a) w zakresie energetycznym —A < w < A wokdl energii Fermiego (tutaj

oznaczonej jako w = 0) wzbudzenia jednoelektronowe sa wzbronione,

b) poza przerwa energetyczna (tzn. dla energii |w| > A) wzbudzenia

czastkowe sa splatane z dziurowymi.

Obie wiasciwosci sa konsekwencja faktu, iz w obecnym zagadnieniu role efektyw-
nych kwaziczastek pelia obiekty (nazywane bogoliubonami) zdefinowane w
transformacji Bogoliubova Valatina. Manifestuje si¢ to rowniez w strukturze

funkcji falowej stanu podstawowego, ktory jest okreslony w nastepujacej postaci

o4



IBCS) = 1;[ (ug + vgek.e' ) vac) (184)

gdzie |vac) oznacza stan prézni.

59. Porzadek dalekozasiegowy zasiegu

Wraz z pojawieniem sie niezerowej warto$ci przerwy energetycznej A jest
powiazany bardzo wazny fakt, dotyczacy dalekozasiegowych korelacji pomiedzy
elektronami. Ma to zasadnicze znaczenie dla kolektywnego zachowywania sie
elektronow w stanie nadprzewodzacym.

Aby przekonaé sie o obecno$ci uporzadkowania dalekozasiegowego rozpa-

trzmy nastepujace dwie wielkosci srednie (w sensie statystycznym)

(elF)en(m)) = x eI [l o (By) + v frp(— By)] (185)

(el (7)) = X e Py [ fon(By) — fro(—Ey)] (186)

—

Nawet w granicy limz _s|_, obie wielkosci $rednie (185,186) przyjmuja rézna

od zera wartosé¢ | W szczegdlnosci przypadek (186) implikuje

lim <é$(f1)aj<f2)> £0, (187)

|71 — 72| =00
co swiadczy o niezanikajacym (w przestrzeni polozeniowej jak réwniez wzgledem
czasu) skorelowaniu ruchu elektronéw i dziur. Taka wielko$¢ nazywa sie poza-
diagonalnym parameterm porzadku ODLRO (off-diagonal long range order).
Dalsza istotna konsekwencja porzadku pozadiagonalnego jest réwniez mecha-
nizm Higgsa odpowiedzialny za zjawisko Meissnera (problem ten dyskutowany

jest w oddzielnym rozdziale).
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W zwiazu z uporzadkowaniem dalekiego zasiegu przerwa energetyczna A
jest niekiedy zargonowo nazywana parametrem porzadku. Jest to w pelni
uzasadnione dla nadprzewodnikow klasycznych, ktorych temperatura przescia
T. < A. Zupemie inna sytuacja ma miejsce w nadprzewodnikach wyskotempe-
raturowych, gdzie przerwa energetyczna nie zanika nawet w duzym zakresie
temperatur powyzej T.. Pary elektronowe tworza sie w przestrzeni rzeczywistej

dlatego sens parametru porzadku moze by¢ wéwczas zdefiniowany poprzez
(ehaéhy) = x]e”, (188)

gdzie m oraz n oznaczaja polozenia 7,, 7, sasiednich weztéw sieci krystalicznej,
za$ amplituda | x| parametru porzadku (188) determinuje przerwe energetyczna.
Istnieje przekonanie, ze temperatura krytyczna nadprzewodnikéw wysokotem-
peraturowych charakteryzuje warunki ustalenia sie koherencji (zgodnosci) fa-
zowej par elektronowych. Inaczej moéwiac, powyzej 1. faza ¢ parametru

porzadku staje sie chaotyczna dlatego zanika uporzadkowanie dalekiego zasiegu.
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Opis zagadnienia nadprzewodnictwa w ujeciu
formalizmu calek po trajektoriach

Termodynamiczne wiadciwosci uktadu fizycznego opisanego arbitralnym
hamiltonianem H moga by¢ jednoznacznie okreslone w oparciu o znajomos¢

wielkiej sumy statystycznej
7 = Tre A(H-1N)
=3 (n|e TN) [ (189)

gdzie 8 = (kgT)™!, za$ |n) oznacza zestaw funkcji stanowiacych baze
zupelna opisywanego problemu. Zazwyczaj jako baza wybierana jest reprezen-
tacja liczby obsadzen. Zamiast takiego wyboru mazna jednak postuzy¢ sie
(nadzupema) baza tzw. stanow koherentnych zdefinniowanych jako wektory

wlasne operatorow anihilacji i kreacji pol fermionowych

cly) =v|v), (190)

(Wl = (] . (191)

W powyzszych wyrazeniach (190,191) wielkosci ¢ oraz ¢ sa liczbami Grass-
manna spelniajacymi wlasciwosci antykomutacyjne.

Wyznaczenie wielkiej sumy statystycznej (189) w oparciu o formalizm stanéw

koherentnych |¢) oraz (1| sprowadza sie do calkowania po zmiennych grassman-

nowskich

7 = [ dipdvpe =00 Y (] ) (6] e PN [y (192)
gdzie czynnik e~ 2 iy kompensuje nadzupelmos$é¢ bazy stanéw koherentnych.

Po elementarnych przeksztalceniach suma statystyczna (192) wyraza sie jako
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Z = [ D(d,p)e (193)

gdzie dziatanie euklidesowskie S jest zdefiniowane przez

Sk 0] = [ dr [00,0 + H(b,0) — pN (D, )] (194)

z formalnym oznaczeniem
_ oM
D(,¢) = i 11;11 dip;di; (195)

i fermionowymi warunkami brzegowymi 1(3) = —(0), 1(8) = —1(0).
Catkowanie wzgledem urojonego czasu 7 = it wygodnie jest wykonaé

przechodzac do wspolrzednych Fouriera

Y(1) = \/_ 3 e T (i, ) (196)

Wy,

(1) = \/— > e T (iwy) (197)

Wy,
7z fermionowymi czestoéciami Matsubary w, = (2n+1)787! ze wzgledu na
warunki antyperiodycznosci wzgledem 7. Przy pomocy takich wspotrzednych

uzyskujemy wowczas

[ drio = [ dr [ fZeWwwn)] [ TG i)

Wy, Wy,

- X 3 /O dr (—iwp) € m (i, o (i, ). (198)

Wy, W,

Tozsamos¢ matematyczna

L /8 H(Wn—wWm )T

5 | drettrment =5, , (199)
implikuje nastepnie, ze
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l/ drdp = 3 (—iwy) U (iw, )1 (iwp). (200)

Wy,

Podobnie mozna wprowadzi¢ transformaty Fouriera dla hamiltonianu oraz
cztonu N (1, v) uzyskujac w rezultacie dzialanie o nastepujacej strukturze

h2V2

2m

S[, ] = /dr [ T W) (—iwn — 1 — ) V(7 iwy) + Vil 0] (201)

gdzie Vj,; jest wyrazem opisujacym oddzialywania dwucialowe.

Problem analizy stanu nadprzewodzacego sprowadza sie do zbadania wpltywu
oddziatywan. W praktyce interesuje nas efektywne oddzialywania o charaketrze
przyciagajacym, ktére moze by¢ indukowane wymiana fononéw, magnonéw lub
innych bozonowych czastek posredniczacych. Prowadza one do powstawania
par, ktore zachowuja sie w sposob kolektywny. Jako nietrywialna ilustracje

rozpatrzmy przypadek efektywnego potencjalu punktowego
Ur—7)=—gdé(F—7) (202)

gdzie g > 0 oznacza amplitude potencjatu sit przyciagajacych. Hamiltonian

#v2 )A

— g [ Al (P (Pe, e (203)

2m

ﬁ:g/&@@(—
g
w reprezentacji stanéw koherentnych prowadzi do dziatania

ﬁw

S0 = [ dr [ dr [z o7, 7) (aT — - ) 0o (7, 7)
) &T(ﬁ T)@Z_)i(f’a T)%(ﬁ 7)¢T(Fv T)] (204)

Gléwny problem w analizie dziatania (204) wynika z obecnosci wyrazu od-
dziatywania (quartic term), ktory jest niecalkowalny. Czlon ten mozna scisle
wyeliminowa¢ wprowadzajac pomocnicze pola typu bozonowego. W kontekscie
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zagadnienia nadprzewodnictwa tego typu pomocnicze pole bozonowe moga by¢
zdefiniowane w kanale parowania poprzez nastepujaca transformacje Hubbarda-

Stratonovicha

69 f dr f df’(/?j\(77,7')1;1'(F,T)¢J{(F,T)Z/JT(F,T)

— /D [A, A} 6—fdedF[%|A(7?7T)|2—A(FJ)1/)¢(FJ)¢¢(F,T)—A(ET)%(F?T)%(FJ)]’ (205)
gdzie
DA A] = N (206)
’ 271g

Po zastosowaniu transformacji Hubbarda-Stratonovicha dzialanie (204) re-

dukuje sie do caltkowalnej postaci biliniowe;j
210,09, = [ D (A, A, ) e S8A0Y] (207)

gdzie

_ _ 3 I h*V? . I
SIAA ) = [Cdr [dif | S de(F7) (8 = p— )wa<r,7>+gm<r,r>1

- A(ﬁ 7)%(777 T)¢T(Fv T) - A(f; T)&T(Fa T)&i(ﬁ 7)} : (208)

Dodatkowym kosztem jest jednak konieczno$é¢ uwzglednienia bozonowego pola
parowania A(7, 7).

Dla bardziej zwartej zwartego zapisu wprowadzmy spinorowa notacje Nambu

U= (Pr,9) (209)
¥ = %T (210)
Uy

Przy takim oznaczeniu uzyskujemy, ze
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0 A

Apyihr + Apppy =0 | v (211)
A0
oraz
_ . _ | O+ h(7) — p 0
> o (0r — p— (7)) the = W v (212)
7 0 O — h(F) = p
gdzie h(r) = h;ZQ oraz wykorzystaliSmy calkowanie przez czesci dla

fermionowego pola spinéw o =|. Reasumujac, dzialanie (208) przyjmuje

nastepujacy skrotowy zapis

S[A, A, Y] =
_ O; + h(r) — —A A7 7))

[dr [ di {9 (7, 7) (_) : U(7,7) + 1AETE (213)

~A 8, — h(7) + g
Zdefiniujmy teraz dodatkowo operator

-1
O- + h(r) — —A
G(F.7) = () = n (214)

~A Oy — h(F) + p
ktory w kwantowej teorii pola ma sens jednoczastkowej funkcji Greena. Suma

statystyczna moze byé¢ wéwcezas zapisana jako
X AT A AT o Jdr [ REE (G () u )|
ZIA A0, 9) = [ D(A, A, ¢)e z e EIRET] (215)

Obecna biliniowa posta¢ (215) mozna $cisle wycatkowaé¢ wzgledem zmiennych
grassmannowskich. Dla przejrzystosci przejdzmy ponadto do wspoitrzednych
pedowych k (zamiast polozeniowych 7) oraz czestosci Matsubary iw, (zamiast
czasu urojonego 7). Jako pouczajacy przyklad rozpatrzmy przypadek statycz-
nego, jednorodnego pola bozonowego
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A(F,7) ~ Ao, (216)

ktory jest okreslany jako tzw. przyblizenie punktu siodlowego. Uwzgledniajac

tozsamosé

[ dr [ di¥ (7 )G (7 )W (7 7)

- - an - f]g AO -
=B S U(k, iw,) . U (k,iw,) (217)
wn | Ay iwy, + &
gdzie & = R k2 /2m — p, otrzymujemy ostatecznie
_ |A[* uE
Z =expy——— + In detG™ " (k, iwy,) (218)
g

Symbol wyznacznika dotyczy w obecnym zapisie zaréwno wspolrzednych

pedowych IZ, Matsubary iw, oraz spinoréw Nambu. Oznacza to, ze

detG ! (k,iw,) = A7 3 [(iwn)® — €2 — |Ag[*]

Wy ko
=7 Y [(iwn)® — B, (219)
W L
gdzie
R2k2 2 )
B - J (Qm—u) + 1A (220)

jest charakterystyczna zaleznoscia dyspersyjna kwaziczastek w teorii BCS.
Przejscie do termodynamiki odbywa sie poprzez przyporzadkowanie energii

swobodnej wedlug nastepujacej standandardowej relacji
Z =e " (221)

Warunek stuzacy do ustalenia statycznej i jednorodnej wartosci pola parowania
A(7, 7) = Ay okreslimy minimalizujac energie swobodna wzgledem A
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OF

or 222

Wyznaczajac pochodna energii swobodnej

- (—A“AO > 67 Y In(iw, ) —E,%})

0N, OA &
A » Ay
B _? * Z p Mzn wi + B2
— +Z t h( E* ) (223)
- 2E~ S\ 2k, T

uzyskujemy znane rownanie teorii BCS na przerwe energetyczna

—gz tgh< By > (224)

2L} 2kpT

Wymierna korzyscia wynikajaca z formalizmu calek po trajektoriach jest
stosunkowo tatwa mozliwosé wyjscia poza schemat sredniego pola (czyli
rozwiazanie punktu siodtowego). W tym celu mozna uwzglednia¢ wptyw fluktu-

acji pola parowania wzgledem statycznej i jednorodnej wartosci 4. Zakladajac,

iz fluktuacje te sa niewielkie mozemy napisaé
A(r,7) = Ag+ dA(r, 7) (225)

i nastepnie rozwinaé energie swobodna wzgledem fluktuacji JA(7, 7) do dowol-
nej potegi. Na ogol analiza wplywu fluktuacji kwantowych staje sie dos¢
skomplikowana dlatego tego typu postepowanie jest zwykle wykorzystywane
do dyskusji fluktuacji kwadratowych (tzw. poprawek gaussowskich).

Nie mniej jednak zwréémy uwage, iz formalnie wyrazenie na dziatanie (213)
jest Sciste i ten aspekt jest rowniez cenny w sytuacjach, gdy zachodzi koniecznos¢
badania nadprzewodnictwa w uktadach z silnym potencjalem oddzialywan
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parujacych. Sformulowanie catek po trajektoriach jest wiec bardzo pomocne
w kazdej probie wyjscia poza ograniczenia przyblizenia Sredniego pola. Jest
to miedzy innymi wykorzystywane w numerycznych procedurach kwantowych

symulacji komputerowych (QMC).
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Faza Wilczka

Zjawisko tworzenia sie par i ewentualnej nadcieklo$ci/nadprzewodnictwa
czastek typu fermionowego nie jest ograniczone jedynie do ukladow elek-
tronowych w materii skondensowanej. Realizuje sie¢ ono réwniez wérod nuk-
leonow (w fizyce jadrowej) w uktadach ultrazimnych atoméw (w fizyce atom-
owej i sieciach optycznych) a takze pomiedzy kwarkami (w subjadrowej fizyce
opisanej chromodynamika kwantowa).

Jako szczegdlny 1 dos$é egzotyczny wariant stanu nadprzewodzacego /nad-
cieklego przeanalizowany byl przypadek, gdy parujace fermiony bardzo
znacznie roznia sie masami. W materii kwarkowej taka sytuacja moglaby
mie¢ miejsce na przyklad dla mieszaniny lekkich kwarkéw w i ciezkich
kwarkow s. W ultrazimnych gazach atmowych moglaby by¢ realizowana dla
mieszaniny lekkich atmoéw °Li i ciezkich atoméw #°K. Nietypowe cechy tego
typu stanu nadcieklego/nadprzewodzacego przeanalizowali Frank Wilczek ze
wspolpracownikami [Phys. Rev. Lett. 90, 047002 (2003)].

7, formalnego punktu widzenia problem nadprzewodnictwa moze w dalszym
ciagu opisa¢ hamiltonianem typu BCS

H= > Y (ef—w) élgﬂé,;ﬂ 9> é%AéT_E’Bé_E/’BéE,’ " (226)

i 0=AB i
gdzie role liczby kwantowej o odgrywaja dwa rodzaje fermionéw o dpowiednich
(rézniacych si¢) masach my oraz mp. W pierwszych pracach Franka Wilczka

na ten temat (w kontekscie kwarkow s i u) rozpatrzono szczegolna sytuacje,

gdy ma <mpips > pp.
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Fermion

Ze wzgledu na rézne pedy Fermiego dla czastek lekkich pi oraz ciezkich p2
problem tworzenia par staje si¢ skomplikowany. Gdyby pary byly tworzone
z poszczegolnych powierzchni Fermiego, to catkowity ped par musiatby by¢
rézny od zera. Taki wariant (stan Larkina Ovchinnikova Fulde Ferrella) jest
bardzo stabo stabilny. Innym potencjalnym wariantem zaproponowanym przez

F. Wilczka byt stan podstawowy typu

|gr. state) = #H (UE—'_UE%,A&T—E,B) qH éT]-é’B lvac) . (227)
|k‘§kA |/€‘>kA

Lekkie fermiony z otoczenia powierzchni Femiego |l€| ~ k# lacza sie w tym
przypadku w pary o calkowitym pedzie zero (podobnie jak w standardowej teorii
BCS) przy wspétudziale ciezkich fermionéw, ktére znajduja sie ponizej swojej
powierzchni Fermiego. Ze wzgledu na parowanie stanéw potozonych gteboko po

powierzchnia Fermiego okreslono taki stan jako tzw. interior superfluidity.
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Mechanizm Andersona Higgsa
Na bardzo istotna konsekwencje spowodowana pojawieniem sie parametru

porzadku
A7, 1) = |A(F, 1) e (228)

zwrécit uwage P.W Anderson. Amplituda |A(7,t))| znajduje odzwierciedle-
nie w przerwie energetycznej (mierzalnej za pomoca takich doswiadczalnych
tunelowania jak STM, ARPES) natomiast faza ma znaczenie dla przeptywu
ladunku (w postaci superpradéw) jezeli nadprzewodnik umieszczony zostanie
w zewnetrznym polu elektromagnetycznym ff(ﬁ t).

Ukiad elektronowy umieszczony w polu elektromagnetycznym doznaje
wplywu pola, co efektywnie modifikuje operator energii kinetycznej do

nastepujacej postaci
. 1 S 2
. — T A'i‘ —\ s . — A —\
T = /drzg: 2mcg(7“) [ A% eA(r,t)] o (7)) (229)

Czlon ten jest oczywiscie niezmienniczy ze wzgledu na transformacje cechowania

Eo(F) — €0 ¢ (7) (230)

éL(F) — e &l (p) (231)
. . h

A7, 1) = A7) + V(). (232)
(&

Cechowanie ma jednak réwniez wplyw na parametr porzadku, ktéry na

poziomie mikroskopowym moze by¢ zdefiniowany jako

A7) = U (e (r)ép(r)) (233)



Uwzglednienie transformacji cechowania prowadzi do
A(F) — %) A(7), (234)
czyli faza parametru porzadku ulega przeskalowaniu do

¢(r) = o(7) + 2a(7). (235)

W oparciu o standardowe wyrazenie na gestos¢ pradu mozmy zauwazyé, ze
gradient fazy V¢(r) implikuje powstawanie superadéw. Daje to dodatkowy

wktad do energi swobodnej
F,=F, +/d*ps (Vo(i)?, (236)

gdzie ps oznacza tzw. sztywnos¢ fazowa. Taki dodatkowy wyraz nie jest niestety
niezmienniczy na transformacje cechowania. Energia swobodna transformuje sie

w nastepujacy sposéb:

— B+ [drY (,af(f) _ hvw))?, (237)

: 2
gdzie Q = (2€)” ps/h*.
Poniewaz F), jest niezmiennicze na transformacje cechowania wiec mozna

przedefiniowa¢ potencjal wektorowy pola elektromagnetycznego do postaci
A7 t) = AP, t) — —Va(F). (238)

Z chwila jednak gdy parametr porzadku (Scislej méwiaz faza parametru

porzadku) jest ”potkniety” dochodzi do wygenerowania wyrazu ”masowego”
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4 2 s [ = 2
F=Fot i~ h (A(F, t)) | (239)

Taki wyraz masowy jest odpowiedzialny za efekt Meissnera zas odwrotnosé
parametru sztywnosci fazowej bezposrednio okresla gitebokos¢ wnikania pola
magnetycznego.

Pod wzgledem formlnym bardziej szczegdlowe omowienie wspomnianego tu-
taj mechanizmu Andersona Higgsa mozna znalezé np. w rozdz. 4.4 monografii:

John W. Negele and Henri Orland, Quantum Many-Particle Systems Perseus
Books, Reading (1998).
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Przejscie od stanu BCS do BEC (crossover)

Nadprzewodnictwo czastek typu fermionowego jest zagadnieniem, ktore do
chwili obecnej stanowi jeden z gléwnych nurtow badan fizyki. Poza réznymi
(egzotycznymi) mechanizmami odpowiedzialnymi za efektywne oddzialywania
przyciagajace zainteresowanie wzbudza rowniez problem ewolucji stanu uktadu,
gdy potencjatl sil przyciagajacych zmienia sie od infinitezymalnie malych do
bardzo duzych wartosci. Na pierwszy rzut oka tak postawione zagadnienie
wydaje sie czysto abstrakcyjne. Dzieki jednak rozwojowi technik chlodzenia i
wykorzystaniu rezonanséw Feshbacha do atoméw typu fermionowego (w prak-
tyce najczedciej potasu K i litu °Li) mozna za pomoca pola magnetycznego
kontrolowaé¢ i w dowolny sposéb zmienia¢ warto$¢ potencjatu efektywnych od-
dzialywan. Tym samym szereg teoretycznych przewidywan moze by¢ teraz
poddane weryfikacji.

Dla glebszego zrozumienia postawionego wyzej problemu wykorzystajmy
modelowy hamiltonian w postaci

g N 4ot A
H = Z <5k - /L) i oCho ™ U ; CoaCli Copi Gt (240)
ko R

i zalozmy, ze oddzialywania przyciagajace dotycza wszystkich fermionéw w
ukiadzie. Jako pomocna skale energetyczna wprowadzmy energie Fermiego,

ktora dla tréjwymiarowego gazu swobodnych czastek wynosi

h?

- (37°n)° = kT, (241)

Erp =

gdzie n oznacza calkowita koncentracje fermionéw o spinie 171 |. Analogicznie
mozna wprowadzi¢ promien kuli Fermiego
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Wl

kr = (37°n) (242)

jako skale poréwnawcza dla pedéw czastek. Potencjal oddzialywan wyrazimy
natomiast poprzez tzw. dlugosé¢ rozpraszania a zdefiniowana w nastepujacej

relacji

2
- 2t (243)
m

1°. Granica BCS

Jako punkt wyjsciowy przedstawimy najpierw rozwiazanie w granicy matego
potencjatu U, czyli w sytuacji opisywalnej mikroskopowa teoria BCS. W granicy
stabych oddzialywan przyciagajacych morze Fermiego traci stabilnos¢ z powodu
powstawania par (tzw. par Coopera).

Wedlug oszacowania teorii BCS dopuszczalne wzbudzenia energetyczne elek-

tronéw maja posta¢ Ejp = \/ (eg — 1) + A2, gdzie przerwa energetyczna jest

zdefiniowana jako

A=UYe g é,)- (244)

—

k
Wyznaczenie przerwy energetycznej (244) oraz podobnych usrednionych
statystycznie wielkosci wymaga catkowania po wszystkich stanach pedowych.
Aby calkowanie bylo dobrze okreslone (nierozbiezne) konieczne jest doko-
nanie tzw. regularyzacji. Pod wzgledem technicznym watek ten mozna ujac

wprowadzajac zrenormalizowany potencjal U

1 m /(d/:: m (245)

U 4nia ) @n)3 B2k
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wynikajacy z niskoenergetycznej granicy dwu-cialowej macierzy 1'. Rozbieznos¢
jest wéwezas usunieta poprzez narzucenie obciecia catki do granicy gornej (tzw.
ultraviolet cutoff).

W rezultacie teoria BCS dla stanu podstawowego daje nastepujacy warunek

na przerwe energetyczna

m dk m 1
_ _ 24
4mth’a / (2m)3 (h2k2 QEE)’ (246)

zas potencjal chemiczny jest okreslony réwnaniem

n=[ (2{23 (1 - Zj;) . (247)

W przypadku stabych oddzialywan i dla odpowiednio duzej koncentracji

fermionéw potozenie potencjalu chemicznego jest w przyblizeniu réwnowazne
energii Fermiego u ~ ep. Oszacowanie przerwy energetycznej dla stanu pod-

stawowego w granicy BCS daje

8 _m
A ~ g Ep e?re (248)

gdzie w tym wypadku e ~ 2,71. Tempratura krytyczna (czyli temperatura,
ponizej ktérej pojawia sie niezerowa przerwa energetyczna) wynosi wowczas

odpowiednio
T, ~ 0,28 Tp e%ra. (249)

Fakt, iz przerwa energetyczna jest zancznie mniejsza od energii Fermiego
sprawia, ze pedowy rozkltad czastek n; przypomina w takich warunkach funkcje

schodkowa 0(kp — k) z nieznacznym rozmyciem wokdét promienia Fermiego.
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29, Granica BEC

Sytuacja fizyczna ulega jakosciowej zmianie, gdy rozpatrujemy granice sil-
nego oddziatywania U (lub ewentualnie przypadek bardzo malej koncentracji
fermionéw). Zwiekszajac U (lub zmniejszajac n) potencjal chemiczny okreslony
warunkiem (247) stopniowo obniza swoje polozenie wzgledem energii Fermiego.
Przy odpowiednich warunkach jego polozenie wypada ponizej dostepnych
pozioméw energetycznych fermionéw. Przypadek p ~ 0 (tzw. granica uni-
tarna) jest bardzo trudny do analizy zajmiemy sie wiec ekstremalnym przypad-
kiem, gdy poziom chemiczny jest znacznie ponizej dna pasma energetycznego

fermiondw.

Uwzgledniajac dostepne wzbudzenia energetyczne B = \/ (g — n)? +A? ~

V12 + A? role efektywnej przerwy w widmie spelnia wéwczas

Agop = V12 + A2, (250)

Poziom chemiczny w granicy BEC mozna w przyblizeniu utozsamia¢ jako

polowe energii wiazania sparowanych molekut

h?
~ _ 251
dlatego
16
A ~ . 252
e < < (252)
Efektywna przerwa energetyczna w widmie wynosi wiec ostatecznie
R 3amh*n
Agap = : 253
9% 9ma? m (253)
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Pedowa dystrybucja fermionow, ktora dla stanu postawowego jest dana przez
znany wzor teorii BCS n; = 2@% =1- %, przyjmuje zaleznosé
k

4(kpa)3
— . 254
" 3m(1 + k%a?)? (254)

W granicy BEC n; asymptotycznie dazy wiec do zaleznosci typu 1/ k4, ktéra w
diametralny sposéb odréznia sie od wiasciwosci granicy BCS.

7 fizycznego punktu widzenia rozpatrywany tutaj przypadek bardzo duzej
energii oddzialywan parujacych prowadzi do powstawania ciasno zwiazanych
par. Tworzenie sie par samo w sobie nie gwarantuje, ze w ukladzie powstanie
stan nadprzewodzacy /nadciekty. Warunkiem koniecznym do zaistnienia takiego
stanu jest kondensowanie ciasno zwiazanych par. Aby akresli¢ jaki wplyw na
temperature kondensacji ma potencjal parowania mozemy zauwazy¢, ze masa
efektywna par jest proporcjonalna do U (mobilnos¢ par jest tym trudniejsza im
ciasniej sa zwiazane ze soba fermiony). Z tego powodu temperatura krytyczna
monotonicznie maleje ze wzrostem potencjatu U. Bardziej szczegélowa analiza

teoretyczna oszacowuje, ze

T, ~ exp [ Up_(;)] . (255)

3°. Cechy uniwersalne

Powyzej zarysowana analiza wykazala jakosciowo odmienne wlasciwosci
stanu nadprzewodzacego/nadcieklego w granicach BCS (dla stabego potencjatu
parujacego U) i BEC (gdy powstaja ciasno zwiazane pary, ktére moga ewen-
tualnie kondensowa¢ w sensie Bosego-Einsteina). Owe cechy charakterystyczne
stopniowo przechodza jedne w drugie wraz ze zmiana wartosci potencjatu U.
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Zagadnienie ciaglej ewolucji (w terminologii anglojezycznej okreslanej jako
BCS to BEC crossover) bylo analizowane przez szereg znakomitych fizykow.

Historycznie rzecz ujmujac, istotny wkiad do tego rodzaju badan wniesli:

1) D. Eagles [Phys. Rev. 186, 456 (1969)]
Jako pierwszy wskazat na mozliwosé parowania bez koniecznosct nadprze-
wodnictwa w uktadach o bardzo matej koncentracyi elektronow.

2) A.J. Leggett [, ,Modern trends in the theory of condensed matter”,
Springer-Verlag, Berlin (1980)]
Wykazat identyczno$é funkcji falowey stanu podstawowego BCS z fuknciq
falowq skondensowanych molekut dwuatomowych.

3) P. Nozieres, S. Schmitt-Rink, [J. Low Temp. Phys. 59, 195 (1985)]
Wyznaczyli zaleznosc T, od potencjatu U stosujac przyblizenie macierzy T'.

4) R. Micnas, J. Ranninger, S. Robaszkiewicz,
[Rev. Mod. Phys. 62, 113 (1990)]
Wprowadzili  pojecie "niekoherentnych par” dla nieskondensowanych
ciasno zwiqzanych par i roinymi metodami wyznaczyli diagram fazowy
uktadu wzgledem temperatury i U.

5) Sa de Mello, M. Randeria, J. Engelbrecht [Phys. Rev. Lett. 71, 3202 (1993)]
Sformutowali problem przejscia od stanu BCS do BEC za pomocq formal-

1zmu catek funkcjonalnych.

Jednym z powazniejszych idei stymulujacych badania problematyki crossover

byta praca A. Leggetta, ktéry wykazal podobienstwo funkcji falowej BCS

I6)



BCS) = I (uz + vgel el 1, ) [vac) (256)
k

do funkcji falowej kondensatu Bosego-Einsteina ciasno zwiazanych molekut
dwusktadnikowych (np. lokalnych par elektronowych lub di-atomowych stanéw

molekularnych). Dla kondensatu dziatanie operatoréw czastek jest rownowazne

domnazaniu przez liczby zespolone by ~ by oraz ZA)ES ~ by, dlatego funkcje IV, = %
skondensowanych par (gdzie N oznacza liczbe fermionéw tworzacych pary)

mozna wyrazi¢ w postaci

IBEC) = exp ({/N,b) |vac) (257)

Szczegodlnie klarowne uzasadnienie struktury (257) jest mozliwe we ujeciu
funkcjonalnym, odwolujac sie do bozonowych stanéw koherentnych.

Z doktadnoscia do czynnika normujacego mozna pokazaé, ze funkcja (256)
jest identyczna z funkcja (257) jezeli dla wspélczynnikéw wuj, wup teorii BCS

uzyjemy nastepujacego podstawienia

N
vp = ——L—, (258)
1+ N,
1
up = ————. (259)
1+ N,

Analiza zagadnienia crossover jest w ostatnich latach nadal kontynuowana przy

cennym wykorzystaniu metod opartych na symulacjach numerycznych.
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