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PROGRAMOWANIE ROWNOLEGLE

CHARAKTERYSTYKA ILOSCIOWA ALGORYTMOW

Przez algorytm réwnolegty (AR) rozumiemy pewna liczba odrgbnych algorytméw
obliczeniowych, ktére moga by¢ wykonane jednoczesnie.

Oceniajac algorytm réwnolegty nalezy uwzgledni¢ oprécz rozmiaru danych n dodatkowy
parametr jakim jest liczba procesoréw p.

Przy ocenie algorytmu bierze si¢ pod uwage takie jego cechy jak

ztozono$¢ czasowa i pamigciowa
przyspieszenie

koszt algorytmu

efektywnos$¢ wykorzystania procesoréw
ztozono$¢ komunikacyjna

przeno$nosc
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CHARAKTERYSTYKA ILOSCIOWA

Z1.0ZONOSC CZASOWA

Zaktadamy, ze algorytm réwnolegly (AR) rozwiazuje problem Z o rozmiarze n i korzysta z p
procesorow. Ztozonos$¢ czasowa (pesymistyczna) algorytmu jest

T(p,n) = sup {1(p,d)}

deD,

gdzie
m #(p,d) = liczba krokéw obliczeniowych wykonanych dla zestawu danych d

m p = liczba procesoréw

m D, = zbidr zestawéw danych wejsciowych o rozmiarz n
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CHARAKTERYSTYKA ILOSCIOWA

PRZYSPIESZENIE AR

T*(1,n)

S = )
Tutaj T%(1,n) jest ztozonoscia czasowa najlepszego algorytmu sekwencyjnego. Ogélnie
T*(1,n) < T(1,n). R6wno$é zachodzi tylko w przypadku gdy AR jest “kopia” algorytmu
sekwencyjnego i nie ma komunikacji migdzy procesorami.
Maksymalne przyspieszenie jest réwne p, bo S(p,n) < p.
Na ogét T(1,n) > T*(1,n).
S() jest miara korzysci, ktéra osiaga sie dzigki obliczeniom réwnolegtym.
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Ztozonosé T(1,n) wyraza sig przez ztozonosé czgsci sekwencyjnej algorytmu 7°(1,n) i
réwnolegtej T"(1,n). Przy tym

T(1,n) = T°(1,n) + T"(1,n)

Koniecznos¢ obliczen sekwencyjnych przy realizacji AR wynika z zaleznosci danych.
Przyktad:
x=a+b; y=cxx; — sekwencyjne

x=a+b; y=cxd, — réwnolegte

Przy zatozeniu, ze T*(1,n) da si¢ réwnomiernie rozdzieli¢ miedzy p procesoréw (zazwyczaj
niemozliwe), dostaniemy

:T*(l,n) < T5(1,n)+T"(1,n)

SO = Fiom) S T+ T (L) jp+ T (oon)

gdzie T°(p,n) oznacza dodatkowa ztozono$é wynikla z organizacji obliczeri réwnolegtych
(komunikacja) oraz op6Znien.

T°(p,n) zazwyczaj rosnie wraz ze wzrostem p, ale 7"(1,n) /p maleje i zachowanie S(p,n) jest
takie, ze S najpierw rosnie z p a potem maleje (przy statym rozmiarze problemu n).
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CHARAKTERYSTYKA ILOSCIOWA
KoszT AR

Koszt AR
C(p,n) =pT(p,n)

Koszt jest liczba “krokéw” jaka wykonuja wszystkie procesory, realizujac AR.

Koszt organizacji obliczen jest réwny réznicy kosztu obliczen i ztozonosci najlepszego AS
(sekwencyjnego)
C°(p,n) =pT(p,n) —T*(1,n)

(= operacje nadmiarowe, puste, bezczynno$¢ procesorow, koszt odwotan do pamigci wspélnej)
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CHARAKTERYSTYKA ILOSCIOWA

EFEKTYWNOSC WYKORZYSTANIA PROCESOROW

Spin) _ T*(1,n)
p pT(p.n)
Maksymalna warto$¢ efektywnosci wynosi 1 (procesory pracuja 100% czasu dziatania i koszty
komunikacyjne sa zerowe)
Algorytm jest optymalny pod wzgledem kosztu jesli spetniona jest rtéwnosé

E(p;n) =

pT(p,n) = O(T"(1,n))

Efektywnos$¢ AR optymalnego wzgledem kosztu jest rowna

E(p,n) =0(1)
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CHARAKTERYSTYKA ILOSCIOWA
SKALOWALNOSC

Skalowalno$¢ oznacza zwigkszenie przyspieszen rownolegtych lub utrzymanie statej
efektywnosci wraz ze wzrostem liczby procesorow.
Rozpatrzmy AR, ktory jest jaka$ wersja AS. Mamy

Poniewaz w tym wypadku
Co(pvn) :PT(Pvn) - T*(Ln) :pT(P~n) - T(lvn)

to
pT(p,n)=C’(p,n) +T(1,n)

Dla efektywnosci dostaniemy

_ T(1,n) _ 1
Eem) = 7y copom) ~ 1+ G

Poniewaz C° rosnie z p i dla ustalonego rozmiaru n problemu ztozono$é T(1,n) =const, to
widzimy stad, ze efektywnos$¢ maleje wraz ze wzrostem liczby procesoréw.
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Z drugiej strony przy ustalonym p zwigkszenie rozmiaru problemu n powoduje wzrost
efektywnosci gdyz T(1,n) rosnie z reguly szybciej niz C°(p,n).

Z wzoru wida¢, ze dla utrzymania efektywnosci (zapewnienie skalowalnosci) systemu
réwnoleglego na statym poziomie przy rosnacej liczbie procesoréw nalezy zapewnic¢ spetnienie

zwiazku
C’(p,n)
T(1,n)

=0(1)

Ze wzrostem C° powinien rosna¢ koszt. Mozna to zapewni¢ zwigkszajac rozmiar problemu -
nalezy rozwigzywac problemy wigksze! (Przyktad)

ﬁSkalowalnoéé

System réwnolegly jest skalowalny jesli jego efektywno$¢ utrzymuje si¢ na statym po-
ziomie poprzez jednoczesne zwigkszanie liczby procesor6w oraz zwigkszanie rozmiaru
problemu.
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PRAWO AMDAHLA (1967)

Rozwazmy algorytm sekwencyjny o ztozonosci 7'(1,n). Niech r oznacza czg$¢ obliczen
réwnolegtych, a s sekwencyjnych. Mamy wéwczas

T°(l,n)=sT(1,n), T'(1,n)=rT(l,n),s+r=1.
Przyspieszenie po uréwnolegleniu

75(1,n)+T7(1,n)

Spom) - = T5(1,n) +T7(1,n)/p+T°(p,n) v
ST(,n) +rT(1,n) )
sT(1,n)+rT(1,n)/p

_ 1! ! 3)

strjp s+(1-9)/p
‘Wz6r ten nosi nazwe prawa Amdahla i daje ograniczenie przyspieszenia bedacego funkcja s

oraz p.
Np. dla p = 1000, s = 0.01 (1%), S = 90; dla p — oo, s = 0.01, § = 100.
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MINIMALNY ELEMENT TABLICY

// Plik: elminimalny.alg

// Dane: Tablica n elementowa, n procesordw, pamieé wspdlna

// Zadanie: Znalez&¢ najmniejszy element m tablicy. Obliczyé =zlozonos¢,
// przyspieszenie, koszt oraz efektywno$¢ algorytmu

1 begin

2 parfor P_i, 1 <= i <= n do

3 b[i] = ali]l // kopiowanie tablicy a do pomocniczej tablicy b
4 k=n

5 end parfor

6 for (j=1; j<=log(n); j++)

7 parfor P_i, 1<=i<=k/2 do

8 if b[i] > bl[i+k/2] then

9 bl[i] = bli+k/2]

10 end if
11 end parfor
12 k=k/2;

13 end for
14  if i==1 then m=b[1] end if
15 end

11/29



PROGRAMOWANIE ROWNOLEGLE

MINIMMALNY ELEMENT TABLICY

Z10zonos¢:
T(p,n) =T(n) =1+logn = O(logn)
Przyspieszenie:
n—1 n
S(n) = 1+logn O(logn)
Koszt:
C(n) =n(1+logn) = O(nlogn)
Efektywnos¢:

n—1 1
- n(1+logn) =0l )

E(n) logn
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SUMA ELEMENTOW TABLICY; N PROCESOROW

// Plik: suma.alg
// Dane: Tablica liczb a[n]; n dowolne
// Zadanie: ZnaleZé sume s elementdw tablicy a

begin

parfor P_i, 1 <= i <=n do
b[i] = alil; // kopiowanie tablicy a do pomocniczej tablicy b
k = n;
end parfor
for (j=1; j<= ceil( log mn ); j++)
parfor P_i, 1<=i<= floor(k/2) do
b[i]l = bl[i] + b[k+1-il; // pierwszy+ostatni; drugi+przedostatni;
end parfor
k=ceil (k/2);
end for
if i==1 then s=b[1] end if // wynik s

end

Ztozonos¢, przyspieszenie, koszt i efektywnosc¢ sa podobne do tych w algorytmie wyszukiwania
elementu najmniejszego.
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SUMA ELEMENTOW TABLICY; p PROCESOROW

Plik: suma-p.alg
Dane: Tablica liczb a[n]; n dowolne
Zadanie: Znalez¢ sume elementéw tablicy a uzywajac p procesorow
begin
parfor P_i, 1 <= i <= p do
g = ceil(n/p) (i - 1) +1
bl[i] = algl;
for (j=1; j<= ceil( n/p ) - 1; j++) // sumowanie w segmantach
if (g + j) <= n then // ostatni segment moze byé niepelny
blil = bl[il + alg + j1;

end if;
end for;
end parfor
// Sumowanie b[1} + b[2] + ... blp] w czasie 0(log p)
// za pomoca algorytmu poprzedniego

end
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SUMA ELEMENTOW TABLICY; p PROCESOROW

Z10zonos¢:
T(p,n) =cy [n/p]+ca[logn] ~cin/p+calogp = O(n/p+logp)
Przyspieszenie:
cn n
S(p,n) ~ =0
(p.n) cin/p+cylogn (n/p+10gp)
Koszt:
C(p,n) = p(cin/p+calogp) = O(n+plogp)
Efektywnos¢:
cn n
E(p,n) ~ =
p.n) cin+coplogp (n+plog17
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Biorac w powyzszym zadaniu p = n/logn procesoréw dostaniemy:

Ztozonosé:

T(p,n) ~n/p+logp < 2logn = O(logp)
Przyspieszenie:

n n n

S N— = =0(——

() n/p+logn ~ 2logn logn)
Koszt: loal

nloglogn
c = 1 =2n—————<2n=0
(p,n) =n+plogp =2n logn = 2" (n)
Efektywnos¢:
n n

E(p,n) o(1)

~ :0 =
n+plogp (Zn—nloglogn/logn)

16/29



PROGRAMOWANIE ROWNOLEGLE

SUMA ELEMENTOW TABLICY a[n]; N PROCESOROW

Algorytm poszukiwania minimum i alg. sumowania (ostatni) maja ztozonos$¢ O(logn), ale ten
ostatni uzywa mniej, bo tylko n/logn procesoréw. Do wyznaczenia sumy w czasie O(logn)
potrzeba co najmniej 1/ logn procesoréw. Koszt nie moze bowiem przekroczyé ztozonosci
najlepszego algorytmu sekwencyjnego. A wigc,

C(p,n) =plogn>T*(1,n) =n,

astad
p>n/logn.

Algorytm jest tez optymalny wzgledem kosztu bo dlan > 4, r = 1 oraz s = 2 mamy

r(n - 1) < C(ﬂ?")lp:n/logn < S(nf 1) CZyli C(p,n) = ®(T*(17n))

Ztozono$é T (p,n) okreslaja dwie sktadowe: n/p, ktéra maleje z p oraz logp, ktéryrosnie z p.
Istnieje wobec tego pewna liczba procesoréw p,,, dla ktérej ztozonos¢ czasowa osiaga
minimum:

d
E(cln/p-&-czlogp) =0

prowadzi do pop = cinln2/c;.

17/29



PROGRAMOWANIE ROWNOLEGLE

REDUKCIJA

Problemy wyznaczania najmniejszego elementu lub sumy sa szczeg6lnymi przypadkami
problemu redukcji: Dany jest zbior xy,x,, ... ,x,. Nalezy obliczyé xj opx; opxs ... opx, gdzie
op oznacza operacje dwuargumentowa taczna i przemienng (np. +, max. min, X, itd).
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Ztozonos¢é
200 — ‘ ‘ ‘ ‘
i n/p+log(n)
/
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=
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Liczba procesorow p
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Przyspieszenie
| n=200
14 n=500
15 | N=1000
10
=
=
(9]

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Liczba procesorow p
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Efektywnos¢

1 .,
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T(p.n)
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5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Liczba procesorow p
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ALGORYTM WYZNACZANIA SUM PREFIKSOWYCH

Dla danego zbioru {xi,...,x, } wyznaczy¢ wielkosci:

/

/

S1 = X1

s = X1+x2

$3 = X1+x2+x3
Sp = Xt Fx.

Plik: prefixsum.alg
Algorytm sekwencyjny (ztozonosé: T = 0(n))
s[1]1=x[1];
for (i=2; i<=n; i++)
s[il=s[i-1]+x[i];

-

O OO NOU N WN R

Algorytm rownolegly:

begin
parfor P_i, 1 <= i <= n do\\
s[il=x[i];\\
end parfor;
for (j=0; j <= ceil(log n) - 1 do
parfor P_i, 27j <= i <= n do
s[i] = s[i-2"j] + s[il;
end parfor;
end for;
end
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ILUSTRACJA DZIALANIA ALGORYTMU SUM
PREFIKSOWYCH

// Plik: prefixtab.alg
ilustracja dziatania algorytmu sum prefiksowych

pocz j=20 j=1 j=2
s[1]
s[2] (3)
s[3] (2) 3 +2 +1

(2+1) +5+4 3 +2+1+5+4
(1 +56) +4+7 B3+2)+1+5+4+7

3
2 + 2
1 +1
s[4] 5 (1) +5 (3+2)+1+5
4 + 4
7 + 7
(Rekursywne podwajanie)
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WYZNACZANIE EL. MINIMALNEGO W CZASIE O(1)

// Plik: min-ol.alg
// Dane:: tablica a[n]; n~2 procesorow; CRCW PRAM
// Zadanie: znalezienie elementu minimalnego w a (pierwszego najmniejszego)

1 begin

2 parfor P_i,j, 1i=1, 1 <= j <=n do

3 t[j]l == 0;

4  end parfor

5 parfor P_i,j, 1 <= 1i,j <= n do

6 if a[i] < a[j] then // ali] nie jest el. minimalnym

7 t[i] = 0;

8 end if; // t[jl1==0 znaczy, ze al[j]l = min(al[jl), i=1,...,n
10 if t[i] == 0 and i<j then

11 tlj]l = 1;

12 end if; // tylko jeden element jest minimalny

13 end parfor;
14 parfor P_i,j, i=1, 1 <= j <= n do

15 if t[j] == 0 then

16 return alj]; // zwrot elementu minimalnego
17 end if;

18 end parfor;

19 end;
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WYZNACZANIE ELEMENTU MINIMALNEGO W CZASIE
O(1)

Algorytm dziata w czasie O(1) !

Ztozono$¢é procesorowa p(n) = n*, a wigc cena, jest wysoka.

Koszt jest O(nz) i przewyzsza koszt algorytmu sekwencyjnego, ktéry wynosi n — 1.
Efektywnos¢ szybko maleje do zera wraz ze wzrostem n.

2
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SORTOWANIE W CZASIE O(logn)

Przeanalizujemy algorytm sortowania pracujacy w czasie O(1).

Zastosujemy tzw. sortowanie przez zliczanie. Uzyjemy n” procesoréw utozonych w sie¢ n x n.
Problem sprowadza sie do wyznaczenia indeksu, pod ktéry nalezy wstawié do b[| kazdy
element tablicy a[]. Pomocnicza tablica obliczana przez wszystkie procesory jest dana przez:

wlirj] = {l gdy ali] > a[j], lub gdy ali] = alj] oraz i > j @

0, w przeciwnym razie.

Suma jedynek w kazdym wierszu i tablicy w[] okresla indeks elementu a[i], pod ktéry nalezy go
wstawic do tablicy b[] (suma jest mniejsza od indeksu o 1).

Jako przyktad rozpatrzmy sortowanie tablicy a[l..4] = {5,—1,2, —1}. Relacje opisana przez (4)
oznaczmy przez >. Wyniki przedstawia tabela.

P T 2 3 7 w1 2 3 4%
1 a[l] >~ all] all] - a2] all] = a3 all] - al4 1 0 1 1 1 3
2 al2] - all] al2] - a2 al2] - a3 al2] - al4 1 [UN] 0 0 0
3 af3] - all] a3l] - a2 af3] - a3 af3] - al4 1 0 1 0 1 2
4 al4 - a[l] al4] - a2] al4] = a3 al4] - al4 1 0 1 0 0 1
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SORTOWANIE W CZASIE O(logn)

// Plik: sort-Ologn.alg; Algorytm sortowania w czasie 0(lg n)
// Dane: Tablica al[n], n~2 = siec n x n procesorow, CREW PRAM
// Dane pomocnicze: w[l..n, 1..n]; Wynik: Tablica b[1..n] uporzadkowana;
1 begin

2 parfor P_ij, 1<=1i,j <= n do

3 if (ali] == aljl) or ((alil == al[jl) and (i>j)) then

4 wli,jl = 1;

5 else

6 wli,jl = 0;

7 end if;

8 end parfor;

9 k = n;

10  for (r=1; r<=ceil(log n) do // zliczanie jedynek w tablicy wl[]
11 parfor P_ij, 1 <=1 <=n, 1 <= j <= floor(k/2) do

12 wli,jl = wli,jl +wli, k+1-j1;

13 end parfor;

14 k = ceil(k/2);

15 end for; // wli,j] okreslaja pozycje elementow a[i] w tablicy b[]
16  parfor P_ij, 1 <=1i <=n, j=1 do

17 blwli,11+1] = alil;

18 end parfor; 19 end
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ANALIZA ZLOZONOSCI ALG. n% PROC.

Wiersze 2-8 oraz 16—18 wykonuja sie w jednym kroku (staty czas), a wiersze 9—15 w czasie
¢ [logn] gdzie c jest stala. Mamy wigc:
Z10zonos¢ czasowa:

T(p,n) = T(n) = O(logn)

Przyspieszenie:
nlogn
S(n) = =0
() = Toa” = O0)
Koszt:
C(n) = 0(n®logn)
Efektywnos¢:
nlogn 1
E(n) = =0(-).
() nZlogn (n)

-\@’-Zalety i wady algorytmu sortowania

| Zaleta algorytmu jest duze przyspieszenie. Wada algorytmu jest mata efektywnosc.
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4

DZIEKUIJE ZA UWAGE.
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