O liczbach w komputerze

Literatura: Java™ Number Cruncher: The Java Programmer’s Guide to Numerical
Computing by Ronald Mak

1. Liczby calkowite

Zaléimy, 7 pracujemy w systemie dwdjkowym na stowie 4 bitowym (nybble,
nibble; p6l bajta). W takim stowie mozemy zapisa¢ liczby od -7 do 7 jesli uméwimy
sie, ze zero w pierwszym bicie oznacza liczbe dodatnig, a jedynka ujemna (system
znak-modul). Mamy wiec liczby dodatnie

0 0000
0001
0010
0011
0100
0101
0110
0111
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oraz liczby ujemne

-0 1000
-1 1001
-2 1010
-3 1011
-4 1100
-5 1101
-6 1110
-7 1111

Wada tego systemu jest to, ze mamy dwie reprezentacje zera (0000 i -10000) oraz, ze
nie mozemy korzystac ze zwyklej arytmetyki dwdjkowej. Np.,

6 0110 -3 1011
+-3 1011 -2 1010
1! 0001 5! 0101

Widzimy, ze wyniki dodawania sa zte! Potrzebna jest wiec inna reprezentacja liczb
catkowitych. Stosuje si¢ tzw. reprezentacje uzupelniania do dwdéjki. Znak liczby
okreéla si¢ jak poprzednio, lecz liczby ujemne otrzymuje sie uzupetniajac kazdy bit
do 2, a nastepnie dodajac jedynke do catosci. Np.

startujemy z +6: 0110
uzupetniamy bity: 1001
dodajemy 1: 1
otrzymujemy: 1010



Reprezentacja liczb ujemnych wyglada wiec, nastepujaco:

-1 1111
-2 1110
-3 1101
-4 1100
-5 1011
-6 1010
-7 1001
-8 1000

W reprezentacji uzupelniania do 2 jest tylko jedno zero (0000) i dodatkowo mamy
jedna liczbe -8 wiece;.
Poprzednio wykonane dadawanie jest teraz prawidtowe:

6 0110 -3 1011
+-3 1101 +-2 1110
3 0011 -5 1001

PrzykeAD. Poréwnac dodawanie na osi liczbowej z dodawaniem na tarczy kola gdzie
liczby z naszego systemu tworza ciag 1, ..., 7, -8, -7, ..., 0 (0001, 0010, ... ,0111, 1111,
1001,.., 1110, 1111). Podobnie jest w systemach z wieksza liczba bitéw przeznaczo-
nych na stowo liczbowe.

Rysunek 1: Liczby na tarczy zegara ... w kodzie uzupelnieniowym do 2.

Tablica 1: Liczby catkowite w IEEE 754 (np. Java).

Typ  Dlugosc (bity) Wartoé¢ min Warto$¢ max
byte 8 -128 127
short 16 -32,768 32,767
char 16 0 65,535
int 32 -2,147,483,648 2,147,483,647
long 64 -9,223,372,036,854,775,808  9,223,372,036,854,775,807

2. Standard IEEE-754

W pamieci komputera liczby zmiennoprzecinkowe reprezentowane sa przez ich
warto$ci przyblizone - pewnych liczb nie da sie zapisa¢ w systemie zmiennoprzecin-
kowym. Typowym przykladem sa utamki dziesietne typu 1/10, 3/10. Takie utamki
posiadaja nieskoriczone rozwiniecia w systemie dwdjkowym, zatem wymagaja man-
tys o nieskonczonej iloci bitéw. llos¢ bitéw mantysy okresla precyzje zapisu. Im jest
wieksza, tym doktadniej mozna przedstawiac liczby rzeczywiste - bledy zaokraglen
sa mniejsze. [los¢ bitéw cechy okresla dopuszczalny zakres reprezentowanych liczb.
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Rysunek 2 przedstawia schematycznie formaty liczb zmiennoprzecinkowych stan-
dardu IEEE 754.

float 8 24

5 3] f
doubde 1 1 52

Rysunek 2: Format liczb zmiennoprzecinkowych standardu IEEE 754. Oprécz bitu
znaku s podana jest liczba bitéw cechy (e) i mantysy (f) liczby.

Standard IEEE 754 ogtoszono w roku 1985. Standard okresla formaty, operacje,
konwersje i wyjatki. Formaty opisuja sposoby kodowania liczb w pamieci kompu-
tera. Sa zdefiniowane dwa format liczb zmiennoprzecinkowych: zwykty (float; real,
...) 1 podwajnej precyzji (double; real*8, double precision). Format float zapisuje sie
na 32, a double na 64 bitach. Formaty réznia sie liczba bitéw w czesci mantysy (f)
i cechy liczby (e) (liczba = mantysa x poecha, p _ podstawa systemu liczbowego;
b = 2 dla systemu binarnego).

2.1. Liczby znormalizowane

Liczbe zmiennoprzecinkowa mozna reprezentowac jako liczbe znormalizowana
(jesli e nie jest rowne zarezerwowanej wartosci 0 i 255 dla float lub 0 i 2047 dla
double i dodatkowo mamy umowna jedynke i kropka dziesietna przed f):

L= (=1 x2F x (1.f)

gdzie s jest bitem znaku liczby (0 — dodatnia, 1 — ujemna). Prawdziwy wyktadnik E
liczby (cecha) jest zakodowany i jest bez znaku. W przygpadku gdy wyktadnik ma
reprezentowac potege ujemna ustala sie dodatnie przesuniecie (ang. bias). Wkasciwa
wartos$¢ wykladnika E uzyskuje sie odejmujac od zakodowanej wartosci wyktadnika
e warto$¢ przesuniecia (bias). W formacie liczb w pojedynczej precyzji wyktadnik
zajmuje 8 bitéw co odpowiada liczbom dodatnim z zakresu 0-255 lecz 0 i 255 sa
zarezerwowane. Przesuniecie wynosi 127, a wiec wykladnik zmienia sie w zakresie
od -127 do 127. W formacie precyzji podwdjnej na wyktadnik rezerwuje sie 11 bitow
co odpowiada zakresowi 0-2047, a poniewaz liczby 0 i 2047 sa zarezerwowane to
przesuniecie jest rowne 1023 i wyktadnik E zmienia sie w granicach od -1023 do
1023.

PRZYKLAD.

s = 0

e= 125, zakodowany wykladnik

f = binarnie10000000000000000000000
woéwczas

E=125-127=-2
co po dodaniu umownej jedynki na poczatku i umownej kropki dziesietnej odpo-
wiada zapisowi 1.10000000000000000000000. Po przesunieciu kropki o dwa miejsca
w lewo otrzymujemy 0.011, a wiec

2724273 = =0.375.
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Maksymalna liczba zmiennoprzecinkowa float posiada
s =0
e =254
f = binarnie11111111111111111111111

Stad
E=254—-127 =127,

znacznik liczby jest wiec réwny 1.1111TTT1111111111111111, a jej warto$é wynosi:

23
(27 x Y 271 =217 x2=34x10%.
i=0

Ktadac s = 1 otrzgmamy liczbe najmniejsza w tym systemie, —3.4x1038.

2.2. Liczby zdenormalizowane

Jezeli e = 0 i f # 0 wéwczas mamy tzw. liczby zdenormalizowane. W znacz-
niku liczby mamy kropke dziesietna na lewo od f oraz umowny bit zerowy na lewo
od kropki dziesietnej. Wartos$¢ liczby otrzymamy przesuwajac kropke dla float o 126
miejsc w lewo, a dla double o 1022 bity na lewo. Bit znaku s okresla czy liczba jest
ujemna czy dodatnia.

float L =(—1)% x2712¢ x (0.f), double L= (—1)%x271922 x (0.f).
PrzYReAD. Float. Niech
s = 0
e = 0
= binarnie0010100000000000000000

Znacznik binarny, po wstawieniu umownego zera i kropki, jest wiec
0.0010100000000000000000. Po przesunieciu kropki o 126 miejsc w lewo otrzy-
mamy

(27127 427131 & 1.84 x 10737,

Tablica 2: Format liczb standardu IEEE 754.

Przesu- Zakres E Rozmiar Min Max
niecie znacznika
float 127 126 — 127 24 bity +1.4x 10 %° +3.4028235 x 10738

double 1023 -1022 — 1023 53 bity +4.9 x 10732%  41.7976931348623157 x 107308

‘g Zadanie 1. Wartoé¢ minimalna dodatnia float
‘ Znalez¢ najmniejsza liczbe dodatnia typu float. [Odp.|Spis]
g Zadanie 2. Warto$¢ minimalna ujemna float
‘ Znalez¢ najwieksza liczbe ujemna typu float. [Odp.|Spis]
‘g Zadanie 3. ...double ...
‘ To samo co wyzej dla liczb typu double [Spis]

2.3. Inne liczby
W standardzie IEEE 754 okreslono kilka przypadkéw wartosci statych.
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2.3.1. Zero

Jesli e i f sa zerowe wéwczas, w zaleznosci od s wartos¢ liczby jest albo —0 albo
+0:
L=(-1)*x0.

2.3.2. Infinity — nieskoniczonosé

Jesli e jest réwne 255 (float) lub 2047 (double) — wartosci zarezerwowane i f = 0
to warto$¢ liczby jest Infinity lub -Infinity, zaleznie od s.

2.3.3. NaN

Jesli e jest rowne 255 (float) lub 2047 (double) i f # O to mamy NaN — Not a
Number - liczba nieokreslona. Przykltad: Drzielenie zera przez zero daje NaN.

3. EPSILON

Liczba EPSILON maszynowe jest najwieksza liczba dodatnia, ktéra dodana do
jedynki daje jedynke: 14+ EPSILON = 1 (w arytmetyce komputera).

Ponizszy program (FORTRAN) oblicza EPSILON dla typu float/real oraz double-
/doubleprecision.

program Epsilon

implicit none
real floatEpsilon, fTemp;
doubleprecision doubleEpsilon, dTemp;
!
! Compute the machine epsilon for the float and double types,
! the largest positive floating-point value that, when added to 1,
! results in a value equal to 1 due to roundoff.
!
! Loop to compute the float epsilon value.
fTemp = 0.5;
do while (1 + fTemp > 1)
fTemp = fTemp/2
end do
floatEpsilon = fTemp

! Loop to compute the double epsilon value.
dTemp = 0.5;
do while (1 + dTemp > 1)
dTemp = dTemp/2
end do
doubleEpsilon = dTemp

! output the float epsilon value.
write(x,*) "floatEpsilon =", floatEpsilon

! output the double epsilon value.
write(*,*) "doubleEpsilon =",doubleEpsilon

end program epsilon



WYNIKI:
floatEpsilon = 5.96046448E-08
doubleEpsilon = 1.11022302462515654E-016

Spis zadan

Zadanie 1. Warto$¢ minimalna dodatnia float, strona 4
Zadanie 2. Warto$¢ minimalna ujemna float, strona 4
Zadanie 3. ...double ..., strona 4
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