1. Przyktad: REGULA FALSI

Literatura: Schneider, Weingart, Perlman, Programming ..., Wiley, 1982.

Zajmiemy si¢ teraz problemem znajdowania miejsc zerowych jakiej$ funkcji
f(x). Jest to bardzo stary i wazny problem matematyczny. Miejsce zerowe funk-
cji f(x) albo pierwiastek réwnania f(x) = 0, to taki punkt x* w ktérym f(x*) jest
zerem. Przykladem funkcji f(x) moze byé chociazby sin®(x) — x?.
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W celu znalezienia pierwiastkéw bedziemy korzysta¢ z metody zwanej regula
falsi (ztego poloienia). Nie jest to najlepszy algorytm i na pewno mozna znalez¢
wiele lepszych od niego, ale dla naszego celu, ktérym jest nauka procesu budowy
programu ta metoda jest w sam raz. Poszukiwanie pierwiastka zaczyna sie od tego,
ze mamy najpierw dwa punkty, ktére obramowuja pierwiastek, tzn. mamy takie
wartosci x1 i x2, ze f(x1) i f(x2) maja przeciwne znaki. Zat6zmy ze wyglada to tak
jak na rysunku.

f(x2)

x1

§ f(x1) pierwiastek

Przez punkty (x1, f(x1)) i (x2, f(x2)) prowadzimy linie prosta. Jej przeciecie z osia
x (y = 0) wyznacza punkt (x3,0) ktérego wspéirzedna x-owa réwna x3 lezy blizej
pierwiastka niz x; i x2. Odrzucamy punkt x1 zastepujac go przez x3 i powtarzamy
proces sekcji prosta uzyskujac nowy punkt (x4, f(x4). W ten sposéb dostaniemy
ciag punktéw x3, x4, Xs, ..., ktére zblizaja sie do pierwiastka réwnania, a wiec do
punktu (x*,0). Ten sposéb rozwiazywania probleméw nosi nazwe iteracji.
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T f(x1)

Proces poszukiwania pierwiastka powinnisémy kiedys zakonczy¢. Mozna to zro-
bi¢ np. wtedy gdy |f(x)| < e gdzie € jest bardzo malq liczba dodatnia. Nie moze
to jednak byc¢ liczba dowolnie mata gdyz nie mozemy przekroczy¢ tutaj mozliwosci
komputera. Z jednej strony nie pozwala na to dyskretna arytmetyka, a z drugiej czas
obliczeni. Nie moze byc¢ on zbyt dlugi.

f(x)

X

Moze sie tez zdarzyc, ze funkcja, ktora dostaliémy nie posiada miejsc zerowych.
Jak to stwierdzi¢? Co z tym dalej zrobi¢? Jest jeszcze kilka niejasnosci, np. jekie €
wzia¢ dla wyznaczenia zbieznosci, itd.

Zrobimy, pomimo tych trudnoéci, szkic algorytmu.

Sformutujmy jeszcze raz lecz teraz juz precyzyjniej stojace przed nami zadanie.

Program wczyta tez dokltadno$¢ € z jaka ma byé wyznaczony pierwiastek x*
taki, ze |f(xx)| < €, gdzie € > 0. W przypadku znalezienia pierwiastka program ma
wypisac informacje:

Pierwiastek = xxxxx.xxxx z doktadnoscia 0.xxxx
A teraz opiszemy slownie co ma zrobi¢ nasz program. Jest to szkic algorytmu.

START
przeczytaj x1, x2 takie, Ze lezg one po obu bokach pierwiastka
przeczytaj dokladnoS¢ epsilon
ustaw wskaznik znaleziony-pierwiastek na ’nie’
dopdki nie znaleziony-pierwiastek, dopdty wykonuj
wyznacz x3 metodag sekcji
jesli x1 i x
3 s3 po jednej stronie pierwiastka to
wstaw do x1 wartosS¢ x3
w innym wypadku
wstaw do x2 wartosS¢ x3
sprawdz doktadnos¢
jesli doktadnos¢ < epsilon to
wstaw do znaleziony-pierwiastek ’tak’
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koniec petli "podczas gdy"
wypisz odpowiedz
STOP

Ogolne sformutowanie, ktére tu zaprezentowaliSémy jest dos¢ proste. Nie jest
jednak precyzyjne. Sprébujmy sie zastanowic nad tym co nalezy udokladnic.

1. Skad dostaniemy wartosci poczatkowe x1, x, lezace po bokach pierwiastka?
Najprostsza metoda ich otrzymania: od uzytkownika programu (nie zawsze dobra).
Program sprawdzi tylko czy sa one dobre, tzn. czy leza po przeciwnych stronach;
sprawdzanie polega na zbadaniu znakéw funkcji f w tych punktach (najlepiej jest
zbadac znak iloczynul). Oto poprawka

wstaw ’nie’ do dobre-dane
dopdki nie (dobre-dane) wykonuj
jesli x1 i x2 leza po obu bokach pierwiastka to
wstaw ’tak’ do dobre-dane
w przeciwnym wypadku
wypisz ’podana wartosS¢ x1 i x2 sa zie’
wypisz ’prébuj jeszcze raz’
koniec petli "d-d"

Chcemy tez by program dato si¢ zatrzymac gdy uzytkownik nie ma juz pomy-
stéw na nastepna pare danych liczbowych miedzy ktérymi znajduje si¢ domnie-
many pierwiastek. Niech wiec np. podanie dwu zerowych wartoéci: 0,0 zatrzyma
program.

wstaw ’nie’ do dobre-dane
wstaw ’nie’ do rezygnuje
dop6ki nie(dobre-dane), dopdty wykonuj
wczytaj x1, x2
jesli x1 i x2 sa zerami to
wstaw ’tak’ do rezygnuje
W przeciwnym razie
jesli x1, x2 leza po przeciwnych stronach pierwiastka to
wstaw ’tak’ do dobre-dane
w przeciwnym wypadku
wypisz ’podana wartos¢ xl1 i x2 sa zte’
wypisz ’prébuj jeszcze raz’
koniec petli "d-d"

d-d oznacza tutaj w skrécie "dopdki-dopéty'.
Wartos¢ x3 znajdujemy ze wzoru

. x2f(x1) —x1f(x2)
T () — f(x2)

Zauwazmy, ze w przypadku gdy f(x;) = f(x2) to mamy tu dzielenie przez zero! Na
szczescie sprawdziliSmy znaki f(x1) i f(x2) i wiemy juz w tym miejscu algorytmu,
7€ sg one rézne, a wiec f(x7) i f(x2) sg rézne i dzielenie przez zero nie ma tu miejsca.
Te linie gdzie wyznacza si¢ x3 mozna teraz zastapi¢ sekwencja krokow

wylicz f(x1)
wylicz f(x2)
wstaw (x2 * f(x1) - x1 * £(x2)) / (f(x1) - f(x2)) do x3

Dalej zauwazmy, ze proces sprawdzania czy punkty x; i x3 lub x; i x3 leza po tej
samej stronie pierwiastka polega na sprawdzeniu znakéw i odrzuceniu punktu, ktéry
ma taki sam znak jak x3. Zapiszemy wiec:
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jesli (£(x1)<0 i £(x3)<0) 1lub
(£ (x1)>0 i £(x3)>0) to
wstaw x3 do x1

W przeciwnym razie
wstaw x3 za x2

Musimy jeszcze zabezpieczyc sie przed sytuacja gdy zadana dokladno$¢ okaze sie
za mala, tzn. € bedzie tak male, ze program bedzie pracowac bez skutku, tzn. nie
osiagnie tej doktadnosci, bedzie ciagle powtarzal petle "dopdki-dopéty". Policzymy
w tym celu liczbe przebiegéw petli i zatrzymamy ja gdy liczba ta przekroczy zadana
z gory wartosc¢, ktéra nazwiemy ;licznik

wstaw O do licznik
dopdki nie (znaleziony-pierwiastek) i (licznik < MaksIter),
dopdty wykonuj

zwigksz licznik o 1
koniec petli "d-d"

Zbierzemy teraz wszystkie kawalki algorytmu. Tak, mniej wiecej, wyglada caty po-
prawiony algorytm poszukiwania pierwiastkéw. Wciaz nie jest on doskonaly. Ciagle
brakuje mu wielu réznych funkeji (mozliwosci), ale jak rézny jest on od algorytmu
wyjéciowego! Poprawiliémy go i ulepszyli w poréwnaniu z poczatkowym.

wstaw ’nie’ do dobre-dane
wstaw ’nie’ do rezygnuje
dopdki nie(dobre-dane), dopdty wykonuj
wczytaj x1, x2
jesli x1 i x2 sa zerami to
wstaw ’tak’ do rezygnuje
W przeciwnym razie
jesli x1, x2 leza po przeciwnych stronach pierwiastka to
wstaw ’tak’ do dobre-dane
w przeciwnym wypadku
wypisz ’podana wartosS¢ x1 i x2 sa zie’
wypisz ’prébuj jeszcze raz’
koniec petli "d-d"

wstaw O do licznik
dopdki nie (znaleziony-pierwiastek) i (licznik < MaksLIter),
dopéty wykonuj
wylicz f(x1)
wylicz f(x2)
wstaw (x2 * f(x1) - x1 * £(x2)) / (£(x1) - £(x2)) do x3
wyznacz x3 metodag sekcji
jesli (£(x1)<0 i £(x3)<0) lub (£(x1)>0 i £(x3)>0) to
wstaw x3 do x1
W przeciwnym razie
wstaw x3 do x2
sprawdz doktadnoSc¢:
jesli doktadnos¢ < epsilon to
wstaw do znaleziony-pierwiastek ’tak’
zwieksz licznik o 1
koniec petli "d-d"

wypisz ’Znaleziono pierwiastek x=’, wypisz x3
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STOP

Uwagi.
Dla skrécenia zapisu mozna byto uzywac np. konstrukcji a— > blubb = a
zamiast opisu "wstaw a do b". Podobnie, moina uzywac skrétéw P (prawda) lub
T (true) zamiast 'tak’ oraz F (falsz lub false). Stlowa true i false sg slowami
zarezerwowanymi w jezyku Pascal (w FORTRAN sg to .true. i .false..

A teraz kolej na sam program napisany w Pascalu. Tak naprawde wystarczy
przepisa¢ powyzszy algorytm prawie doslownie w jezyku Pascal (lub Turbo Pascal).



program regula_falsi;

(*
Program ma za zadanie znalezc pierwiastki rownania
f(z)=0 zadanego przez uzytkownika przy zadanej dokladnoscs
obliczen epsilon

*)

function f(x: real): real;

begin
fi=x*x-10.0
end;
const
Makslter = 100;
var
licznik: integer; (* licznik iteracji *)
epsilon: real; (* wzgledna dokladnosc *)
rezygnuje: boolean ; (* wskazuje czy opuszczamy dany przedzial
*)

dobre_dane : boolean; (* wskazuje czy dane z1 i z2 sa OK *)
znaleziony: boolean; (¥ wskazuje czy pierwiastek zostal
znaleziony *)

xl, x2 : real; (* przedzial zawierajacy pierwiastek *)
x3 : real; (* nowy punkt znalezziony metoda regula
falsi *)
begin

(* lokalizujemy przedzial w ktorym jest pierwiastek *)
dobre_dane:=false;
rezygnuje: =false;
while not dobre_dane and not rezygnuje do
begin
writeln CPodaj dwa punkty startowe’) ;
read(x1, x2);
if (x1=0.0) and (x2=0.0) then
rezygnuje: =true
else
if ((f(x1)<=0.0) and (f(x2)>=0.0)) or
((fx1)>=0.0) and (f(x2)<=0.0)) then
dobre_dane:=true
else
begin
writeln (Podane liczby nie leza po przeciwnych’) ;
writeln (’stronach pierwiastka. Podaj inne.’) ;
writeln (Podaj 0, 0 jesli chcesz zatrzymac program’)
end
end; { petli while }

if rezygnuje then

write ('Nie znaleziono startowego przedzialu. Stop.”)
else
begin { rozwiazanie zadania }

writeln ("Podaj dokladnosc rozwiazania’) ;



read (epsilon) ;
znaleziony:=false;
licznik:=0;
while not znaleziony and (licznik <= Makslter) do
begin
x3:=(@x2xf(xl) -xcl*f(x2)) / (flxl)-f(x2));
if f(£3)=0.0 then (* znaleziono dokladny pierwiastek *)
znaleziony:=true;
if ((f(x1)<=0.0) and (f(x3)<=0)) or
((f(x1)>=0.0) and (f(x3)>=0.0)) then
xl:=x3
else
x2:=x3;
licznik:=licznik+1 ;
if (abs(f(x3))<=epsilon) then
znaleziony:=true;
end; (* petli while *)

if znaleziony then
writeln (pierwiastek = ’,x3, ’ z dokladnoscia ’,epsilon)

else

begin
writeln (Po wykonaniu maksymalnej liczby iteracji ’, Makslter) ;
writeln (pierwiastka nie udalo sie znalezc’)

end

end
end.

A oto przykladowe wyniki programu uzupelnionego o dodatkowa instrukcje
writeln(...):

writeln(x1:6:3,’ ’,x2:6:3,’ ?,x3:6:3,’ ’,licznik+1:2,
> 7 ,abs(£(x3)):8:4,’ ’,epsilon:10:7);

ktéra pozwolila na przesledzenie wynikéw obliczent w kazdym kroku.

Podaj dwa punkty startowe

115

Podaj dokladnosc rozwiazania

.1

WYNIKI:
x1 x2 x3 licz  £(x3) epsilon
1.000 15.000 1.563 1 7.5586 0.1000000
1.563 15.000 2.019 2 5.9242 0.1000000
2.019 15.000 2.367 3 4.3975 0.1000000
2.367 15.000 2.620 4 3.1347 0.1000000
2.620 15.000 2.798 5 2.1708 0.1000000
2.798 15.000 2.920 6 1.4734 0.1000000
2.920 15.000 3.002 7 0.9864 0.1000000
3.002 15.000 3.057 8 0.6544 0.1000000
3.057 15.000 3.093 9 0.4315 0.1000000
3.093 15.000 3.117 10 0.2834 0.1000000
3.117 15.000 3.133 11  0.1856 0.1000000



3.133 156.000 3.143 12 0.1214 0.1000000
3.143 15.000 3.150 13 0.0793 0.1000000

pierwiastek = 3.1497168133E+00 z dokladnoscia 1.0000000000E-01

Program zatrzymat si¢ po wykonaniu 13 iteracji zanim osiagnieta zostata zadana
doktadnoé¢ 0.1.
‘g Zadanie 1. Metoda bisekcji
Napisa¢ algorytm znajdowania pierwiastka funkcji f(x) zwany metoda bisekcji.
Polega on na kolejnym podziale na dwie jednakowe czesci przedzialu (x1,x3),
w ktérym znajduje sie pierwiastek i kolejno na przyjeciu, ze punkt podziatlu
przybliza pierwiastek réwnania f(x) = 0. Zalozy¢, ze doktadnos¢ obliczen e =
1e — 6. Narysowaé schemat N-S algorytmu. [Spis]

‘g Zadanie 2. Algorytm Newtona

Napisa¢ algorytm rozwiazywania réwnania f(x) = 0 zwany algorytmem New-
tona. Algorytm opiera si¢ na rozwinieciu funkgcji f(x) w szereg Taylora f(x*) =
fx)+ 1 (x)(x* —x) +O((x—x*)2), gdzie x* jest domniemanym pierwiastkiem.
Na tej podstawie mozna otrzymac iteracyjny algorytm rozwigzania zadania. Na-
rysowac schemat NS algorytmu. [Spis]

éZadanie 3. Pierwiastki w przedziale
Zmodyfikowa¢ wybrany algorytm rozwiazywania réwnania f(x) = 0 tak, by
moégl on sam znalezé wszystkie mozliwe rozwiazania w zadanym z gdry prze-
dziale lub by wypisat brak rozwiazan jeéli rozwiazania nie istnieja. [Spis]
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