Arytmetyka...

Literatura: O.B. Arushanyan, Sf. Zalotkin, Chyslennye reshenie obyknovennykh
differencyalnych uravnenyi.

1. Podstawy arytmetyki komputerowej

Romputer nie jest idealnym rachmistrzem. Z powodu swojej dyskretnej budowy
wciaz robi bledy. Operacje w komputerze wykonywane sa na skonczonych zbio-
rach liczb, a nie na wszystkich liczbach rzeczywistych.

Podstawowe trzy 7rédta btedéw obliczerh komputerowych:

bledy danych wejsciowych
2. zamiana proces6w nieskoniczonych skoriczonymi

doktadno$é reprezentowania liczb w komputerze (zaokraglenia)

Nie da si¢ uniknaé¢ zadnego z wymienionych btedéw. Nalezy wiec kontrolowac
ich ewolucje w toku prowadzonych rachunkéw.

Zbiér liczb rzeczywistych ma taka wlasnos¢, ze miedzy dowolnie bliskie dwie
liczby mozna wstawi¢ inne. Jest gesty. Zbiér liczb maszynowych jest natomiast
zbiorem dyskretnym, skoniczonym.

Réznice te okreslaja dokladnos¢ arytmetyki maszynowej.

1.1. Maszynowe systemy liczbowe

Ograniczona dtugo$é stéw maszynowych, ktdre tworza elementy pamieci kom-
puter6éw, pozwala jedynie na to by kazda liczba byta reprezentowana przez ustalona
liczbe cyfr i znak. Istnieja dwa sposoby reprezentowania liczb w komputerze.

§a Czes$¢ ulamkowa liczby zawiera okreslona stala liczbe cyfr. Jest to reprezenta-
cja z ustalong kropka dziesietna, przecinkiem dziesietnym. Charakteryzuja ja trzy
parametry:

— b - podstawa systemu liczbowego

— t - liczba znakéw w calej reprezentacji

— f-liczba cyfr w czesci utamkowej.

Zbiér liczb scharakteryzowany tymi trzema parametrami bedziemy dalej oznaczac
przez P(b, t, f).

Dla przykladu rozpatrzmy zbiér P(10,4,1). Zawiera on 19999 liczb. Rolejne
liczby sa réwnoodlegte od siebie. Dowolna liczba rzeczywista z przedziatu (-1000,
1000) moze by¢ zapisana w tym systemie obliczeniowym przez fix(x) € P(10,4,1)
z bledem absolutnym nie wigkszym niz 0.05. Np. x = 865.54 reprezentowana jest
w P(10,4, 1) przez 865.5, a blad absolutny wynosi 0.04.

Zobaczmy teraz jak zachowuje sie blqd wzgledy (x —fix(x))/z, x # 0. Dla liczby
865.54 blad wzgledny wynosi 0.04/865.54 ~ 0.00055 (=0.005%). Z drugiej strony,
jesli x = 0.86554 to fix(x) = 000.9 i blad wzgledny wynosi 4%. Oznacza to, ze
chociaz liczby zbioru P(10,4, 1) tworza sie¢ jednorodna na przedziale (-1000,1000)
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to wzgledna gestos¢ tej sieci nie jest jednorodna. Jest to mankament wszystkich
uktadéw z ustalong kropka.

§b Wiekszos¢ komputeréw korzysta z innego ukladu liczbowego F(b, t, L, U) repre-

zentowania liczb zwanego ukladem z ruchomq kropka (floating point). Uklad taki

charakteryzuja cztery parametry:

— b - podstawa uktadu liczb

— t- liczba cyfr w reprezentacji mantysy liczby (utamkowej czescei liczby; doktad-
nos¢ reprezentacji)

— L, U - dolna (L) i gérna (U) granica przedziatu zmiennosci liczb.

Dowolna, niezerowa liczba jest postaci

x = =£(d;/b+da/b? +...d/b") x b
i zapisuje sie ja jako
XZ:I:d]dz...dt Xbe,

gdzie cyfry mantysy dy, da, ..., dt spelniaja warunki
1<di<b, 0<di<b, 2<i<t,
a wykladnik e jest liczba catkowita taka, ze
L<e<U.
Liczba zero jest reprezentowana przez
0=+.000...0 x b".

Jezeli dla dowolnego x € Fx # 0, warto$é¢ d; = 1 (tak jak to jest w przypadku
wlasnie wprowadzonego uktadu F), to taki uktad nazywa sie znormalizowanym.

Liczby nalezace do F tworza sie¢ niejednorodna o jednorodnej gestoéci wzgled-
nej.

Dla przyktadu rozpatrzmy uktad F(10,4,—2, 3). Liczbie 865.54 odpowiada w F
reprezentant postaci .8655 x 103, a liczbie 0.86554 reprezentant .8654 x 10°. W obu
wypadkach btedy wzgledne sa identyczne i réwne 0.005%.

Rysunek przedstawia dwa uklady zliczania P(2,4,2) i F(2,3,—1,2). P zawiera
31 liczb, a F 33 liczby.

P(2,4,2)

I
3 3
3,3 2 1 0 1 2 3 33

F(2,3,-1,2)

| | I
1 1 1 1
3;3 2 -1-20%1 2 335

Ogolnie, uktad F zawiera

2b—1b " U—L+1)+1

liczb.
g Zadanie 1. Iloé¢ liczb
‘ Ile jest liczb w systemie liczbowym F(10,7,-20,20)? [Spis]



1.2. Parametry arytmetyki maszynowej

W praktyce, do charakteryzowania uktadu F(b, t, L, U) uzywa sie¢ parametréw
0, A, €, ktére mozna wyrazic¢ przez b, t, L, L.

Zilustrujemy to na przyktadzie F(2, 3, —1, 1). Uklad ten zawiera zero oraz wszyst-
kie liczby, ktérych dwdjkowa postac jest nastepujaca:

x = +.1d2d;3 x 2¢,

gdzie —1 < e < 1, a d; i d3 sa zerem lub jedynka. Mamy dwie mozliwosci
reprezentowania znaku (+ i —), trzy mozliwosci dla e (—1,0, 1) oraz cztery mozli-
wosci reprezentowania ulamka (OTOO, 0.101,0.110,0.111). Ukkad F zawiera wiec
2-4-3+1 = 25 liczb maszynowych. W celu uproszczenia rozwazan zamienimy
utamki dwdjkowe na zwykte. Mamy w F nastepujace utamki: 1/2, 5/8, 3/4 i 7/8.
(Np. (0.101), =1x2 14+ 0x224+1x23=1/2+1/8=5/8).

W rozpatrywanym ukladzie najmniejszq liczbg jest 0 = 1/2 x 271 = 1/4, a
najwieksza A = 7/8 x 2! = 7/4 (patrz rysunek).

Odleglos¢ € miedzy liczba 1 i liczba nastepna uktadu F (> 1) nosi nazwe maszy-
nowego epsilon. Jest to jeden z najwazniejszych parametréw charakteryzujacych
dany uktad liczbowy. Jest on miara "dyskretnosci"uktadu.

|
|
0 1
2 F(2,3-1,1)

Wazna wlasnoséc F: odlegtosé miedzy x € Fi liczbq sgsiedniq jest nie mniejsza
niz |x|e/b i nie wieksza niz elx| (jesli x nie sgsiaduje z zerem).

Odlegloé¢ €/b z lewej strony 1 i epsilon z prawej sa waznymi charakterysty-
kami przy pomiarach odlegtoéci miedzy kolejnymi liczbami uktadu F.

Parametry o, A i € dane sa przez b, t, L i U nastepujaco:

o—=pt! )
A=bY(1—-b""),
e=b'"".

W celu lepszego zrozumienia sensu parametréw o, A i € rozpatrzmy uktad F(b =
10,t = 6,L = —100). W tym przypadku e = 107>, 0 = 10~ '°". Précz tego pomie-
dzy zerem i o nie ma zadnej liczby, ktéra nalezy do F. Jednoczesénie w przedziale [o,
100] znajduje sie¢ 899999 liczb z uktadu F.

Na ostatnim rysunku wida¢, ze w poblizu o odleglosci miedzy liczbami uktadu
F sa mniejsze od 0. Wynika stad, ze liczb tych nie mozna otrzymac przez dodawanie
ich; mozna je dosta¢ tylko w wyniku obliczania wyrazen arytmetycznych.

Inne wlasnosci systemu F. Jedli L < e < U to pomiedzy liczbami b®~! i b®
znajduje sie (b — 1)b*~" + 1 liczb z F i sa one roztozone jednorodnie z krokiem
bet =beTe. Jezelix,y € F, b1 < |x| < b¢, b < |y| < b®, to réznica x — y
wyliczana jest w F dokladnie, tzn. x —y € F (z pozyczaniem). Odlegto$¢ miedzy
dwoma liczbami z F z wyktadnikiem e wynosi b€ "e.

Operacje arytmetyczne nad liczbami z F sa przestawne (komutuja) jesli ma miej-
sce poprawne zaokraglanie, nie sa jednak dla nich spelnione prawa tacznosci i roz-
dzielczoci.

Jezeli liczbe z F podzielimy (pomnozymy) przez b to odleglo$¢ od niej do liczby
nastepnej z F zmniejszy sie (zwiekszy sie) dokladnie o czynnik b.

Jezeli x i x + 1 sa sasiadami z F i liczbe x pomnozymy przez y/7, gdzie y € F, to
pomiedzy y iy + 1 znajdzie sie okolo |x/y| liczb z F.
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g Zadanie 2. Granice systeméw liczbowych
‘ Podaj najmniejsza dodatnia i najwieksza liczbe w systemie F(10,7,-20,20). [Spis]

g Zadanie 3. Najmniejsza liczba znaczaca
‘ Oblicz EPS maszynowe dla systemu liczbowego F(10,7,-20,20). [Spis]

1.3. Bledy zaokraglen

Zastanowimy si¢ teraz nad réznicami w obliczeniach w ukladzie liczbowym F i
w zbiorze liczb rzeczywistych. Sedno tych réznic polega na tym, ze wiele operacji
wykonanych na liczbach z F daje wyniki, ktére do F nie naleza. Dlatego tez aby
pozosta¢ w F (zapisa¢ wynik w pamieci komputera) musimy zastapi¢ prawdziwy
wynik liczba z F, a wiec dokonaé przyblizenia. To z kolei oznacza, ze pojawit sie
blad zaokraglenia.

Mamy tutaj dwa przypadki, w ktérych powstaja bledy. Z pierwszym spotykamy
sie tam gdzie wykladnik e wyniku nie spelnia réwnoéci L < e < U. Jedlie < L, to
|x| < 0 mamy tzw. antynadmiar, a jesli e > U to x| > A - nadmiar.

Drugi przypadek pojawia sie tam gdzie mantysa (cze$¢ utamkowa) posiada wie-
cej cyfr niz t. Dla przykladu w F(2,3,—1,2) mamy

J10x 2°+ 111 x 2° = 1101 x 2" (3/4+7/8=13/8).

Wynik dodawania nie nalezy do F poniewaz do zapamietania jego mantysy potrzeba
czterach cyfr. Podobnie iloczyn

J1T %29 %110 x 2° =.10101 x 2° (7/8 x 3/4 =21/32)

nie nalezy do F. Rozpatrywana sytuacja w przypadku mnozenia pojawia sia bardzo
czesto.

Chcac by wynik lezal w F musimy go wiec przyblizy¢ liczba z F — zaokragli¢
wynik. Mozna to zrobi¢ na wiele sposobéw. Zal6zmy, ze wynik jest postaci

.d]dz...dtdt+1...dn><be,

gdzie L < e < U. Pierwszy spos6b zaokraglania polega na odrzuceniu cyfr d¢ 7 ... dn
po cyfrze d¢ Drugi sposéb zaokraglania, zwany prawidtowym polega na wzieciu
czesci utamkowej zbudowanej z t pierwszych cyfr nastepujacej sumy

didy...d¢deyq...+b/2.

Odpowiada to dodaniu b/2 x b= (*+1) do liczby .d1d; ...d¢d¢s1...dn x be. Dla
przykladu, liczbie .1101 x 2! w zbiorze F(2,3,—1,2) przypisuje sie liczbe .110 x 2!
w metodzie odrzucania i liczbe .111 x 2! w metodzie zaokraglania prawidtowego.
Liczbie .10101 x 2° odpowiada w F .101 x 2° w obu wypadkach.

Podane sposoby zaokraglania prowadza do bledéw zaokraglania. Méwiac do-
ktadniej, btad zaokraglania jest réznica fl(x) — x, gdzie x jest liczba rzeczywista z
L < e < U, a fl(x) jest jej reprezentacja maszynowa. Mozna wprowadzié wiel-
kos¢ 8(x) zwang wzglednym bledem zaokraglenia, ktéry pojawia sie w liczbie fl(x),
(x #£0):

8(x) = (fl{x) —x)/%,

ktéra spelnia nieréwnosc

bt =e¢, odrzucanie

5(x)| < EPS :{ (%)

b'=t/2 =¢/2, zaokraglanie prawidlowe

PrzykeAD. Pokazemy to. Liczby z przedzialu (b€~',b€) w systemie z ruchoma
kropka sa odlegle o b¢~*. W przgpadku odrzucania (obcinania) mtodszych cyfr

4



liczba fl(x) rézni sie od x nie bardziej niz o b€~ *, a w przypadku zaokraglania pra-
widtowego nie bardziej niz o b€t /2, tzn.

et obcinanie,

)
bet/2, zaokraglanie prawidlowe .

fi(x) — x| < {
Poniewaz b¢~! < x to
bet 1—
bt

fl(x) — x|/x < { b,

be—1

obcinanie

=b'"t/2, zaokraglanie prawidlowe

Metoda odrzucania jest szybsza od metody zaokraglania prawidtowego lecz jej
dokltadno$¢ jest dwa razy mniejsza od tej ostatniej. Précz tego blad w metodzie
odrzucania ma zawsze ten sam znak, przeciwny do znaku zaokraglanej liczby. Pro-
wadzi to do narastania btedu w przypadku duzych obliczeni. Pomimo tego, ze czas
wykonania zaokragleni prawidtowych jest dtuzszy w poréwnaniu z czasem zaokra-
glania przez obcinanie, to korzyéci z ich stosowania sa wieksze (znoszenie sie btedow
o przeciwnych znakach).!

Zilustrujemy teraz zalezno$¢ (*) w systemie F(10,4, —50, 50). Liczbie x = 12.467
w F odpowiada przy zaokraglaniu z odrzucaniem liczba fl(x) = .1246 x 10%; blad
wzgledny zaokraglania wynosi

§(x) = 0.007/12.467 ~ 0.00056 < EPS = 10~3 = 0.001.
Stosujac zaokraglanie prawidlowe mamy natomiast <fl(x) = .1247 x 10% i
§(x) = 0.003/12.467 ~ 0.00024 < EPS = 1073/2 = 0.0005 .

Parametr EPS charakteryzuje wzgledna dokladnos$¢ uktadu F, a jego wartosc
zalezy od sposobu zaokraglania. Mozna go zdefiniowac jako najmniejsza liczbe taka,
ktéra dodana do 1 w ukladzie F daje w wyniku liczbe nalezaca do F i wigksza od 1:

fI(1 + EPS) > 1.
Np. w F(10,4,—50,50) z odrzucaniem, EPS = 10~3, bo
f1(1 4 0.001) = f1(.1001 x 10') =.1001 x 10" > 1

i nie mozna znalez¢ liczby mniejszej o tej whasnosci. Jesli w F stosujemy zaokraglanie

prawidtowe, to EPS = 0.0005, bo

fI(1 4+ 0.0005) = f1(.10005 x 10') =.1001 x 10" > 1.

g Zadanie 4. Bledy obcinania
‘ Podaj btad obcinania w systemie F(10,7,-20,20) [Spis]

1.4. Sledzenie bledéw zaokraglen

W fizyce prowadszi sie czesto duze obliczenia numeryczne. Potrzebna jest zawsze
wysoka dokladnosc¢ obliczen. W jaki sposéb bledy zaokraglen propaguja sie w czasie
obliczen i jaki jest ich wplyw na koncowe wyniki rachunkéw? Sprébujemy krétko
zastanowic sie nad tym problemem.

1 Zat6zmy, ze wszystkie bledy zaokraglen sa tej samej wielkosci, ich znaki sa niezalezne i
pojawiaja sie jednakowo czesto. Z centralnego twierdzenia granicznego teorii prawdopodobieni-

stwa wynika, ze prawdopodobny btad sumy n dodatnich skladnikéw przy stosowaniu metody
odrzucania jest w przyblizeniu \/n razy wiekszy niz blad metody zaokraglania prawidtowego.
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Istnieje wiele sposob6w minimalizacji btedéw koricowych. Pewne z nich reali-
zuje sie sprzetowo (maszyna), a inne programowo (jezyki). Tutaj beda nas gtéwnie
interesowac sposoby programowe.

1 Dla przykladu, zastanowimy si¢ jak mozna unikna¢ duzych bledéw w przypadku
wykonywania operacji prostego wyliczania $redniej arytmetycznej (a +b)/2 z liczb
a, b. Taka operacja wykonywana jest bardzo czesto, np. w przypadku wyznaczania
pierwiastka réwnania f(x) = 0 na odcinku < a,b > metoda polowienia.

Mozliwe sa dwa sposoby obliczen!

C:a+b 3)

oraz

(4)

Zalozymy, 7e obliczenia przeprowadzane sa w systemie dziesietnym z trzema licz-
bami znaczacymi, z zaokraglaniem, i a = 0.596, b = 0.600. Wedlug formuly (3)

mamy

¢ = (0.596 +0.600)/2 = 1.20/2 = 0.600.

Wartoé¢ doktadna jest réwna 0.598. Wedlug formuly (4)
¢ =0.596 + (0.600 —0.596)/2 = 1.196/2 =~ 1.20/2 = 0.596 + 0.004/2 = 0.598.

Zauwazymy, ze w tym przykladzie, dla ktérego wzor (4) daje lepszy wynik, obie
liczby sa jednakowego znaku.

2 Rozpatrzymy przyklad obliczen w systemie dziesietnym z czterema liczbami zna-
czacymi, w ktérym zamiast zaokraglania stosuje si¢ odrzucanie. Niech a = —3.483,
b = 8.765. Wedlug (3)

c=(—3.483+8.765)/2 =5.282/2 = 2.641.
Jest to réwniez wynik doktadny. Wedlug wzoru (4)
c=—3.483+(8.765+3.483)/2 = —3.483 +12.24/2 = —3.483 + 6.120 = 2.637 .

Jesli nawet dokonalibysmy zaokraglania to wynik nadal réznitby sie od dokladnego
gdyz mielibySmy c = 2.642. A wiec, w wypadku gdy liczby a i b r6znia sie znakami,
wzor (3) jest lepszy od wzoru (4). Mozna wyciagnac¢ wniosek, ze najlepsza formuta
liczenia sredniej polega na tym, by w przypadku ¢dy (sign(a) # sign(b)) wzigé
c=(a+Db)/2, awinnym przypadku c = a + (b —a)/2.

Teraz juz nikt nie powie, ze zna dobrze algorytmy numeryczne. Przyklad ten
pokazuje jakie srodki ostroznosci nalezy stosowac¢ w przypadku nawet najprostszych
operacji i w jaki spos6b wybér formuly (algorytmu) moze poprawié¢ dokladnosé
programu.

1.5. Przyktady dobrych i ziych algorytméw

Ostatnie przyklady pokazaly, ze wielkos¢ btedéw zalezy od sposobu obliczen,
a wiec od przyjetego algorytmu. Podamy jescze inne przyktady algorytméw, ktére
chociaz prawidtowe z formalnego punktu widzenia, moga spowodowac bledy ra-
chunkowe powodowane specyfika arytmetyki komputera.
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1.5.1. Rozwiazywanie réwnan kwadratowych

Rozpatrzmy réwnanie
ax? +bx+c=0.

Pierwiastki tego rownania sa dane przez formuly

x1 = (=b+vb2 —4ac)/2a, x2=(-b—+b%—4ac)/2a.

Zalozymy, ze rachunki przeprowadzane sa w systemie F(10,4,—50,50) z jedna cy-
fra zapasowaq i odrzucaniem mlodszych bitéw. Niech a = 1, b = —320, ¢ =
16. Dla wygody, liczby z F bedziemy zapisywaé w fortranowskiej notacji z E, tzn.
+.dyd,d3d4Ee, gdzie d; - cyfra liczbyz F, a e - cecha. Np. —320 = —.3200x10% € F
w formacie E ma posta¢ —.3200E3. Obliczenia przeprowadzone wg. wzordéw daja
dla x7:

X1 = (.3200E3 + v/-T024E6 — .6400E2,/.2000E 1
— (.3200E3 + .3198E3)/.2000E |
= .6398E3/.2000E1 = .3199E3 = 319.9,

a dla x; mamy
x2 = (.3200E3 — .3198E3)/.2000E1 = .20000/.2000E1 = .1000E0 = 0.1.

Zostaty podkreslone pierwsze niepewne na skutek zaokraglen cyfry.
Doktadne warto$ci pierwiastk6w sa réwne

x1 =319.950, x = 0.0500078.

Stad, bezposrednie obliczenia wg. wzoréw dla x; daly dobry wynik, a dla x, zly
gdyz wzgledny blad obliczen x; wynosi 100%.

tatwo zrozumiec¢ dlaczego tak sie stalo. W liczniku utamka dla x;, obliczana jest
roznica dwaéch duzych liczb 320 i 319.8. 7 tego powodu ich starsze cyfry wzajemnie
sie znosza, a wynik odejmowania okreslaja ich mlodsze cyfry. Poniewaz ostatnia
cyfra liczby 319.8 zawiera bledy zaokraglania, wiec wynik operacji odejmowania
jest bezwarto$ciowy poniewaz jego pierwsza cyfra znaczaca jest obarczona bledem.
Taka sytuacja nosi nazwe katastrofalnej utraty doktadnosci. Powstaje ona zawsze
tam gdzie odejmowane sa bliskie sobie liczby. Prowadzi to do wzrostu poziomu
bledéw obliczen.

Mozna uciec od katastrofy utraty dokladnosci stosujac inny algorytm obliczen.
W rozpatrywanym przypadku nalezy zastosowaé nastepujace wzory rachunkowe

x1 = (b —sign(b)Vb? —4ac)/(2a), xz2=c/(ax1),

gdzie sign(b) oznacza znak liczby b. Dla wybranych poprzednio wartosci a, b, ¢

mamy
~ .1600E2

*2 = 73799
Rozsadny wybér algorytmu ustrzegt nas przed niepotrzebnymi bledami. Nalezy o
tym pamietac.

=.5002E — 1 = 0.05002.

1.5.2. Obliczanie funkcji eksponencjalnej

Zal6imy, ze chcemy zbudowacé algorytm obliczania funkcji eksponencjalnej e*
stuszny dla dowolnych x. Poniewaz w rachunkach funkcja ta bedzie pojawiac sie
bardzo czesto chcemy by jej wartoé¢ byta maksymalnie doktadna. Zalozymy, ze w
tym celu postanowiliémy wykorzystac rozklad e* w szereg

2 43
e":1+x+7+§+...,
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ktéry jest zbiezny dla dowolnych rzeczywistych i zespolonych x. W obliczeniach nu-
merycznych musimy ograniczyc ilos¢ sktadowych szeregu do skonczonej ich liczby.
Liczba ta zalezy od x i od zadanej dokltadnoéci.

-5.5

Zal6imy ze nalezy wyliczyé wartos$¢ e w systemie arytmetycznym F(10, 5, —50, 50).

Mamy

e °°=1.0000
-5.5000
+15.125
-27.730
+38.129
-41.942
+38.446
-30.208
+20.768
-12.692
+6.9803
- 3.4902
+1.5997

+0.0026363.

Szereg zostat uciety do 25 sktadowych poniewaz dalsze skladowe nie maja juz wpltywu
na warto$¢ jego sumy w arytmetyce F. Otrzymali$émy wiec maksymalnie dokladny
wynik w F. Wynik dokladny jest jadnakze réwny 0.0408677! Znéw mamy do czy-
nienia z katastrofalna utrata doktadnosci.

Whynika to z analizy wartosci sktadowych szeregu. Mtodsza cyfra znaczaca kaz-
dej sktadowej wiekszej co do modutu od 10 wplywa na starsza cyfre wyniku. Ponie-
waz sktadowe szeregu sa wyliczone w przyblizeniu to fakt ten wyjasnia btad wyniku
konicowego. Aby unikna¢ powstalej sytuacji wystarczy obliczy¢ dyskutowana me-
toda e°->, a nastepnie odwrécié otrzgmany wynik:

e 00 = 63—5 =1/(1+55+15.125 +...) = 0.0040865 .

Pokazany przyktad posiada czysto ilustracyjny charakter. Zbieznosc¢ zastosowanego
szeregu jest bardzo staba, a to prowadzi do duzej liczby sktadowych o ile chcemy
zapewni¢ zadang doktadnos¢ obliczen. W praktyce do obliczen e* stosowane sa
bardziej efektywne algorytmy.

Rozpatrzone przyktady pokazuja w jakim stopniu metoda numeryczna moze za-
leze¢ od malych zmian parametréow, a wiec danych poczatkowych. Przykladowo,
niech w problemie réwnania kwadratowego parametr b = —320.0 zostanie zamie-
niony na —320.1. Dla x; obliczanego wedlug wzoru wyjsciowego otrzymamy 0.05.
Stad, zmiana o 0.03% tylko jednego wspéiczynnika prowadzi do zmiany wyniku o
200%. (Zauwazmy, ze doktadna zmiana pierwiastka spowodowana zamiana b jest
réwna 0.03%. Dokladny pierwiastek jest réwny 0.0499922.) Stosowany wzdr jest
wrazliwy na parametry z przedzialu b < 0 i b? > 4ac; w innych przypadkach
pracuje on caltkiem dobrze. Problem numeryczny moze wiec w pewnych przy-
padkach zalezeé silnie od wartosci poczatkowych, a w innych nie. Poniewaz
btedy zaokrgglert mozna traktowaé jako niewielkie zmiany danych poczatho-
wych wiec stosowanie algorytmu, ktory jest wrazliwy na tego typu zmiany moze
okazad sie niebezpieczne. Nalezy w takich przypadkach poszukiwaé metod al-
ternatywnych.



1.5.3. Obliczanie pierwiastkéw wielomianéw

Poprzednie przyklady pokazuja, ze metoda numeryczna (algorytm) moze silnie
reagowac na male zmiany danych poczatkowych. Pokazemy teraz, ze istnieja pro-
blemy, ktére same w sobie sa czule na tego typu zaburzenia. Klasycznym przykla-
dem sa obliczenia pierwiastkéw wielomianu

px)=(x—=1)(x—2)...(x —20) =x2° —210x"7 +...

Wielomian ten posiada dobrze odseparowane pierwiastki 1, 2, 3, ..., 20. Zat6zmy,
ze wspétezynnik przy x2° zostal zaburzony i jest réwny —(210 + 2723, Nowy wie-
lomian nieznacznie r6zni sie od wyj$ciowego wielomianu p(x) lecz jego pierwiastki
roznia sie bardzo. Zapiszemy ich wartosci z doktadnoscia do pieciu cyfr po prze-

cinku:

1.00000, 10.09527 + 0.643501 ,
2.00000, 11.79363 4+ 1.652321,
3.00000, 13.99236 + 2.518831,
4.00000, 16.73074 4+ 2.812621,
5.00000, 19.50244 + 1.940331,
6.00001, 20.84691.
6.99970,

8.00727,

8.91725,

Wida¢ wyraznie, ze niewielkie zaburzenie wielomianu p(x) doprowadzito do
znacznych zmian pierwiastkéw, a niektére z nich staly sie nawet zespolone Nie miato
to miejsca w przypadku dyskutowanego wczesniej réwnania kwadratowego. Tam,
wystarczyta zmiana algorytmu. Tutaj, w przypadku wielomianu p(x) problem jest
sam z siebie czuty na zmiany parametréw. Niezaleznie od metody obliczen, wprowa-
dzenie bledéw zaokraglania, a wiec zaburzenie, zawsze doprowadza do znacznych
zmian w pierwiastkach.

1.5.4. Uk}tad réwnan liniowych

Przykladem problemu, ktéry jest mato stabilny jest uklad réwnan

Mx+10y +4z =1,
12x+ 11y —13z =1,
14x 4+ 13y —66z =1.

Doktadnym rozwiazaniem jest x = 1,y = —1, z = 0. Zal6imy, ze zaburzymy
prawa strone ukladu zastepujac (1,1,1) przez (1.001,0.999,1.001). Rozwiazanie
wrziete z trzema cyframi znaczacymi jest w tym przypadku dane przez: x = —0.683,
y = 0.843, z = 0.006. Widzimy, ze zaburzenie prawej strony o 0.1% doprowadzito
do wyniku réznego od poprzedniego o 175% liczac w stosunku do maksymalnie
zmienionego pierwiastka.

1.6. Inne przyktady

Rozpatrzmy jeszcze pare przykladéw, ktére demonstruja w jaki sposéb propa-
guja si¢ bledy zaokraglen.



1.6.1. Przgklad algorytmu niestabilnego

Zal6imy, ze chcemy obliczy¢ catke

1
En:J xeX Tdx, n=1,2,....
0

Zachodzi nastepujacy zwiazek rekurencyjny

1

En :x"eX’]\é—J x" e ' =1—nEyq, n=23,... E;=1/e.
0

Jesli wykonamy obliczenia wedtug pokazanego schematu w uktadzie F(10, 6, —50, 50)

otrzymamy

By ~ 0.367879, Ee~0.127120,
E, ~ 0.264242, E5~0.110160,
Es ~ 0.207274, Eg~0.118720,
Es ~ 0.170904, Eo ~ —0.0684800.
Es ~ 0.145480,

Jedyny btad zaokraglania pojawit sie¢ w przyblizeniu E; =~ 1/¢ i doprowadzit do
tego, ze Eo jest ujemna chociaz wiadomo, ze w przedziale (0,1) funkcja x7ex~!
jest dodatnio okreslona i E¢ =~ 0.0916123. Inne bledy w procesie rekurencyjnych
obliczeni Eo¢ nie zostaly wprowadzone.

Przyczyna tak szybkiego wzrostu bledu jest fakt, ze poczatkowy blad réwny
4.412 x 10~7 przy obliczaniu E,, jest mnozony przez n!. W szczegdlnosci, przy
n = 9 blad w Eo jest réwny 4.412 x 1077 x 9! ~ 0.1601 i jest prawie réwny
rzeczywistej wartosci Eo. W ten sposéb wybrany algorytm okazat sie niestabilnym
poniewaz w kazdym kroku bltedy staja sie coraz wieksze.

Jedli zapiszemy nasz algorytm w postaci

_1—-E,

Eno1 = n s n:...,3,2,

to tatwo zauwazyd, ze w n-tym kroku btad nie powiagksza sie, lecz zmniejsza sie n
razy, tzn. dany algorytm jest stabilny. Widomym jego mankamentem jest to, ze
nie znamy poczatkowego przyblizenia. Niezaleznie jednak od tego z jakim bledem
wybierzemy poczatkowa wartoé¢ dla n > 1 bledy beda bardzo szybko male¢ w
kazdym kroku obliczen. Mozliwe do przyjecia przyblizenie poczatkowe moze byé
oszacowane nastepujaco

1 n+1 1

1
X
E. = x“e"*1dx<JA x"dx = 1=
" JO = 1o n+1‘0

n+1°

Jesli wezmiemy np. Ezp ~ 21—] to blad przy Eq¢ bedzie juz pomnozony przez 1/20 i
bedzie wynosit 0.0024. Kiedy dojdziemy do E;5 btad bedzie mniejszy od 4 x 10~8
(a wiec mniejszy od rzeczywistego bledu zaokraglenia) i bedzie malat z powodu
stabilno$ci metody. Poczynajac od E15 wartosci E,, sa dokladne do széstego miejsca
co odpowiada mozliwosci zaokraglen na ostatnim miejscu.

1.6.2. Czy zawsze 10 x 0.1 =17

Rozpatrywany przyktad jest cenny z tego wzgledu, ze liczba 0.1 czesto brana jest
jako wielko$é¢ kroku przy calkowaniu réwnan rézniczkowych oraz jako parametr w
innych algorytmach numerycznych. Jeéli maszyna korzysta z ukladu dziesigtnego,
tzn. b = 10 wéwczas réwnoé¢ 10 x 0.1 = 1 jest bezwarunkowo spelniona. Jezeli
b = 2 to tak nie jest poniewaz 0.1 nie posiada skoriczonego rozwiniecia w potegi
27", Rzeczywiscie, w ukladzie dwéjkowym 0.1 jest réwne

(0.1)10 = (0.0001100110011....)> .
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W niektérych komputerach reprezentacja 0.1 ma w Fortranie postaé

(0.1)70 =273 % 0.1100110011... 001100 [11... .

40—miejsc

Widac stad, ze kompilator wzial 0.1 z niedomiarem gdyz miejsce 41-e zawiera 1. Jesli
pomnozymy te wielko§¢ przez 10 (na komputerze) i odejmiemy od wyniku jedynke
to otrzygmamy 249 £ 0. Jedli przedstawimy 0.1 jako 1/10 to po wykonaniu dzielenia
w komputerze otrzymamy inna reprezentacje liczby 0.1:

(0.1)70 =273 x 0.110011001100... 001101 .
40

W tym przypadku 10 x 0.1 = 1.
Zobaczmy teraz, czy spetniona jest réwnoscé

10
> 01=01+0T+4...401=1.
1

Poniewaz rozwiniecie dwéjkowe 0.1 jest nieskonczone to odpowiedz jest negatywna.

W przypadku rozpatrywanej reprezentacji réznica miedzy 1 i suma Z}O 0.1 wynosi
2—39 _ 240'

1.7. Propagacja bltedow danych poczatkowych w algorytmach rozwiazan
zwyczajnych réwnan rézniczkowych

Rozwazmy prosty przygktad numerycznego rozwiazywania problemu Cauchy’ego
zwyklego réwnania rézniczkowego
y' =y, yl0)=yo. (1)
Rozwigzaniem jest funkcja
y(x) = yoe.

Przeanalizujemy algorytm Eulera z ustalonym krokiem h. Przyblizone rozwiazanie
(1) Un1 w punkcie x,, 11 jest dane przez?

Uni1 = Unp+hf(xn,un) (2)
(1 +hA)un (3)

(14 hA) 2 un_y 4)

= ... (5)

= (T+hA" Ty, (6)

Wielko$¢ uy jest przygblizeniem wartosci poczatkowej yo. Réznica miedzy uo i yo
moze pochodzi¢ z niedokltadnosci w danych poczatkowych lub z bledéw zaokraglen
maszynowych. Moga tez wystapi¢ obie te przyczyny jednoczesnie. Wielkos¢ ug
zawiera wiec blad ey = yo —up. Zauwazmy takze, ze w metodzie Fulera uzywamy
przylizenia 1 + hA funkcji e**.

Zapiszemy teraz wyrazenie okreslajace globalny blad E,, 11 w (n + 1)-szym
kroku calkowania. Poniewaz

Uns1 = (14" Tuo = (T4 RN (yo — eo),

to btad E 11 jest réwny

Entl = Ynt1 —Unya (7)

= yoe™ M — (1 4+ hA)™ (yo — eo) (8)

= [eMIP (1 L R yo + (T +hA) e (9)

2 Ogodlnie y’ = f(x,y) i rozwiazania poszukujemy zapisujac pochodna y’ w postaci y’ =

(Yn+1 —yn)/h, gdzie yn =y(xn), i Xn4+1 = xn + h, co wynika z definicji pochodnej, a wiec jest
stuszne dla h — 0.

11



Globalny blad posiada dwie sktadowe. Pierwsza pochodzi z przyblizenia funkcji
e przez (1 4 hA), druga opisuje propagacje bledu ey z warunku poczatkowego.
Jedli |[T+hA| > 1, to skfadowa druga rosnie ze wzrostem 1 i w ostatecznosci staje sie
dominujaca czescia globalnego bledu E,, 1. Jezeli chcemy ograniczy¢ propagacje
bledu dla przypadku A < 0 musimy zadba¢ o to by spelniony byl warunek

T+hAl<1 lub h<2/[Al.

Otrzymany warunek na ograniczenie kroku catkowania h nosi nazwe warunhku sta-
bilnosci. W przypadku jego niespelnienia przyblizone rozwiazanie problemu bedzie
niestabilne. Tak wiec maksymalna wartoé¢ kroku catkowania hm o x zalezy zar6wno
od parametr6w problemu (w naszym przypadku od parametru A) jak réwniez od za-
stosowanego algorytmu obliczeri. Warunek stabilnosci h < 2/|A| zostal otrzymany
z konkretnej aproksymacji 1 + hA funkcji e

W jednym z algorytméw rozwiazywania réwnan rézniczkowych, tzw. metodzie

Runge-Kutta 4-go rzedu, funkcje e™ aproksymuije sie wyrazeniem
2 3 4
e =1+hA+ (h;\!) + (h;\!) + (hj\!) :
To naklada inne ograniczenia na h. W tym przypadku doktadne wyznaczenie wa-
runku stabilno$ci w jawnej postaci jest trudne do wyliczenia, mozna jednak powie-
dzieé, ze stabilno§¢ ma miejsce dla takich h, dla ktérych wartosci przedstawionego
wielomianu sg absolutnie mniejsze od 1.

Jezeli A > 1 to nier6wno$é 1 + hA > 1 jest spelniona dla dowolnego h > 0, a
to oznacza, ze w kazdym kroku procesu calkowania obserwuje sie¢ wzrost bledéw
lokalnych. W tym wypadku niestabilnos¢ nie jest oczywista poniewaz dominujaca
sktadowa btedu globalnego E, 11 staje sie¢ w tym wypadku pierwsza sktadowa. Nie-
zaleznie od tego jak maly krok h wybierzemy, réznica e™* 1M —(1-+hA)™*+1 bedzie
przy dostatecznie duzych n wieksza od (1-+hA)™*!. Tego typu problem nosi nazwe
zle uwarunkowanego.

Jesli w analogiczny sposéb przeprowadzimy analize og6lnego przypadku y’ =
f(x,y), to mozna doj$¢ do nastepujacych ogélnych wnioskow:

a) jesli 9f /9y < 0, to wplyw bledéw lokalnych zmniejsza sie dla h spelniajacych
warunek stabilnoéci

b) jesli of/dy > 0, to wplyw< bledéw lokalnych roénie niezaleznie od tego jak
male jest h.
W wielu problemach znak 9f/0y zmienia sie¢ w przedziale calkowania, tzn.

bledy lokalne sa raz mniejsze, a raz wieksze. W tym wypadku dobrze jest wyko-
na¢ calkowanie tak by wiedzie¢ jaki jest znak 0f/dy i w ten spos6b kontrolowaé
sytuacje. W prostym przypadku y’ = Ay, A > 0 lepiej jest catkowac w kierunku
mniejszych x, tzn, z uyjemnym krokiem h. Oczywiscie, kazde réwnanie rézniczkowe
wymaga oddzielnego podejscia.

? Zadanie 5. Liczby dwéjkowe
‘ Zapisz w systemie binarnym liczby 2013, 777, 100, 0.1 [Spis]
? Zadanie 6. Rézne systemy liczbowe

Zapisz liczby z zadania poprzedniego w systemie ésemkowym i szesnastkowym

[Spis]
‘g Zadanie 7. Systemy

Napisa¢ (FORTRAN) program przeliczania liczb z jednego systemu liczbowego

(inpsys) do innego (outsys) [Spis]
éZadanie 8. Systemy liczbowe
Napisz program w PascaLu, ktéry wszystkie dziatania (+,-,*,/) bedzie wykonywat
w arytmetyce F(b,t,L,U), gdzie danymi beda b, t, L i U. [Odp.|Spis]
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