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Metoda Numerowa



Metoda Numerova-Cowella-Goodwina-Foxa... 1

J.L. Quiroz Gonzales, D. Thompson: Getting started with Numerov Method,
Computers in Physics, 11, Sep/Oct 1997.
Metoda stuzy do rozwiazywania rownan typu
d*y
Tz = V@) +V(z)y, (1)

gdzie y = y(z). Do tej klasy rownan, oprocz rownania Schréodingera

d’y  2m

= h V(z) — Ely, (2)

zalicza sie tez réwnanie klasycznego, oscylatora harmonicznego
d*y

o5

dx

i rownanie Poissona opisujace potencjal zadanego rozktadu tadunku.

= focoswzx — ky (3)



Metoda Numerova-Cowella-Goodwina-Foxa... II

Po dyskretyzacji * mamy

dy h*d*y R*dPy h'd'
yn+1:y7L+h%+§@+§E+I@+~H (4)
Podobnie
B dy h*d*y RhPdPy htdYy
Ynot =Un —h g T g T Bdas T Alaet (%)
Stad

h? d%y Kt dYy



Metoda Numerova-Cowella-Goodwina-Foxa... III

Oznaczajac prawa strone rownania (1) przez

F=U(z)+V(x)y, (7)
otrzymamy
ht d*F
o 7 2 v 6
Yn+1 =240 — Yn-1 +h P+ 5 - +O(h°). (8)

Druga pochodng F' zapiszemy w postaci

h? d*F K d*F
Fupr — 2F + Fooy %2 (—d pRd B, 0(h6)> .

2! dx? 4! dxt ®)

Po wstawieniu do (8) otrzymamy roéznicowy algorytm calkowania réwnania
(1)

2yn — Yn—1 + h2/12(U7L+1 + IOFIL + anl)
(1 — Vus1h2/12)

Ynt1 = + O(h®). (10)



Metoda Numerova-Cowella-Goodwina-Foxa... IV

Wykonanie jednego kroku catkowania z duzg doktadnoscia, rowng O(h°),
wymaga tylko jednokrotnego wyznaczenia funkcji U i V.

Metoda Rungego-Kutty, w celu osiagniecia tej samej doktadnosci,
potrzebuje obliczy¢ szes¢ wartosci U i sze§¢ wartosci V' na jeden krok
catkowania (patrz: Press, Teukolsky, Vetterling, Flannery, Numerical
Recipes, Cambridge UP, Cambridge, 1992.)

Z réwnania (10) widaé, ze dla wyznaczenia warto$ci yn+1 potrzebujemy
znaé¢ warto$¢ y w dwu punktach poprzednich. Jak rozpoczaé obliczenia?
Zalozmy, ze znamy wartosé¢ poczatkowa yo = y(zo), ktéra pozwala obliczyé
Fy i znamy pochodna ¥ (zagadnienie Cauchy’ego). Chcac wyznaczy¢ y» 7
doktadnoscig O(h®) musimy z taka doktadnoscig znaé¢ y,. Wystarczy jednak
nizsza dokladnosé obliczen y1, rowna O(h®), a to z tego wzgledu, iz blad
koncowy algorytmu jest rzedu h°, a 31 wyznaczamy tylko raz.



Metoda Numerova-Cowella-Goodwina-Foxa... V

Obliczymy y1 z rozwiniecia Taylora
Y1 = yo + hyo + h*/2! Fo + h® /3 F§ + h* JA FY + O(h°). (11)

Za pochodna I wstawiamy

R -F
Tk

i obcinamy tak otrzymany szereg. Daje to

Fy

+ O(h) (12)

y= 0 + hyo + h?/6 (U — 2Fy)
L=

AT +O(h%). (13)

Uzycie tak wyliczonego y1 z dokladnoscia O(h4), moze spowodowadé, wzrost
globalnego bledu obliczen do O(h*)!



Metoda Numerova-Cowella-Goodwina-Foxa... VI

Z réwnania (11) widzimy, ze w celu zmniejszenia bledu, powinnismy jak
najdokladniej obliczyé¢ druga pochodna FY'. Jak to zrobié?

e Obliczy¢ yi analitycznie. Nie zawsze jest to praktyczne

e Obliczy¢ y1 z réwnania (11) bez czlonéw Fy i Iy i zastosowaé
standardowy algorytm Numerowa (1) w celu pierwszego oszacowania
y2. Wartod$é te mozna nastepnie wykorzysta¢ do wyznaczenia I
Powtarzaé obliczenia y1 i y2, lecz z wykorzystaniem nowych F}', do
momentu gdy obie wartoéci przestana sie zmienia¢. Zmudne.

e Wykona¢ jeden krok catkowania z wykorzystaniem innego,
samostartujacego algorytmu catkowania (np. RK4) i nastepnie przejsé
do metody Numerowa. Utrata doktadnosci.



Metoda Numerova-Cowella-Goodwina-Foxa... VII

Zalozmy, ze mamy pierwsze oszacowanie yi, ktore pozwoli oszacowaé .
Korzystajac z Fy, 1 i F» szacujemy FY' i stad, z zadana doktadnoscia,
otrzymujemy yi. Poszukujemy y; w postaci

Y1 :y0+hy6+h2(aFo+bF1 + cFy). (14)

State a, b, ¢ powinny by¢ takie, by rownania (11) i (14) byly ze soba
zgodne. Otrzymamy je rozwijajac F1 i Fo w szereg Taylora w punkcie xo.

(aFy +bFy +cFs) = aFo+b(Fo+hF,+h*/2F) +...)
+c(Fy+hF{+h°)2F] +...)
= Fo(a+b+c)+ Foh(b+2c) + Fy'h?/2(b+4c) + ...

Poréwnujac z réwnaniem (11) dostaniemy
a+b+c=1/2, b+2c=1/6, b+4c=1/12. (15)

a="7/24, b=1/4, c=-1/24. (16)



Metoda Numerova-Cowella-Goodwina-Foxa... VIII

Stad

y1 = yo+ hyo+ h?/24(TFy 4+ 6Fy — F2) + O(R®),
(17)

_ 2y —yo +h2/12(Uz + 10F + Fy)
v (1 - Vah?/12)

+O(R).

7 doktadnoscia do cztonow O(h®) uktad rownan (17) jest liniowy wzgledem
y1 1 y2 (uwaga: y1 i y2 wchodza do Fi, F»). Grupujac, mamy

a11y1 + ai2y2 = by
a21y1 + az2y2 = ba2. (18)



Metoda Numerova-Cowella-Goodwina-Foxa... IX

gdzie
an = 1-Vih?/4,
a2 = V2h2/247
an = —2-5Vih%/b,
azs = —1-Vah%/12,
bi = yo+hyo+h*(TF +6Us — Uz)/24,
by = —yo+h*(Fo+ 10U +Uz).

Stad dostajemy y; z btedem O(R®).

a22b1 — ai2b2
Yy = ——""
a11G22 — a12a21

(25)



Metoda Numerova-Cowella-Goodwina-Foxa... X

L

yi=gr- (26)
gdzie L i M sa
L = yo(1—Vzh?/24) (27)
+hyo(1 — Vah?/12) (28)
+h?/24(TFy + 6U — Us) (29)
—h*Va/36(Fy + 2U1), (30)
M = 1-Vih*/4+V1Vah*/18. (31)

W pokazanej, ulepszonej metodzie Numerowa startujemy z réwnania (26)
i dalej korzystamy z rownania (10).
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Zadania

e Powtoérzy¢ obliczenia prowadzace do wartosci wspotezynnikéw a, b, ¢
pokazanych w réwnaniu (16).

e Napisa¢ podprogram rozwiazywania réwnan rézniczkowych metoda
Numerowa i wykonaé test programu sprawdzajac w tym celu zgodnosé
wynikéw numerycznych z rozwigzaniami analitycznymi kilku znanych
réwnan. Jak krok calkowania h wplywa na wyniki obliczen? Wykonaé¢
rysunki poréwnawcze rozwigzan dla trzech réznych krokéw catkowania.

e Rozwiazaé¢ réwnanie —0.5y" +y +x =0, [y(0) = 1,3'(0) = 0] stosujac
metode Numerowa.
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Uzyteczna transformacja I

Stephen B. Haley, An Underrated entanglement: Riccati and Schrédinger
(Step Y, g g
equations, Am. J. Phys., 65, March 1997, pp2377243.)

Czasami (np. elektron w polu magnetycznym) réwnanie Schrodingera
zawiera tez pierwsza pochodna. Rozpatrzmy réwnanie

d*Z dz
T 2a(x)£ +b(x)Z(z) =0, (32)

w ktorym Z(x) jest nieznana funkcja, a a(x) i b(z) sa funkcjami z. Pierwsza

pochodna wyeliminujemy wykonujac transformacje (patrz np. Kamke)
Z(z) =Y (z)exp {/ a(m/)dx/] . (33)

Prowadzi to do nastepujacego réwnania dla Y (x)

ZTZ + f(z)Y(z) =0, gdzie f(x) = j—i —a®(z) + b(z). (34)
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Uzyteczna transformacja I

Podana transformacja jest czescia ztozonej transformacji Liouville’a
uzywanej przez Berezina i Shubina do wyznaczenia asymptotycznych
wlasnosci funkeji wlasnych réwnania Schrédingera (patrz: F.A. Berezin,
M.A. Shubin, Urawnienie Schrodingera, Moskwa, 1983.)

Poniewaz znamy zazwycza]j postaé¢ analityczna wspolczynnikow a(x) i b(x)
w réownaniu (32) to wykonanie transformacji (33) jest proste i mozna
stosowa¢ metode Numerowa do otrzymanego roéwnania (34).
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Zadanie

Rozwiazaé réwnanie z3y” =y, y(1) = 1, /(1) = 0 na odcinku (0, 1).
Narysowa¢ zaleznosé¢ y(z)/(z*/* exp (2¢1/?)) gdzie y jest rozwigzaniem

réwnania. Wynik powinien byé podobny do przedstawionego na rysunku.

0.14

0.135

0.13

0.125
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0.115

0.11

0.105

YO/ exp@ x )

0.1

0.095
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@ J.L. Quiroz Gonzales, D. Thompson: Getting started with Numerov
Method, Computers in Physics, 11, Sep/Oct 1997.

@ Stephen B. Haley, An Underrated entanglement: Riccati and
Schrédinger equations, Am. J. Phys., 65, March 1997, pp 237-243.
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