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Macierzowy algorytm Numerowa



Algorytm macierzowy Numerowa I

Algorytm Numerowa dla réwnania

V() = f(@)(x), (1)

(dla réwnania Schroedingera f(x) = —2m(E — V(z))/h?) na sieci punktow
x; odleglych o d jest

Yi—1(12 — d?fi_1) — 24ps(5d> f; + 12)
d2fi+1 — 12

Yig1 = +0(d°) (2)

gdzie np. ¥; = ¥ (x;). Mozna to przedstawi¢ w postaci

_LQ (Yi—1 — 2 + Pit1) I Vicihio1 + 10Vi)s + Vigihita
2m d? 12
_ E(¢’i—1 + 1(1)?2/11 + it1) . (3)




Algorytm macierzowy Numerowa I1

Reprezentujac ¥ w postaci wektora (..., ¥;—1, s, ¥it1,...) 1 definiujac
macierze A = (I_1 — 2Iy + I1)/d?, B = (I-1 + 10y + 1)/12,

V = diag(...Vi—1, Vi, Vig1,...), gdzie [, oznacza macierz jedynek na
diagonali p i zer w pozostatej czesci, rownanie to zapiszemy w postaci

2
fh—AszrBV@Z) = EB1. (4)
2m
Mnozac przez B~ mamy
[
——B Ay + VY =Evy. (5)
2m



Algorytm macierzowy Numerowa III

Warunki brzegowe okreslimy, biorac podmacierze N x N macierzy A, B.
Odpowiada to warunkom vy = ¥n4+1 = 0, co efektywnie oznacza
umieszczenie potencjalu w pudle o nieskoniczonych Scianach.

Alternatywa jest przyjecie warunkéw okresowych z Ay ny = Ay = 1/d°
i Byv = By = 1/12.



Definicja sieci

Chcemy znalezé stany dla F < FE,,q.. Minimalna dlugosé fali de Broglie’a A
jest w tym wypadku réwna A = h/v/2mEmas. Praktyka pokazuje, ze
wystarczajaca doktadnos$é otrzymuje sie jesli krok d sieci ma warto$é réwna
jednego punktu na radian, tzn. d = \/27w. Znajomos$¢ punktow zwrotnych
x+ takich, ze V(z¢) = Emae oraz przyjecie zalozenia, ze w obszarach
wzbronionych (E < V) dodajemy dodatkowo 2\, daje dla liczby punktow
sieci warto$¢ N = 2(x¢/d + 4w) zaokraglona do liczby catkowite;.



Przyklad. V = |z|. I

Potencjal V' = b|z| jest rozwiazywalny dokladnie co jest wazne dla
sprawdzenia. R. Sch. jest

h d*y B
—%w‘kbl"([}—Ed}. (6)

Przy oznaczeniach

1/3
T =as, az(hQ) , W= i GIE E=(s—¢ (7)

mb ma?’ W’

otrzymamy réwnanie Airy’ego, ktérego rozwigzaniem sg funkcje Airy’ego:
Ai(/2€) 1 Bi(V/2€). Funkcja Bi — oo dla & — oo i nie jest wobec tego

rozwigzaniem fizycznym, a wiec
¥n(€) = CnAi(V26n), ®)

gdzie C), jest stala normalizacyjna.



Przyklad. V = |z|. II

Rozwigzanie jest stuszne dla s > 0. Z wlasnosci symetrii potencjatu wynika,

ze rozwiazania dla s < 0 otrzymamy z otrzymanych rozwiazan. Poniewaz

$ () = (=), o (s) = —pP(—s) (9)
to zadamy by
PoH(0) = Ai(-Vaa) =0,  PET _a¢(—¥a) =0, ()

dla numerycznych rozwiazan nieunormowanych. Stata normalizacyjng C,,
oblicza sie wg, wzoru

—1/2

Cn =273 U; Ai(€n)? dén . (11)



Przyklad. V = |z|. III

Roéwnania (10) okreslaja wartosci wlasne dla rozwiazan odd i even.
Dochodzimy do wniosku, ze energie wlasne E, sa dane przez

272\ 1/2
En = 6'rLVV = €n (h b ) .
m



Przyklad. V = |z|. IV

Solution for v(x)=|x|, n=50
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Rysunek 1: Przyklad rozwiazan dokladnych w przypadku V ~ |z| dla n = 50.
Punkty odpowiadaja rozwiazaniu z wykorzystaniem macierzowego algorytmu
Numerowa.



Przyklad. V = |z
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Rysunek 2: Blad rozwigzan Numerowa w przypadku V ~ |z| dla n = 50.

Pokazano r(’)inicq wNumerow - wanalityczne
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Energie wlasne w potencjale |z

Tablica 1: Comparison of exact and numerical results for the quantized energies
(in scaled units, see text) of the |z| potential. The numerical results are calculated
on an N = 278 point grid with a spacing of 0.158 in scaled distance units.

n=1 2 3 4 10 20 50
Exact 0.8086 1.85568  2.5781 3.2446  6.3053 10.182 18.947
Numerov  0.8099 1.8557  2.5785 3.2445 6.3049 10.181 18.936
3-pt 0.8089 1.8529  2.5728  3.2358  6.2717 10.094 18.63

W trzecim wierszu Tablicy zamieszczono wyniki obliczenn w przypadku
zastapienia drugiej pochodnej formuty 3-punktowa, co jest rownowazne
przyjeciu, ze macierz B = I. Wyniki dla duzych n sa nieco gorsze od

doktadnych wyniké6w metody Numerova.
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Napisa¢ procedure obliczania sferycznych funkcji Bessela j;(x) i ni(x).
Wykorzystaé zwiazek rekurencyjny

si+1(z) + si-1(z) = si(z), (13)

gdzie s; oznacza albo j;, albo n;. Wykorzysta¢ wyrazenia dla j;, n;, [ =0, 1:

sin x cosx
; = == 14
jo@ =2, no(a) = == (14)
sinx  cosx cosr sinx
: _ _ = = . 15
h@) =0 -0 @)= -2 (15)

Relacje rekurencyjne maja dwa niezalezne rozwiazania, z ktorych jedno
moze silnie rosnaé¢ z [. Dlatego tez, ze wzgledu na bledy numeryczne,
rozwiazanie, ktoére nas interesuje, moze by¢ niestabilne (btedy zaokraglen).
Zdarza sie to w przypadku j; dla [ znacznie wiekszych niz z. Dla obliczenia
Ji nalezy wigc stosowa¢ metode zstepujaca. Kladziemy sy, +1 =0,

a Simax = 0, gdzie ¢ jest malg liczba. Rekurencje prowadzimy w dét, az do
interesujacej nas wartosci [. Zauwazmy, ze normalizacja rozwigzania jest
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Zadania IT

wyznaczona przez 0, a wiec jest w tym sensie dowolna. Aby uzyskaé
wladciwa warto$é j; nalezy rekurencje prowadzi¢ do | = 0 i nastepnie,
korzystajac z faktu, ze (jo(x) — zj1(x)) cosx + zjo(x) sinz = 1 wyznaczyé
stala normalizacyjng.

Gorna warto$¢ Lmax, od ktorej zaczynamy rekurencje powinna byé
w miare duza. Przyjaé, ze

LmaX:maX{|:¥+20,l+20:|},

gdzie [z] oznacza najwieksza liczbe calkowita mniejsza od z, a | odpowiada
wartosci [ obliczanej funkcji Bessela.

Napisa¢ funkcje obliczajaca ji(z). Sprawdzi¢ wynik, przyjmujac, ze

5(1.5) = 6.69620596 x 10~*, ns(1.5) = —94.2361101 .
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Thank you!



Norma

Calke z rownania (11) dla normy mozna zapisa¢ w postaci

I, = / Ai(s—em)st

—:\5/56771
m Zm—1 0 0o

_ Z/ Ai2(s)ds+/ Ai2(s)ds+/ Ai(s)ds , (16)
k=1"Y%m z1 0

gdzie 2, jest kolejnym zerem Ai(s), Ai'(s) (Patrz Rysunek (3). Ostatnia
catke mozna obliczyé¢ analitycznie. Jest ona réwna

= 1
As® =——_=J. 4 , 1
/0 (s)ds = 5703 {73 = 0-00698748377966307 (17)

Pozostale calki oblicza sie numerycznie metoda Gaussa lub
Gaussa-Kronroda miedzy kolejnymi zerami Ai, Ai’ i miedzy z; i 0.



Norma

Rysunek 3: Funkcja Ai(s) i jej pochodna Ai/(s).

Zera funkcji Airy’ego znajdujemy numerycznie, korzystajac, np. z procedur
numerycznych z pracy Shanjie Zhang i Jianming Jin [4].
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