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Wzajemno$é. Natadowana nitka.

Potencjat elektrostatyczny
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Pole nitki natadowanej

Jest to pole wytworzone przez natadowana nitke umieszczona
w punkcie w x = a, y = 0, nad ptaszczyzna uziemiona

(y =0, V =0) wzdtuz osi z. Wynika to z prawa Gaussa dla
liniowego tadunku i zasady superpozycji pél.

Rysunek 1: Pola natadowanej nitki nad uziemiong ptaszczyzna.



Wzajemnos$é. Przyktfad

To samo dostaniemy, biorgc zamienione pochodne innej funkcji
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Wzajemnos$é. Przyktfad

Poniewaz linie sit pola spetniaja réwnanie
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Czyli d®/dt =0, a to znaczy, ze ® = constant!



Wzajemnos$é. Przyktfad

Linie sit pola sa wiec dane przez réwnanie ® = constant. Jesli
znamy potencjat V(x,y) i znajdziemy funkcje ®(x, y) taka, ze

ov +(9<l>(><,y)
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to réwnanie linii sit pola jest

®(x, y) = constant .



Twierdzenie o wzajemnoSci

Theorem

O wzajemnosci. Réwnanie linii sit pola jest réwnowazne réwnaniu
linii jednakowego potencjalu (linii ekwipotencjalnych) innego
rozktadu fadunkéw (lub przewodnikéw o statym potencjale).

Dowolne dwie linie sit pola mozna traktowac jak przewodniki innego
ukfadu, na ktérych ustalony jest potencjat.



O wzajemnosci. Przyktad

Przyréwnujac do zera funkcje

d(x,y) = 2k [arctan Y arctan—2 ]
X—a X+ a
2ay
= 2kAarctan ——F5—— 8
x2 4 y2 — 22 (8)
otrzymamy réwnanie linii zerowego potencjatu.

2ay
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Dla jakiego ukfadu przewodnikéw? Dla y = 0, x? # a? funkcja ®
jest zerem. Mamy
V=0, day=0, |[x]>a,
V=const, dlay=0, |[x|]<a. (9)

(Patrz: Rysunek, nastepna strona.)



Wstega. Rysunek.

Rysunek 2: Potencjat i linie sit, utworzone przez wstege o szerokosci
2a = 2, w poczathu uktadu wspétrzednych, wzdtuz osi z, miedzy
uziemionymi pétptaszczyznami (V = 0).



Wstega. Rysunek.

Funkcja zespolona F(z) zmiennej zespolonej z = x + iy posiada
cze$¢ rzeczywista réwna V(x,y) i urojona ®(x, y).

Zadanie.

Sprawdzi¢ to.
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Metoda rozdzielania zmiennych

Dwa wymiary
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Laplasjan. Symetria cylindryczna.

19,9V LoV o, V = R(r)D(p)

ror or r’o@
P(¢p)=C,cosng+D,sinng n=0,12,...
R(ry=Ar"+Br" n=12.. R(r)=A+Bln(r)
V(r,p)=A+BlIn(r)

+Y(Ar"+Br")C cosng+D, sinng)
Y (A" +Br")C,cosng+ D, sinng

n=1
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Przypomnienie

Pole i potencjal nieskonczenie dtugiej natadowanej nitki
o~liniowej gestosci fadunku A:

E(r)= Zlkl, V(r)=const -2 Ak Inr
r

Tutaj k=1/4re,
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Problem

Znalez¢ potencjat i natgzenie pola uktadu dwu nieskonczenie
dhugich réwnolegtych walcow o osiach odlegtych
o0 d, o promieniach r,, i potencjatach +V,/2 1=V /2.

Rozwiazanie otrzymamy znajac rozwigzanie dla dwu
nieskonczenie dlugich tadunkéw umieszczonych w
punktach x=+a i x=—a. Z zasady superpozycji mamy

_ n_ Jx+a)y +y’
V(r)=2AkIn2=2Akln Y ———=—
n Jx-a)y+y’

Parametry zwigzemy z poprzednimi V itd..
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Problem

Niech potencjat w punkcie P(xp,yp) bedzie Vp. Punkty, w ktoérych
potencjal jest Vpspetniaja rownanie

r,/r=exp(V,/2Ak)=e°
lub réwnowaznie
(x—acothc)® +y* =a” /sinh’c.

Jest to okrag o srodku w punkcie (a coth(c), 0)
o promieniu a/sinh(c).
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Problem

Jesli wygenerujemy rozwiazanie, ktore da potencjat +/-V/2 na
okregach o promieniu 1 to jest to rozwigzanie problemu walcow.
Zauwazmy, ze

a=r,sinhc,
d =2acothc =2r,coshc.
Stad
2Ak =V, /2c,
gdzie
c=cosh™ 4 .
2r,

0

Szukany potencjal jest wigc rowny: V(x,y)= Yo In(r, /1) .
2 c
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Funkcje analityczne

y
. i6
Z=x+iy=pe

F(z)=g(x,y)+ih(x,y)
w=u+iv=F(z)

F(z) odwzorowuje pltaszczyznge (x,y) w ptaszczyzng (u,v).

n 1/n : z

Przyklady: Z", z', sinz, e, Inz
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Funkcje analityczne spelniaja warunki Cauchy’ego-Riemanna

aﬁ=% and a£= %

B

ox dy ay ox

Zapewnia to, ze g(x,y) 1 h(x,y) spelniajg rbwnania Laplace’a.

2 2 2 2
a—g+ag =0 and oh +M=

0.
x® 0y’ ox® 9y’

Jesli g(x,y) spetnia warunki brzegowe problemu to g jest
potencjatem.

Jesli h(x,y) spetnia warunki brzegowe problemu to /4 jest
potencjatem.
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Funkcje g i & sa sprzgzone. Jesli g=V (potencjal) to g=const
opisuje powierzchnie ekwipotencjalne, a A=const opisuje linie sit
pola lub odwrotnie.

Jezeli F(z) jest analityczna to definiuje odwzorowanie konforemne.
Transformacja konforemna odwzorowuje sie¢ prostokatng w sie¢
krzywoliniowa, w ktorej linie wspotrzgdnych sg prostopadte.

z w
N Cala
Przyktad. L —  Plaszczyzna
zespolona

Wspotrzgdne kartezjanskie - wsp. polarne:
w=e, z=x+iy, w=e'e".
Wspdtrzedne polarne = wsp. kartezjanskie:

w=lnz, z=pe’, Inz=Inp+ib.
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Kagt z ptaszczyzn przewodzqgcych

F(z)=az’ +iV,

V=h(x,y)=2axy+V, Linie eqwipotencjalne

g(x,y)=a(x* —y*) = const Linie sit

20



Brzeg przewodzqcej ptyty

F(z)=az" +iV,

Vix,y)= %(\/ x4yt -x)" 4y, Pow. ekwipotencjalne

a
g(x,y) = ﬁ(\/xz +y" +x)" Linie sit
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Kondensator ptaski

F(z)= Y—”ln w odwzorowanie w— F
i

7= i[lnw + %(1 -w?)]  odwzorowanie w—> z
T
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Kondensator ptaski

w=pe’, 0<Osm, O0sp<w

v n-"Yomp
JT JT

x= g[1n,0+1(1—,02 c0s26)]
T 2

y=Linp-Lp*sin26)
V4 2
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Przyktady

VISUALIZATION OF ELECTROMAGNETIC FIELDS USING AWK.
Daryl Armstrong, lan Llanas, Frank Russo, and Jeffrey R. Schmidt:
Computers in physics, Vol 12 No 2, Mar/Apr, 1998, p. 159.
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Figure 1. Equipotentials and field lines in four exactly soluble
sets of field geometries:
a) grounded plane with a high-voltage strip from
x =-1tox =1 (setl);
b) line charge above a grounded plane (set2);
c¢) line charge through the origin (set3);
d) parallel plates (set4) .
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Table. Awk scripts used in conformal mapping.

Label Transform Label Transform
map1.awk w=sin"' z mapt1i.awk w=F(g+iy)
nz
map2.awk w=lInz mapi2.awk w=sin -
map3.awk w=i 1 :z map13.awk w=z+a
z
map4.awk z= i—ﬂl map14.awk w=\z
—w
map5.awk w=z+ % map15.awk w=sin"' =
map6.awk w=z"% map16.awk =z+ia
map7.awk w=z+VZ—1 mapi7.awk w=> = :
z
1 1+z
map8.awk w=z-— mapi8.awk w=i N
z
map9.awk w=z+VZ+1 mapi9.awk w=¢%
map10.awk w=e" map20.awk w= %
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Figure 2. Equipotentials and field lines for various field geometries:

a) line charge above an insulated plane;

b) cylinder with upper half grounded and lower half at Vo;

¢) wedge with boundaries at different potentials;

d) external fields of a wedge with boundaries at different
potentials;

e) conducting channel with walls at different potentials;

f) rectangular box with halves at different potentials;

g) line charge in a grounded conducting box;

h) line charge between two grounded parallel plates;

i) grounded conducting cylinder in a uniform electric field.
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Pola natadowanej nitki: y=0
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Pola natadowanej nitki: y=1

N2

==

S X

f(@)=(A/2me)In[(z-i)/ (z+)]
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Pola wstegi |x|<1 na ptaszczyznie O
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Rownolegte, natadowane ptyty
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Inne Przyktady

Y. Shibuya: "Electrostatic Fields Using Conformal Mapping"

http://demonstrations.wolfram.com/ElectrostaticFieldsUsingConformalMapping/Wolfram Demonstrations Project
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Dla zadanej funkcji w(z), gdzie z = x + iy.

Znalezé Rw, Sw

Wstawi¢ x = rcosf, y = rsinf

e Rozwiagza¢ réwnania: Rw = const, Sw = const’ wzgledem r

Obliczy¢ x = rcosf, y = rsinf dla 0 € [0, 27).

Narysowa¢® parametryczne zaleznosci x(6), y(0) dla wszystkich
wybranych statych const (potencjat) oraz const’ (linie sit).

!Przetwarzajac jeden ze zbioréw setl, set2, set3 lub set4
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