
����������������������������������������������

���������

������������⋯
Re[x] ^= x;

�������������

Im[x] ^= 0;
������������⋯
Re[y] ^= y;

�������������

Im[y] ^= 0;

��������� z = x +

���������������

I y;

��������� argrule = 

��������������������������

Arg[m_] :>

�������⋯
ArcTan

�������⋯
Im[m] 

���������⋯
Re[m] //

��������������������⋯
ComplexExpand //

�������������

PowerExpand //

��������������

FullSimplify;

re[w_] :=
���������⋯
Re[w] //

��������������������⋯
ComplexExpand //

������

Simplify;

im[w_] :=
���������⋯
Im[w] //

��������������������⋯
ComplexExpand //

������

Simplify;

��������������������

��������� w1 =

�����������

ArcSin[z];

��������� r1 = re[w1]
i1 = im[w1] /. argrule

��������� Argⅈ x + 1 - x + ⅈ y2 - y

��������� -
1
2
Logy - x4 + 2 x2 -1 + y2 + 1 + y22

1/4
Cos1

2
ArcTan 2 x y

1 - x2 + y2


2
+

x - x4 + 2 x2 -1 + y2 + 1 + y22
1/4

Sin1
2
ArcTan 2 x y

1 - x2 + y2


2


���������������

��������� w2 =

��������

Log[z];

r2 = re[w2]
i2 = im[w2] /. argrule

���������
1
2
Logx2 + y2

��������� ArcTany
x


���������������������

��������� w3 =

���������������

I (1 - z) / (1 + z);

r3 = re[w3]
i3 = im[w3] /. argrule

���������
2 y

(1 + x)2 + y2

��������� -
-1 + x2 + y2

1 + 2 x + x2 + y2



�������������������������������������������

��������� w4 = 1 +

����������⋯
I z  1 -

���������������

I z;

r4 = re[w4]
i4 = im[w4]

��������� -
-1 + x2 + y2
x2 + (1 + y)2

���������
2 x

x2 + (1 + y)2

���������������

��������� w5 = z + 1 / z;
r5 = re[w5]
i5 = im[w5]

��������� x 1 +
1

x2 + y2


��������� y -
y

x2 + y2

������z��

��������� w6 = z^{1 / 4};
r6 = re[w6] /. argrule
i6 = im[w6] /. argrule

��������� x2 + y21/8 Cos1
4
ArcTany

x


��������� x2 + y21/8 Sin1
4
ArcTany

x


���������� -�+ (x+ ⅈ y)�

��������� w7 =

����������������������

Sqrt[z^2 - 1];

r7 = re[w7] /. argrule
i7 = im[w7] /. argrule

��������� x4 + 2 x2 -1 + y2 + 1 + y22
1/4

Cos1
2
ArcTan 2 x y

1 - x2 + y2


��������� -x4 + 2 x2 -1 + y2 + 1 + y22
1/4

Sin1
2
ArcTan 2 x y

1 - x2 + y2

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���������������

��������� w8 = z - 1 / z;
r8 = re[w8]
i8 = im[w8]

��������� x -
x

x2 + y2

��������� y 1 +
1

x2 + y2


����������z + �+ z�

��������� w9 = z +

����������������������

Sqrt[z^2 + 1];

r9 = re[w9] /. argrule
i9 = im[w9] /. argrule

��������� x + x4 + -1 + y22 + 2 x2 1 + y2
1/4

Cos1
2
ArcTan 2 x y

1 + x2 - y2


��������� y + x4 + -1 + y22 + 2 x2 1 + y2
1/4

Sin1
2
ArcTan 2 x y

1 + x2 - y2


�����������ea z

���������

�����������������

Re[a] ^= a;

�������������

Im[a] ^= 0;

��������� w10 =

����������������������

Exp[a z];

r10 = re[w10]
i10 = im[w10]

��������� ⅇa x Cos[a y]

��������� ⅇa x Sin[a y]

�������������ϕ��ψ��������������������

���������������π����

��������� w12 =

�����

Sin[
��

Pi z / a];

r12 = re[w12]
i12 = im[w12]

��������� Coshπ y
a

 Sin π x
a



��������� Cosπ x
a

 Sinh π y
a


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����������������

��������� w13 = z + a;
r13 = re[w13]
i13 = im[w13]

��������� a + x

��������� y

����������� z

��������� w14 =

����������������������

Sqrt[z];

r14 = re[w14] /. argrule
i14 = im[w14] /. argrule

��������� x2 + y21/4 Cos1
2
ArcTany

x


��������� x2 + y21/4 Sin1
2
ArcTany

x


�����������������������

���������

�����������������

Re[c] ^= c;

�������������

Im[c] ^= 0;

w15 =

�����������

ArcSin[z / c];

r15 = re[w15] /. argrule
i15 = im[w15] /. argrule

��������� -ArcTan x + c c4 + 2 c2 -x2 + y2 + x2 + y22

c4
1/4

Sin1
2
Arg1 +

-ⅈ x + y2

c2
 

y - c c4 + 2 c2 -x2 + y2 + x2 + y22

c4
1/4

Cos1
2
Arg1 +

-ⅈ x + y2

c2
 

��������� -
1
2
Log 1

c2
y - c 4 x2 y2 + c2 - x2 + y22

c4
1/4

Cos1
2
ArcTan 2 x y

c2 - x2 + y2


2

+

x - c 4 x2 y2 + c2 - x2 + y22

c4
1/4

Sin1
2
ArcTan 2 x y

c2 - x2 + y2


2


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�����������������

���������

�������

Clear[a]

w16 = z +

���������������

I a;

r16 = re[w16]
i16 = im[w16]

��������� x

��������� a + y

�������������������

��������� w17 = (z - 1) / (z + 1);
r17 = re[w17]
i17 = im[w17]

���������
-1 + x2 + y2

1 + 2 x + x2 + y2

���������
2 y

(1 + x)2 + y2

�����������

ⅈ (�+z)
�-z

��������� w18 =

���������������

I (1 + z) / (1 - z);

r18 = re[w18]
i18 = im[w18]

��������� -
2 y

1 - 2 x + x2 + y2

��������� -
-1 + x2 + y2

1 - 2 x + x2 + y2

�����������ei θ z

���������

�����������������

Re[θ] ^= θ;

�������������

Im[θ] ^= 0;

w19 =

����������������������

Exp[i θ] z;

r19 = re[w19] //

������������������������������������

ExpToTrig

i19 = im[w19] //

������������������������������������

ExpToTrig

��������� x Cosh[i θ] + x Sinh[i θ]

��������� y Cosh[i θ] + y Sinh[i θ]
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��������������

��������� w20 = 1 / z;
r20 = re[w20]
i20 = im[w20]

���������
x

x2 + y2

��������� -
y

x2 + y2

����

�������������������������������

��������� w =

��������

Logz -

��������⋯
I  z +

���������������

I

��������� Log-ⅈ + x + ⅈ y
ⅈ + x + ⅈ y



��������� re[w] //. argrule

��������� Log x2 + (-1 + y)2

x2 + (1 + y)2


��������� im[w] /. argrule

��������� -ArcTan 2 x
-1 + x2 + y2



��������� eq = x2 + (-1 + y)2  x2 + (1 + y)2 ⩵ 1 

�������

Tan[c]^2 /. {x → r
�������

Cos[θ], y → r
�����

Sin[θ]};

��������� sol =

����������������

Solve[eq, r] //

��������������

FullSimplify

��������� r →  2 -Cos[4 c] + Cos[2 θ] Csc[c]4 - 2 Csc[c]2 Sin[θ]  -2 + 2 Cot[c]2,

r →
1

2 - 2 Cot[c]2
 2 -Cos[4 c] + Cos[2 θ] Csc[c]4 + 2 Csc[c]2 Sin[θ]

���������

�������

Clear[p1, p2, c]

p1 = r /. sol[[1]];
p2 = r /. sol[[1]];

��������� {xp1, yp1} = {p1
�������

Cos[θ], p1
�����

Sin[θ]};

��������� pltab =

������

Table{xp1, yp1}, c, 0.01,
��

Pi  4, .1;

pl1 =

��������������������

ParametricPlot[-pltab, {θ, 0, 2
��

Pi},
��������������

PlotRange → {{-2.5, 2.5}, {0, 4}}]
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���������

-2 -1 0 1 2

1

2

3

4

��������� neq =
2 x

-1 + x2 + y2
⩵ c /. {x -> r

�������

Cos[θ], y → r
�����

Sin[θ]}

���������
2 r Cos[θ]

-1 + r2 Cos[θ]2 + r2 Sin[θ]2
⩵ c

��������� nsol =

����������������

Solve[neq, r] //

��������������

FullSimplify

��������� r → -
-2 Cos[θ] + 2 1 + 2 c2 + Cos[2 θ]

2 c
, r →

2 Cos[θ] + 2 1 + 2 c2 + Cos[2 θ]

2 c


��������� q1 = r /. nsol[[2]];

��������� {x1, y1} = {q1
�������

Cos[θ], q1
�����

Sin[θ]};

��������� tab =

������

Table{x1, y1}, c, -2
��

Pi, 2
��

Pi,
��

Pi  3.001;

��������� pl2 =

��������������������

ParametricPlot[tab, {θ, 0, 2
��

Pi},

��������������

PlotRange → {{-2.5, 2.5}, {0, 2}},
������������

PlotStyle → {

������⋯
Orange,

�����

Thick}]

���������

-2 -1 0 1 2

0.5

1.0

1.5

2.0
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���������

�����

Show[pl1, pl2,
��������������

PlotRange → {{-2.5, 2.5}, {0.1, 2.5}},
�����

Frame →

������

True]

���������

-2 -1 0 1 2

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

��������������������∈��������
Linie ekwipotencjalne

��������� p =

�����

Integrate1 

����������������������

Sqrt[(x - s)^2 + y^2], s

��������� Logs - x + s2 - 2 s x + x2 + y2 

��������� pp1 = p /. {s → 1};
pm1 = p /. {s → -1};
w = pp1 - pm1

��������� Log1 - x + 1 - 2 x + x2 + y2  - Log-1 - x + 1 + 2 x + x2 + y2 

��������� eq = w == c /. {x → r
�������

Cos[θ], y → r
�����

Sin[θ]};

��������� solr =

����������������

Solve[eq, r];

��������� {x1, y1} = {r
�������

Cos[θ], r
�����

Sin[θ]} /. solr[[1]];

��������� tal =

������

Table[{x1, y1}, {c, .5, 6, .5}];

tap =

��������������������

ParametricPlot[tal, {θ, 0, 2
��

Pi}]

���������
-4 -2 2 4

-2

-1

1

2
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��������������

���������

�������

Clear[u];

u[x_, y_] := w

��������� dux =

���������������

D[u[x, y], x] //

������

Simplify;

duy =

���������������

D[u[x, y], y] //

��������������

FullSimplify;

��������� dvx = duy;
v =

�����

Integrate[dvx, x] //

��������������

FullSimplify;

��������� dvx =

�����������⋯
D[v, y] //

��������������

FullSimplify;

��������� dCy = -duy - dvx //

��������������

FullSimplify;

��������� vl = v +

�����

Integrate[dCy, y] //

��������������

FullSimplify

��������� Log1 - x - (-1 + x)2 + y2  - Log1 + x + (1 + x)2 + y2 

��������� vlines = vl /. {x → R
�������

Cos[θ], y → R
�����

Sin[θ]} //

��������������

FullSimplify;

��������� solv =

����������������

Solve[vlines == c, R]

��������� R → -2 ⅇc/2 -1 + ⅇc  √-1 + 2 ⅇ2 c - ⅇ4 c + Cos[θ]2 +

4 ⅇc Cos[θ]2 + 6 ⅇ2 c Cos[θ]2 + 4 ⅇ3 c Cos[θ]2 + ⅇ4 c Cos[θ]2,

R → 2 ⅇc/2 -1 + ⅇc  √-1 + 2 ⅇ2 c - ⅇ4 c + Cos[θ]2 + 4 ⅇc Cos[θ]2 +

6 ⅇ2 c Cos[θ]2 + 4 ⅇ3 c Cos[θ]2 + ⅇ4 c Cos[θ]2

��������� x1 = R
�������

Cos[θ] /. {solv[[1]]};

y1 = R
�����

Sin[θ] /. {solv[[1]]};

��������� tab1 =

������

Table[{x1, y1}, {c, -3, 3, .5}];

tal1 =

��������������������

ParametricPlot[tab1, {θ, 0,
��

Pi},
������������

PlotStyle → {

������������

Orange}]

���������
-3 -2 -1 1 2 3

-1.0

-0.5

0.5

1.0
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���������

�����

Show[tap, tal1]

���������
-4 -2 2 4

-2

-1

1

2

���������������������������������������������������

����������������������������������������������������������������

���������

�������

Clear[M, K, λ, a, k, c];

������������⋯
Re[a] ^= a;

�������������

Im[a] ^= 0;
�������������⋯
Re[k] ^= k;

�������������

Im[k] ^= 0;
�������������⋯
Re[c] ^= c;

�������������

Im[c] ^= 0;

M[x_, y_] := 2 k λ 

�������������

ArcTan[y / (x - a)] -

�������������

ArcTan[y / (x + a)]

K[x_, y_] := 2 k λ

�������������

ArcTan2 a y  x2 + y2 - a2

��������� λ = a = k = 1;
eq = c ⩵ K[x, y] //. {x → r

�������

Cos[θ], y → r
�����

Sin[θ]} //

������

Simplify;

soln =

����������������

Solve[eq, r] //

��������������

FullSimplify;

rrule = soln[[1]];
tabul =

������

Table[{r
�������

Cos[θ] /. rrule, r
�����

Sin[θ] /. rrule}, {c, -3.1, 3.1, .5}];

pl1 =

��������������������

ParametricPlot[tabul, {θ, 0, 2
��

Pi},

������������

PlotStyle → {

��������⋯
Orange},

��������������

PlotRange → {{-5, 5}, {0, 4}}]

���������

-4 -2 0 2 4

1

2

3

4

���������

��������� V[x_, y_] := 2 λ k
���⋯
Log

����������������������

Sqrt(x - a)2 + y2 

����������������������

Sqrt(x + a)2 + y2
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��������� eq = c == V[x, y] /. {x → r
�������

Cos[t], y → r
�����

Sin[t]}

��������� c ⩵ 2 Log
-1 + r Cos[t]2 + r2 Sin[t]2

1 + r Cos[t]2 + r2 Sin[t]2


��������� soln =

����������������

Solve[eq, r]

��������� r →

-2 Cos[t] - 2 ⅇc Cos[t] - 2 -1 + 6 ⅇc - ⅇ2 c + Cos[2 t] + 2 ⅇc Cos[2 t] + ⅇ2 c Cos[2 t]
2 -Cos[t]2 + ⅇc Cos[t]2 - Sin[t]2 + ⅇc Sin[t]2

,

r →

-2 Cos[t] - 2 ⅇc Cos[t] + 2 -1 + 6 ⅇc - ⅇ2 c + Cos[2 t] + 2 ⅇc Cos[2 t] + ⅇ2 c Cos[2 t]
2 -Cos[t]2 + ⅇc Cos[t]2 - Sin[t]2 + ⅇc Sin[t]2



��������� x1 = r
�������

Cos[t] /. soln[[2]];

y1 = r
�����

Sin[t] /. soln[[2]];

��������� tab =

������

Table[{x1, y1}, {c, -3, 3, .4}];

pl2 =

��������������������

ParametricPlot[tab, {t, 0, 2
��

Pi},
��������������

PlotRange → {{-5, 5}, {0, 4}}]

���������

-4 -2 0 2 4

1

2

3

4

���������

�����

Show[pl1, pl2,
������������

PlotStyle → {

������

Thin}]

���������

-4 -2 0 2 4

1

2

3

4

�������

���������

�������

Clear[a]

������������⋯
Re[a] ^= a;

�������������

Im[a] ^= 0;
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��������� w =

��������

Log[(z - a) / (z + a)]

��������� Log-a + x + ⅈ y
a + x + ⅈ y



��������� re[w]

��������� Log (a - x)2 + y2

(a + x)2 + y2


��������� im[w] /. argrule

��������� ArcTan 2 a y
-a2 + x2 + y2


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