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e Réwnowaga hydrostatyczna

e Réwnanie ciggtosci masy

Transport energii promieniowania

Prawo zachowanie energii

Przyblizenia (skala wielkosci)

Struktura 1



Wstep



Materia gwiazd w réwnowadze hydrostatycznej spetnia szereg réwnan
opisujacych ich stan, proces transportu energii z ich wnetrza i opisujacych

podstawowe prawa zachowania.

Réwnania struktury zaleza od réwnan stanu, sktadu chemicznego, od tempa
produkcji energii, od nieprzeczystorsci materii itd.

Cele: Réwnania struktury. Réwnania stanu. Tempo produkgcji energii.
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Réwnowaga hydrostatyczna



Roéwnowaga hydrostatyczna i

dP) dA

-

g 1, fran

%

Symetria sferyczna
Cisnienie, gestos¢, temperatura, etc., zaleza od odlegtosi od centrum gwiazdy r.

Warunek réwnowagi elementu masy (rysunek):
P(r)dA—[P(r)+ dPldA— p(r)dAdrg(r) =0

gdzie

P(r) — cisnienie

p(r) — gestosé

g(r) — przyspieszenie grawitacyjne

Struktura 3



Roéwnowaga hydrostatyczna ii

Stad

P — (sl
Wstawiajac

GM(r)
glr) = 2
mamy
dP(r)  GM(r)p(r)
dr 72 (1)

gdzie M(r) jest masa zawarta w sferze o promieniu r.

Ostatnie réwnanie opisuje hydrostatyczna réwnowage w gwiazdach.
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Ciagtos¢ masy



Roéwnanie ciggtosci masy

W réwnowadze hydrostatycznej masa M(r) i gestos¢ p(r) sa ze soba zwigzane
dM(r) = 47rr2p(r) dr
Stad
dM(r)

- anr®p(r) (2)

Réwnanie to nosi nazwa réwnania ciggtosci masy lub zachowania masy.
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Transport energii w gwiazdach



Transport promieniowania. Podstawy i

Procesy transportu energii z wnetrza gwiazd:

e promieniowanie
e konwekcja; w pewnych warunkach

e przewodnictwo (biate karty, gwiazdy neutronowe).

Normalne gwiazdy (~ gaz)

Fotony sa rozpraszane, pochfaniane przez materie gwiazdy, ponownie
emitowane. Procesy te zalezg od tzw. przekroju czynnego o

liczba oddziatywan fotonu z tarczami czastek = no dx

gdzie n jest gestoscia czastek, a dx droga przebyta przez foton. Jesli lewa

strona tej réwnosci jest jedynka to dx nosi nazwa drogi swobodnej /, czyli

| =—
no
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Transport promieniowania. Podstawy ii

W ogdlnym przypadku, dla réznych czastek materii

1 def 1

= e 2
> nioi  pk

Wielko$¢ k jest nieprzezroczystosScia materii (opacity).

Jednym z proceséw, od ktérych zalezy k jest rozpraszanie fotonéw na

elektronach, tzw. rozpraszanie thomsonowskie. Jego przekréj czynny

2
07_87r< € ) =6,7 X 10 ®cm?

3\ mec?
nie zalezy od temperatury i energii fotonu. Dla czastek o masach m > m.
przekrdj o jest znikomo maty w poréwnaniu z przekrojem dla elektronéw.

Przyktad.

Przyjmujac, ze gaz stoneczny jest zjonizowanym wodorem mamy

Ne &

my

Struktura 7



Transport promieniowania. Podstawy iii

Stad droga swobodna fotonu wynosi (Obliczy¢.):

mH
= — &R 2cm

W rzeczywistosci (nie tylko elektrony) / &~ 1mm=0.1cm.
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Btadzenie przypadkowe i

Foton porusza sie w materii chaotycznie — przypadkowe
kierunki emisjii/rozpraszania - btadzenie przypadkowe
(random walk). Przemieszczenie fotonu po N

oddziatywaniach:

D=h+b+ -+

D>=RB+ B+ +R+2h-b+h-h+...) (%)
Wartos¢ srednia kwadratu przesuniecia (drugi czton w réwnaniu (*) znika):
(D*) = NI?
Odlegtos¢ liniowa przebyta przez foton po N zderzeniach

D = (D*)*? = VNI
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Btadzenie przypadkowe ii

Przyktad.

lle czasu potrzebuje foton by wydostaé sie z centrum Stonca na jego
powierzchnie?

Mamy N = r3 /1> - liczba krokéw. Kazdy krok $rednio wymaga czasu //c, a

wiec (Obliczye!)
2
|
7= =-2 ~ 52000lat
c l?

Jesli reakcje jadrowe w Stoncu ustanga to fakt ten odnotujemy dopiero po 50000
lat ...
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Przeptyw energii i

Ar u
L) yrau

Wypadkowy strumien energii promienistej gwiazdy — moc (jasnos¢) L(r).

Réznica energii w warstwach r, r + Ar wynosi 4mrArAu (u - gestos¢ energii).
Czas by fotony przebyty droge Ar: (Ar)?/lc. Stad
Anr? ArAu

N AmrArdu 2 AU
L(r)~ arejic 4rr /CAr

Doktadny rachunek daje dodatkowy czynnik 1/3. Mamy wiec

L(r)  cldu
4rr2 — 3 dr (xx)

— réwnanie dyfuzji; opisuje transport energii na powierzchnie gwiazdy.
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Przeptyw energii ii

Poniewaz u jest bliskie gestosci energii ciata doskonale czarnego to

unaT?
Stad
du du dT 3dT
u_dudl _gpar3dl
dar dr dr Tt gr

Wstawiajac to do réwnania (xx) i ktadac | = (kp) ! otrzymamy

dT(r) _ 3L(r)&(r)p(r) 3)
dr ~ 4mwr?24acT3(r)
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Zachowanie energii



Zachowanie energii

Energia produkowana w gwiazdach pochodzi z reakgji jadrowych — fuzja.
Produkowana gestos¢ mocy oznaczymy przez €(r). Zasada zachowania energii
w powtoce o grubosci dr w odlegtosci r od centrum

dL(r) =€(r)dm =€(r)p(r) Anr® dr

lub
L~ anrp(re(r) (4)

Réwnania 77, 77, 77, 77 s3 réwnaniami struktury gwiazdy.

Struktura 13



Podsumowanie



Roéwnania struktury

dP(r) GM(r)p(r)
dr 7z

dM(r)
dr

= 47rr2p(r]

dT(r) 3L(r)k(r)p(r)

dr — 4wr24acT3(r)
dL(r) . 2
o Atrop(r)e(r)

Warunki poczatkowe
M(r=0)=0, L(r=0)=0, Plr=n)=0, M(r=r)= M,.
Dodatkowo, nalezy okresli¢ zaleznosci

P = P(p, T,sktad), p=p(...), e=¢(...)

Struktura 14



Roéwnanie stanu



P(p,T) i

Rozpowszechnienie wodoru, helu i pierwiastkéw ciezszych:

X_PH y_PH g Pme

p p P

Dla wiekszosci normalnych gwiazd dziata przyblizenie nierelatywistycznego gazu
doskonatego

Poniewaz ny = Xp/mu, nve = Y p/4mu, na = Zap/Ampy, to

3

nz2nH+3mHe+Z§nA: (2x+zv+1zz)

P
my
(dla ciezszych pierwiastkéw Z + 1~ A/2. Poniewaz X + Y +Z =1 to

P Y )
=L (3x+=+1
n 2mH(3 +2+
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P(p, T) ii

Przy catkowitej jonizacji

m.__f 2

my nmy 14+3X+0,5Y

Stonce: X =0,71, Y =0,27, Z=0,02 i m/my =0,61; a w centrum gdzie
wyczerpato sie ~ 50% wodoru X =0,35, Y =0,64, Z=10,02i m/my =0,61

Oprécz kinetycznego cisnienia gazu istnieje ci$nienie promieniowania (patrz
Dodatek):

1 1
Prad = gu = 53T4

Catkowite ci$nienie jest wiec réwne

pKT + 1aT4.

P =P Prad = —
¢ T Prad = 3

a=40/c=7,6x 10 *® erg cm 3K ™* jest stata promieniowania.

(Inne réwnanie stanu dla biatych kartéw i gwiazd neutronowych.)
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Nieprzezroczystosc (opacity)



Nieprzezroczystos$é

W gwiazdach normalnych nieprzezroczystosc jest w gtéwnej mierze zwigzana
z rozpraszaniem fotonéw na elektronach. Liczba elektronéw w zjonizowanym
gazie

na = L(l—O—X)
2mH

(1+X)=(1+X)x0,2cm?/g

ne:nH+2nHe+Z

NeoT oT

A
2

P 2my
W obszarach o nizszych temperaturach i niepetnej jonizacji nieprzezroczystosé

jest wynikiem proceséw absorpcji/emisji typu

e bound-bound (bb) — przejscia miedzy stanami zwigzanymi
e bound-free (bf) — jonizacja (+—)

o free-free (ff) — bremsstralung, ...

Usrednienie po wszystkich dtugosciach fal daje zaleznos¢ (Kramers)
Kbf ,fF ~

P
T35
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Konwekcja



Konwekcja wystepuje w obszarach o niskiej temperaturze, w ktérych istnieja
atomy i molekuty (réwniez w obszarach centralnych gwiazd bardzo masywnych)
gdzie spetniony jest warunek

ar
dr

y—1T(r) |dP
v Pl ldr

Tutaj v jest wykfadnikiem adiabatycznym w réwnaniu stanu gazu P ~ p7.

Wzrasta liczba stopni swobody, rosnie 7y, pojawia sie konwekcja.
Stonce: 28% zewnetrznego promienia.

W obszarach konwekeyjnych réwnanie transportu (?7) energii nalezy zamieni¢

na
dT _y—1T(r)dP

dr y P(r) dr
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Przyblizenia — relacje skalowania dla

gwiazd ciggu gtéwnego




Skalowanie (na CG) i

Zatézmy, ze rozwigzania réwnan struktury sa postaci P(r) ~ r?, M(r) ~ r”7 itd.

Wéwezas rozwigzania pierwszych trzech réwnan sa

Réwnanie struktury —  przyblizenie  Numer
dF;(rr] _ GM([Q”“) — P~ Me (A)
o = amrp(r) - M~rp (B)
s hAndn o L O

Otrzymane réwnania pozwalaja zrozumie¢ obserwowane zaleznosci typu

L~ M lub L ~ T2 dla gwiazd ciagu gtéwnego (CG) na diagramie H-R.
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Skalowanie (na CG) ii

M 4
NJ’ M~r3p, LNQ
r Kp

Dla gwiazd o s$redniej masie ci$nienie jest gtéwnie kinetycznym cisnieniem gazu,

a nieprzezroczystos¢ jest wynikiem rozpraszania fotonéw na elektronach, czyli
P~pT, K = const

Poréwnanie z P ~ Mp/r daje
T~M/r

Z réwnania dla L i przy wykorzystaniu wyrazenia dla M mamy
L~M?

— zgodnos¢ z obserwacja dla gwiazd o M > Mg,.
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Skalowanie (na CG) iii

Poniewaz temperatura gwiazd ciggu gtéwnego jest prawie stafa to réwnanie

T ~ M/r prowadzi do wniosku, ze
r~M

Doktadne modele potwierdzaja, ze T zmienia sie o czynnik 4 dla zakresu mas
~ 100 na CG (stabo). Wstawiajac to do (B) otrzymujemy

p~ M2

— gwiazdy mniej masywne s3 gestsze, bardziej masywne rzadsze.
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Skalowanie (na CG) iv

W przypadku gwiazd o matej masie (a wiec o duzej gestosci) nieprzezroczystosé

jest wynikiem rozpraszania typu bound-free oraz free-free, czyli

__P
T35

K

Poniewaz T ~const., r~M ip~ M 2to k~p~ M2 idostajemy

— zgodne z obserwacja dla gwiazd o matych masach.

Struktura 22



Skalowanie (na CG) v

W gwiazdach o duzej masie, mata gestos¢ powoduje, ze cisnienie jest gtéwnie
ci$nieniem promieniowania

P~T*

a nieprzezroczystos$¢ jest wynikiem rozpraszania na elektronach, k=const.

Poréwnujac z P ~ Mp/r, i wstawiajac T* w przyblizeniu dla L, otrzymamy
L~M

— obserwowane zmniejszenie jasnosci dla gwiazd masywnych.
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Skalowanie (na CG) vi

Dalej, poniewaz L~ M® i L ~ M? odpowiednio dla gwiazd matej i duzej masy
to, biorac L ~ M*, i korzystajac z zaleznosci r ~ M dostajemy
L Mm*

_ 2 1/2
_47rr,;°’NWNM ~L

oT?

a wiec,
L~T8

— w zgodzie z obserwacjami.
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Problemy



Liczba protonéw w Stoncu.

2 X 1033g 57
I N - S |
I 1,7 x 10-24g 0

Czynnik Maxwella-Boltzmanna dla typowych gwiazd

—E/KT 1000 —434
e E/KT L ~10

e

Brak w Stoncu czastek, ktére zgodnie z rozkladem M-B moga reagowac

tworzac He.

Potrzebny inny mechanizm reakcji. Tunelowanie.
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Dodatki



Cisnienie promieniowania

Natezenie promieniowania Plancka

c

B=—u
4

gdzie u jest gestoscig energii.

Cisnienie na $cianki radiatora

p = % - dpA/‘dt =L/2Bcos2esineded¢= %B - %u

Réwnanie to jest stuszna dla czastek bezmasowych.
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Zrédto energii gwiazd i

Reakcje fuzji. Najwazniejsze: cykl p-p.
pt+p—dt+e +uve (40,425 MeV)

Skala czasowa ~ 10'° lat (oddziatywania stabe).

Pozytron prawie natychmiast anihiluje z elektronem promieniujac 2 kwanty -y
o energiach 0,511 MeV. Neutrino ucieka, unoszac $rednio 0,26 MeV. Po okoto

1s deuteron reaguje z protonem, tworzac >He:

p+d—>He+vy (4549 MeV)

W skali 300000 lat zachodzi kolejna reakcja

*He+’He =" He+p+p  (+12,86 MeV)
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Zrédto energii gwiazd i

Dla utworzenia *He potrzebne s3 dwie reakcje p+ p i p + d. Wydzielona

energia jest wiec réwna
(4x0,5114+2x 0,425+ 2 x 5,49 + 12,86) MeV = 26,73 MeV

Po odjeciu energii anihilacji istniejacych pierwotnie 2 elektronéw =2 x 0,511

MeV otrzymujemy energie réwna réznicy mas 4 protonéw i jadra *He:
[m(4p) — m(*He)lc® = 25,71 MeV = 0, 7%m(4p)c?

Wydajnosé cyklu p-p jest wiec réwna 0, 7%.
Stofice: Czas wypromieniowania 10% masy w cyklu p-p

. 0,1 x 0,007 x Mgc?

~ 10" lat
lo 2

(Obliczy¢.) Wniosek: Cykl p-p wystarcza na ~10 miliardéw lat.
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Tunelowanie



Tunelowanie i

1 MeV |- -
V(r)=r

<V(r)> |-

.g 0

&

c

ui
2.2 MeV

| 1
ro=0.001r; ry
Odlegtosc

Tunelowanie bariery kulombowskiej w reakcji p + p — d 4 e + ve. Srednia
energia protonéw ~ 1keV odpowiada temperaturze ~ 10”K (centralny obszar
Stonca). Energia stanu zwigzanego d jest réwna ~ —2.2MeV . Bariera

kulombowska przyblizona bariera prostokatna.
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Tunelowanie i

Réwnanie Schroedingera

772 2, - mameg
ZV ¥ =[V(r)—E)Yl, #—m
_ ZAZBe2

o r

Vi(r)
Przyblizajac beriere kulombowska przez bariere prostokatna:
Wiy - Btmvin
J‘:: Amr2dr
otrzymamy przyblizone réwnanie:

Wy E
2u dr2 T2

¥

Rozwiazanie:

Br E
_ 7S¢ _VHE
p=AS-, p-"E
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Tunelowanie iii

Liczac doktadnie (Zadanie), otrzymamy to samo wyrazenie dla 9 z czynnikiem

7/+/2 w exponencie.

Prawdopodobienstwo tunelowania jest wiec réwne:

l¥(ro)*rg _ e’ ~ e 2P — exp (2\/uE ZAZBez)

E)ymn 2100 T0 ~
& E) W(r)Pr2 ~ e2fn h E

Ktadac
Ec = (ﬂ'ozZAZB)22,u,c2

otrzymamy

g(E) = eVEe/E

g(E) nosi nazwa czynnika Gamowa. Dla 2 protonéw
1 2.1 >
EG = (ﬂ'm) 2§mpc ~~ 500 keV

Storice: g(E) ~ e 2> ~ 107 (Poréwnaj z 10~ *3*111)

Struktura 31



Szybkos$¢ reakcji



Prawdopodobienstwo reakgcji i

:
L (B /"

g \p@me \ ]

£ TN )

5 f(E%/ \\ -

'g- F // ‘\ b |

g fo ]

& A N

o — // ‘\\ —
L / 1
L / ]
0 2 + g, 8 B 10

Energia kinetyczna [keV]

Rys. (Nie ma proporcji...) kT = 1keV; g(E) — 2 protony; f(E) ~funkcja
Gaussa.

Prawdopodobienstwo procesu: f(E) ~ P(E) x g(E)

Ec = (ﬂaZAZB]22,u62

a=e?/hc~ 1/137, g(E) = e VEG/E

2 protony: Eg &2 500keV).

Stonice: E ~ 1keV — g(E) ~e 22~ 1010,
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Przyblizona gestos¢ mocy w funkcji temperatury, sktadu, gestosci:

B 25/3\/5 ,DXAXB 1/6

QSo—C—_ exp —3(5)1/3 (5)
V3 mEAsAsE O (KT)?/3 4kT

€
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Jasnosc Stonca z cyklu p-p

Wyrazenie (77) pozwala oszacowaé gestos¢ mocy cyklu p-p.

Obliczy¢ jasnos¢ L Storica. Zatozenia: So ~ 4 x 10 *®cm?keV, p = 150g/cm?,
Xa = Xg =X =0,5 (centrum Stonca), Q@ = 26,2MeV, Eg = 500keV,
u=mp/2, Aa = Ap = 1. Poniewaz rozwazamy identyczne czastki (protony),
wiec wynik dzielimy przez 2 by uniknagc podwdjnego sumowania. Powinnismy
otrzymacé

e =10 erg st gfl

Mnozac przez maseg rdzenia Stonca, np. przez 0,2Mg otrzymamy jasnos¢
L ~4 x 103 erg/s. (Pomiary daja: 3,8 x 10%* erg/s).
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1 electronvolt

Energia 1eV: E =1,602192 x 10 *° J

Dtugos¢ fali: A = 12398,54 x 10 8cm
Liczba falowa:  k = 8066, 02/cm
Czestosc: v =2,417965 x 10'*/s

Temperatura: T =11604,8 K
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